
0.1. PRSTENI I IDEALI 1

0.1 Prsteni i ideali

0.1.1 Ideali prstena

Na posledǌem qasu smo definisali prsten, izveli iz aksioma pravila raqunaǌa i
dali primere prstena. Zatim smo uveli pojmove potprstena i homomorfizma prstena.
Videli smo da je slika svakog homomorfizma f : R → K jedan potprsten prstena K.
ǋegovo jezgro, koje se definixe kao

Kerf = {x ∈ R : f(x) = 0K}

je zatvoreno za sabiraǌe i mno�eǌe, ali ako bi mu pripadala jedinica prstena R,
onda bi bilo f(a) = f(a · 1R) = f(a) · 0K = 0K i za sve elemente a ∈ R, pa 1R ∈ Kerf
samo u sluqaju nula-homomorfizma. Dakle, jezgro nije potprsten, ali ima slede�u
osobinu: dovoǉno je da neki element pripada jezgru da bi ǌegov proizvod sa bilo
kojim elementom prstena bio opet u jezgru, jer

a ∈ Kerf ⇒ f(ax) = f(a) · f(x) = f(a) · 0K = 0K

za sve x ∈ R. Isto va�i i za xa. To nas motivixe da definixemo slede�u podstrukturu
prstena:

Definicija 0.1. Neka je R prsten i I neprazan podskup od R. I je ideal prstena R
ako va�i:

1) (I,+) je podgrupa aditivne grupe prstena (R,+),
2) za sve x ∈ R i a ∈ I je ax, xa ∈ I.

Da je I ideal prstena R oznaqavamo sa I ◃R.

Napomena 0.1. Prvi uslov iz definicije se mo�e zameniti uslovom a, b ∈ I ⇒ a+b ∈ I.

Zaxto? Iz drugog uslova �emo dobiti: 0 ∈ R i a ∈ I povlaqi a · 0 = 0 ∈ I, kao i
(−a) = (−1) · a ∈ I za sve a ∈ I, pa je (I,+) zaista podgrupa od (R,+).
Tako�e, ako je prsten R komutativan, xto �e uglavnom biti sluqaj, drugi uslov postaje
samo x ∈ R i a ∈ I povlaqi ax ∈ I.

Primer 0.2. Neka je R komutativan prsten i a ∈ R proizvoǉan element. Lako se
proveri da je skup

< a >= aR = {ax : x ∈ R}

jedan ideal prstena R (ax+ ay = a(x+ y) ∈< a >, kao i (ax)y = y(ax) = a(xy) ∈< a >) i
ka�emo da je to glavni ideal generisan elementom a.

Primer 0.3. U prstenu Z svi ideali su glavni.

Zaxto? I ◃ Z povlaqi (I,+) ≤ (Z,+), a znamo da su podgrupe cikliqne grupe tako�e
cikliqne, pa je I oblika nZ za neki ceo broj n. Sada se lako proveri da nZ zadovoǉava
i drugi uslov iz definicije ideala ((nx)y = y(nx) = n(xy) ∈ nZ). Dakle, osim {0} i
celog prstena, ideali prstena celih brojeva su 2Z, 3Z itd.
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Primer 0.4. Ako ideal sadr�i jedinicu ili bilo koji inverzibilni element prstena,
on je jednak celom prstenu.

Zaxto? 1 ∈ I, x ∈ R ⇒ 1 · x ∈ I, pa bi bilo R ⊂ I, tj. I = R. Sliqno, ako je neki
inverzibilni element u I, onda �e proizvod ǌega i ǌegovog inverza biti opet u I, a
taj proizvod je 1.

Posledica: Neka je F poǉe i I ◃ F. Tada je I = {0} ili I = F. (U poǉu nema pravih
ideala.)

Primer 0.5. Jezgro homomorfizma prstena je ideal.

Videli smo ve� da je za homomorfizam f : R → K, skup

Kerf = {x ∈ R : f(x) = 0K}

zatvoren za sabiraǌe i da je dovoǉno da jedan qinilac pripada ǌemu da bi proizvod
opet bio tu. Kao i kod vektorskih prostora i grupa, i ovde va�i:

f je ”1− 1” ⇔ Kerf = {0R}.

Primer 0.6. Ako je F poǉe, svaki ideal prstena F[X] je glavni. Neka je I ◃ F[X]. Ako

je I = {0}, on je glavni, generisan nula-polinomom. Neka je sada I ̸= {0} i neka je a(x)
ne-nula polinom iz I qiji je stepen minimalan. Uzmimo bilo koji polinom p(x) iz I
i euklidski ga podelimo polinomom a(x): p = aq + r, pri qemu je stepen polinoma r
strogo maǌi od stepena polinoma a. Iz a ∈ I sledi da je i aq ∈ I, pa daǉe iz p ∈ I
dobijamo r = p − aq ∈ I. Zbog stepena sada mora biti r ≡ 0, xto znaqi da je p = aq,
odnosno da p ∈< a >. Dakle, I =< a >.

Operacije sa idealima

Neka su I i J ideali prstena R. Tada je ǌihov presek tako�e jedan ideal:

a, b ∈ I ∩ J ⇒ a, b ∈ I ∧ a, b ∈ J ⇒ a+ b ∈ I ∧ a+ b ∈ J ⇒ a+ b ∈ I ∩ J,

a ∈ I ∩ J, x ∈ R ⇒ a ∈ I ∧ a ∈ J ∧ x ∈ R ⇒ ax, xa ∈ I ∧ ax, xa ∈ J ⇒ ax, xa ∈ I ∩ J.

Ovo je oqekivano, ali isto tako znamo da unija ne�e biti ideal (nije ni podgrupa,
znamo od ranije). Zato pravimo najmaǌi ideal koji sadr�i dva data, i zovemo ga zbir
ideala I i J :

I + J = {a+ b : a ∈ I, b ∈ J}

Lako se proveri da smo dobili ideal:

a+ b+ a1 + b1 = (a+ a1) + (b+ b1) ∈ I + J

(a+ b)x = ax+ bx ∈ I + J

za a ∈ I, b ∈ J, x ∈ R.
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Poxto u prstenu, osim sabiraǌa, postoji i mno�eǌe, prirodno je da se pitamo
xta bismo podrazumevali pod proizvodom dva ideala. Ako bismo, po analogiji sa
sabiraǌem, IJ definisali kao IJ = {ab : a ∈ I, b ∈ J}, naixli bismo na problem kod
provere da je ovaj skup zatvoren za sabiraǌe: ab+a1b1 ne mora da bude oblika nexto iz
I puta nexto iz J . To prevazilazimo tako xto za elemente proizvoda ideala uzimamo
sume konaqno proizvoda:

IJ = {a1b1 + · · ·+ anbn : ak ∈ I, bk ∈ J}

Sada se lako vidi da je zbir dva elementa iz IJ opet element iz IJ , a drugi uslov je
svakako ispuǌen: x(a1b1 + · · · + anbn) = (xa1)b1 + · · · + (xan)bn, a xak pripada I. Isto i
za mno�eǌe zdesna, samo �e tada bkx pripadati J .

Va�i: IJ ⊂ I ∩ J.

Zaxto? Neka je a1b1 + · · · + anbn proizvoǉan element iz IJ . Poxto su svi a-ovi u I,
ǌihovi proizvodi sa b-ovima �e biti opet u I, a kako je I zatvoren za sabiraǌe, i
cela suma a1b1 + · · ·+ anbn �e pripadati I. Iste argumente koristimo da poka�emo da
je ova suma u J : bk pripada J za svako k, pa akbk pripada J za svako k, a onda i ǌihov
zbir. Dakle, element a1b1 + · · ·+ anbn je i u I, i u J , pa i u I ∩ J . Obrnuto ne va�i u
opxtem sluqaju, a nexto kasnije �emo videti u kom odnosu treba da budu dva ideala
da bi ǌihov presek bio sadr�an u proizvodu.

Primer 0.7. Poxto su u prstenu Z svi ideali glavni, zbir, presek i proizvod dva
ideala �e opet biti glavni ideal. Tako je, na primer,

24Z+ 40Z = 8Z,

24Z ∩ 40Z = 120Z,

24Z · 40Z = 960Z.

Proverite da va�i:
mZ+ nZ = dZ,

mZ ∩ nZ = sZ,

mZ · nZ = mnZ,

gde je d = NZD(m,n), a s = NZS(m,n).

0.1.2 Karakteristika prstena

Neka je R prsten i P bilo koji ǌegov potprsten. Po definiciji, P sadr�i 1R, pa
poxto je zatvoren za operacije prstena, sadr�a�e i 1R + 1R, zatim 1R + 1R + 1R itd,
kao i (−1R), (−1R) + (−1R) . . . Tako�e, 0R ∈ P , pa P sigurno sadr�i skup

{m1R : m ∈ Z}

Ovaj skup je sam za sebe jedan prsten koji se zove karakteristiqni potprsten prstena
R i oznaqava sa R0. To je, dakle, minimalni potprsten prstena R. U odnosu na ǌegovu
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kardinalnost razlikujemo dve vrste prstena. Prva mogu�nost je da je R0
∼= Z, pri

qemu je izomorfizam dat sa m ↔ m1R. Iz iǌektivnosti ovog preslikavaǌa sledi da
je onda

k1R = 0 ⇔ k = 0

Tada ka�emo da je prsten R karakteristike nula i pixemo charR = 0. Dakle, charR = 0
znaqi da je R0

∼= Z i da sabiraǌem 1R same sa sobom ne mo�emo dobiti 0R.
U suprotnom, odnosno ako je zbir nekoliko 1R jednak 0R, karakteristika prstena je
najmaǌi prirodan broj k za koji je k1R = 0R. Primetimo da je onda i za svaki element
x ∈ R:

kx = k(1Rx) = 1Rx+ · · ·+ 1Rx = (1R + · · ·+ 1R)x = (k1R)x = 0Rx = 0R

Tako�e, jasno je da je
charR = k ⇔ R0

∼= Zk,

jer m1R = (kq + r)1R = kq1R + r1R = r1R, gde je 0 ≤ r < k.

Primer 0.8. charZ = 0, charZk = k

Primer 0.9. Ako je R prsten, onda prsteni R[X] i Mn[R] imaju istu karakteristiku
kao i sam prsten R.
(Odmah se vidi, jer 1R[X] = 1R, a jediniqna matrica En ima na dijagonali 1R.)

0.1.3 Deliteǉi nule i oblast celih

Definicija 0.2. Element a prstena R je levi deliteǉ nule u tom prstenu ako postoji
element b ∈ R \ {0} za koji je ab = 0. (a je desni deliteǉ nule ako postoji b ∈ R \ {0} za
koji je ba = 0.)

Nula prstena je uvek deliteǉ nule. Ako je a ̸= 0 deliteǉ nule, ka�emo da je a pravi
deliteǉ nule (bilo levi bilo desni).
Za prsten koji nema prave deliteǉe nule ka�emo da je oblast celih ili domen. Dakle,
R je domen ako za bilo koja dva elementa va�i:

ab = 0 ⇒ a = 0 ∨ b = 0.

Primer 0.10. Prsten celih brojeva je domen, dok Zn, gde n nije prost broj, nije. Na
primer, u Z20 je 4 · 5 = 0. Tako�e, znamo da u prstenu matrica (npr. u M2[R]) postoje
pravi deliteǉi nule, odnosno da postoje ne-nula matrice takve da je ǌihov proizvod
nula-matrica.

Deliteǉi nule su blisko povezani sa regularnox�u u prstenu:

ax = ay ⇔ a(x− y) = 0,

pa ako a nije regularan sleva, postoja�e razliqiti x i y za koje je ax = ay, a samim
tim i element b = x− y razliqit od nule za koji je ab = 0, i obrnuto. Dakle, a je levi
deliteǉ nule akko nije regularan sleva (odnosno, a je desni deǉiteǉ nule akko nije
regularan zdesna.)
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Videli smo da u prstenima Zn, gde n nije prost broj, postoje pravi deliteǉi nule,
dok u Zp, gde je p prost broj, ne postoje:

r ·p s = 0 za neke r, s ∈ Zp ⇒ p|rs u Z ⇒ p|r ∨ p|s ⇒ r = 0 ∨ s = 0

Va�i i slede�e:

Tvr�eǌe 0.1. Ako je R domen, onda je ǌegova karakteristika ili nula ili neki prost
broj.

Dokaz. Ako je charR = 0, onda je u redu. Neka je sada charR = k > 0. Poka�imo da
je k prost. Pretpostavimo da je k = rs. Poxto je zbir k jedinica prstena R jednak 0R,
bi�e

0R = k1R = rs1R = (r1R)(s1R),

pa poxto R nema prave deliteǉe nule, bi�e r1R = 0R ili s1R = 0R. Po defini-
ciji karakteristike prstena, k je najmaǌi prirodan broj za koji je k1R = 0R, pa iz
prethodnog sledi da je k ≤ r ili k ≤ s. Sada iz k = rs imamo k = r ili k = s. Dakle, k
nema pravi rastav, to jest, prost je.


