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0.1 IIpcrenu m ummeasn

0.1.1 Wneanu mpcreHa

Ha mocienmem vacy cMO mepuHHCAIN NPCTEH, M3BEJW M3 aKCHOMa [IPABUJA DaUvyHAma U
[aJi IprMepe IPCTEeHA. 3aTUM CMO YBEJU IOjMOBE IOTIPCTEHA X XOMOMODP(U3Ma IPCTEHA.
Bunenn cmo nma je ciamka cBakor xomomop¢msma f : R — K jeman morupcreH npcreHa K.
Hberoso jesrpo, koje ce medunume xKao

Kerf={x e R: f(z) =0k}

je 3aTBOpEHO 3a cabupame W MHOKEHE, ajld ako Ou My IpUIafaia jeouHuna npcreHa R,
ouna 6u 6uno f(a) = f(a-1g) = f(a) - 0x = Ok u 3a cBe enemente a € R, na 1g € Kerf
caMo y ciaydajy HyJda-xomomop¢usMma. Jlakie, je3arpo Huje HOTHPCTEH, anu uMma ciaenehy
0COOMHY: MOBOJLHO je na HEKM €eJIEMEHT IPUIana je3rpy Ja Ou HeroB NPOM3BOL ca OMIIO
KOjUM €JIEMEHTOM IpPCTEHa OMo OmeT y je3rpy, jep

acKerf = f(ax) = f(a)- f(z) = f(a) - O = Ok

3a cee x € R. Ucro Basku u 3a xa. To Hac morusBuine na meduuumeMo cieneny noacTpykrypy
IpCTeHA:

Hepuuumuja 0.1. Heka je R npcren u [ menpasan nmonckyn ox R. I je udean mpcrena R
AKO BayKIU:

1) (I,4) je mogrpyna amurusre rpyme npcresa (R, +),

2)saceex € Ruacljear, racl.

Ia je I nunean npcrena R o3HauaBamo ca I > R.
Hamowmesna 0.1. IIpBu ycnoB u3 nepuHuUImje ce MOke 3aMEHUTHU yCIOBOM a,b € [ = a+be I.

3amro? W3 mpyror ycmosa hemo nobutu: 0 € R u a € [ noBnaun a-0 =0 € I, kao u
(—a) =(-1)-a €l 3aceeacl, naje (I,+) saucra nogrpyna oxn (R, +).

Taxobe, ako je npcrer R koMmyTaTuBaH, mTo he yriaBHOM OUTH CIydaj, APYTHU yCJIOB IOCTA]je
camo € R u a € I nosnaun ax € I.

ITpmep 0.2. Heka je R xomyraruBaH npcreH u a € R mpousBoman enement. Jlako ce
IpoOBEPU A je CKYII
<a>=aR ={azx:x € R}

jeman mnean npcrena R (ax + ay = a(z +y) €< a >, kao u (azx)y = y(azx) = a(zy) €< a >) u
KQKEMO & J€ TO 2Aa6HU UOCAA 2EHEPUCAN EAEMENTNOM A.

IIpumep 0.3. Y npcreny Z CcBU umeasu Cy TJIABHU.

Samro? I >7 nosnauu (I,+) < (Z,+), a 3szaM0 ga Cy DOArpyle LUKJIAYHE Ipylie Takobhe
nukanyee, na je I obnuka nZ 3a veru neo 6poj n. Camga ce nmako nposepu na nZ 3am0BOJbABA
u Apyru ycaos u3 pepununuje uneana ((nz)y = y(nz) = n(zy) € nZ). IHakme, ocum {0} n
1eJior MPCTEHA, UAeANN MPCTEeHA eaux oOpojeBa cy 2Z, 3Z utn.



ITpumep 0.4. Axo umeasa caap:Ku je IMHULY WAV OMIJIO KOjU MHBEP3UOUIIHUA €JIEMEHT IPCTEHA,
OH je jemHaK IIeJIOM IPCTEHY.

Bamro? 1€l, € R = 1-z €I, na 6u 6uno R C I, tj. I = R. Canuno, ako je HeKu
uHBep3ubuaHU eaemMent y I, ouma he mpomsBoa mera u HmHEroBOr MHBep3a outu omeTr v I, a
Taj IpousBoJ je 1.

MMocnemuna: Heka je F mome u [ >F. Tanma je [ = {0} wam [ = F. (Y nomy mema mpasux
nreasa.)

ITprmep 0.5. Je3rpo xomoMoOp¢u3Ma IPCTEHA je MAea.
Bunenmu cmo Beh na je 3a xomomopdusam f: R — K, ckyn
Kerf={zeR: f(z) =0g}

3aTBOPEH 3a cabupame U Ia je HOBOJHHO Ia jeaH YMHUJIAL NPUNALA HeMy Ta Ou IPOU3BOLI
omer 6uo Ty. Kao u KOx BEKTOPCKUX TPOCTOPA U TPYNa, U OBME BAKU:

fije?’1-1" s Kerf ={0gr}.
ITpumep 0.6. Ako je F mome, cBaku nmean npcrena F[X] je rnasau. Hera je > F[X]. Axo

je I ={0}, on je rmasuu, resepucan myna-noauaomoMm. Heka je cana I # {0} u meka je a(x)
He-HyJla TOJWHOM U3 | umju je cTemeH MUHUMAJAH. Y 3MUMO OWIO KOju mosauHoM p(z) u3 |
U eyRJIUACKA T'a MONEJIUMO MOJUHOMOM a(Z): p = ag + 7, IpU 4eMy je CTemeH MOJMHOMA I
CTPOrO MamU OA cTemeHa nmoaumHoMa a. V3 a € I cnenu na je u aq € I, ma name uz p € 1
nobujamo 7 = p —aq € I. 36or cremena cana mopa butm r = 0, mWTO 3HAYU Oa je P = aq,
OMHOCHO ma p €< a >. llakme, [ =< a >.

Omnepamnuje ca moeanauma

Heka cy I u J uneanu npcrena R. Tana je muxoB npecek takobe jeman umeast:

a,belInNd =abelhabe=a+belNat+be=a+belNJ,
acelndJ, reR=>aclNaceJNz e R=ax,zac€lNax,xa € J=ax,xzac N

OBo je ouyerMBaHO, ajW KCTO TAKO 3HaMO na yHuja Helie 6utwm mamean (Huje HM HOArpyIa,
3HAMO OJ PaHuje). 3aTO MPABUMO HAjMaBmU UIeas KOjU CaIp:KU ABa HaTa, U 30BEMO ra 36up
uneana I u J:

I+J={a+b: a€l, be J}
Jlako ce MIPOBEPHU & CMO AOOUIU UOEAJ:
a+b+ar+b=(a+a)+b+b) €el+J

(a+b)r=ax+brel+J
zaacl, beJ xe€R.
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ITomro y mpcreHy, ocuM cabupama, HOCTOJU U MHOKEHE, IPUPOLHO je Ha Ce IMUTAMO
mra OMCMO IOAPa3yMeBaju IO IPOM3BOAOM ABa upeana. AkO OGMCMO, IO aHAJOIUjU Ca
cabupamem™, [J mepunucamu kao IJ = {ab:a € I, b € J}, nammnn Gucmo Ha TpoBIEM KOX
IpOBEpE n1a je 0Baj CKYII 3aTBOPEH 3a cabupame: ab+aiby He Mopa na Oyne oOIrKa HEIITO U3
I IIyTa HEITO U3 J To IpEeBa3mIa3rMO TaKO IITO 3a €JIEMEHTE IPOM3BOOa Vaeasa y3UMaMO
cyMe KOHAYHO IPOM3BOIA:

IJ={a1b1+---+anb,: ap €1, by € J}

Capna ce nmako Buau na je 30up nBa exementa us IJ oner esement u3 I.J, a apyru ycios je
cBakako ucnymen: x(ajby + -+ apby) = (xa1)by + -+ + (xa, )by, a zap npunana I. Mero u
3a MHOMKEH-€ 37eCHa, caMo he Tama byr npunamartu J.

Baxu: IJCInJ.

3amro? Heka je aib; + - -+ + apb, upomssoman enement u3 IJ. Ilomro cy cBu a-oBu y I,
BUXOBU TMpou3Boau ca b-oBuma he O6utu omer y I, a kako je I 3aTBopeH 3a cabupame, u
nena cyma aib; + - - + apb, he npunamatu I. Vicrte apryMeHTe KOPUCTUMO [a HOKAKEMO I
je oBa cyma y J: by mpunana J 3a cako k, ma apby npunana J 3a cBako k, a OHIA U BUXOB
30up. lakime, emement a1by +---+apb, jeuy I, uy J,many INJ. ObpuyTo HE BAKU y
ONIIITEM CJIy4Yajy, a HEITO KaCHUje heMO BUAETH y KOM OAHOCY Tpeba ma Oymay aBa mmeasa
na Ou BHUXOB Mpecek OMo caap:KaH y TPOU3BOLY.

IIpumep 0.7. IlomTo cy y mpcreny Z cBU mUmeajaud TJIABHU, 30Up, MPECEK W IPOU3BOM IBA
ugeasa he omer OuTw raaBHU mMAeas. Tako je, Ha mpuUMep,

247 + 40Z = 8Z,

247 N 40Z = 120Z,
247, - 40Z = 960Z.

IIpoBepure na Basku:
mZ + nZ = dZ,

mZ N\ nZ = s,
ma - nZ, = mnZ,

rae je d= NZD(m,n), a s = NZS(m,n).

0.1.2 KRapakrepucTtuka npcTeHa

Heka je R npcren m P 6uio xoju meros nmorupcred. llo medwmuunuju, P canpxu li, ma
MOWITO je 3aTBOPEH 3a omepamnuje mpcTeHa, camp:kahe u 1g + 1, 3atum 1g + 1g + 1p uTa,
kao u (—1g), (=1g) + (=1g)... Tarobe, O € P, ma P cuUrypHO CAIP/KU CKYIl

{mlgr: meZ}

OBaj ckyn je cam 3a cebe jemaH IPCTEH KOjU CE 30BE KAPAKMEPUCTNUNHY NOMNPCMeN TPCTEHA,
R un o3navaBa ca Ry. To je, maksie, MUHMMAJHU MOTIIPCTEH OpcTeHa K. Y OmHOCY HA HETOBY



KapIMHAJHOCT Pa3iuKyjeMo aBe BpcrTe npcrena. lIpea moryhuoct je ma je Ry & Z, upm
gemy je mzomoppuzam mat ca m <> mlg. VI3 UBEKTUBHOCTU OBOI IPECIVKABAA CIEAN A
je omma

klp=0 & k=0

Tana rasxkemo na je upcrer R xapaxmepucmuke nyaa n mumenmo charR = 0. Hakxae, charR =0
3Haun 1a je Ry = 7 u na cabupamem li came ca cobom e MoxkeMo mobutu Op.
Y CyHmpOTHOM, OJHOCHO akoO je 30up Heroauko lr jemunak Ogr, kapakmepucmuka npcmewa je
HajMawmu npuponan 6poj k 3a koju je klg = Or. [Ipumernmo na je oHma M 3a CBAKUA €JIE€MEHT
r € R:

kx:k(le) =lpx+---+1gx = (1R+-~~+1R)x: (k].R){E:OR{E:OR

Takobe, jacuo je ma je
charR =k & Ry =7y,

jep mlp = (kq+r)lgr = kqlr +rlgp =rlg, roe je 0 <r < k.
ITpumep 0.8. charZ =0, charZy = k

IIpumep 0.9. Axo je R upcren, onga upcreau R[X]| u M,[R] umajy ucty KapakTepUCTUKY
Kao u cam npcreH R.
(Ommax ce Buam, jep 1rix) = 1lr, a jenuununa matpuna E, uMa Ha AUjaroHAJIN 1gr.)

0.1.3 enuressu HYyJIE 1 00JIACT HEJIMX

Hepuuumuja 0.2. Exement a upcrena R je aesu deaumesn Hyae y TOM IPCTEHY aKO MOCTOjU
enement b € R\ {0} 3a xoju je ab=0. (a je decru deaumen nyae axo nocroju b € R\ {0} 3a
koju je ba =0.)

Hyna npcrena je yBek memuress mymne. Aro je a # 0 menuresn Hyle, KaKeMO Ia je a IPaBU
nenuTess Hyse (GU10 jgeBu OO HECHMU).

3a OpCTeH KOju HEMa MIpaBe NeJIMTEe/Le HyJle KaKeMo Ha je 00aacm yeaus wiu domen. Ilarie,
R je momen ako 3a OMIIO KOja IBA €JIEMEHTA BAKU:

ab=0 = a=0V b=0.

IIpumep 0.10. IIpcren meaux 6pojeBa je moMmeH, mOK Z,, TJae n HuUje npocT Opoj, aHuje. Ha
upumMep, y Zao je 4-5 = 0. Tarobe, smamo ma y npcreny marpuna (Hnp. y M>[R]) mocroje
IpaBU IEeJUTEJbU HyJle, OMHOCHO Ia MOCTOje He-HyJa MATPUIEe TAKBE Ma j€ HUXOB MPOU3BOILI
HyJa-MaTpHUIA.

Ilenuremsu Hyae cy OINCKO HOBE3aHMU Ca peryJapHOMNY y IPCTEHY:

axr =ay < alzx—y) =0,

a ako a HUje peryjapaH cieBa, mocrojahe paszauumTér  m y 3a Koje je ar = ay, a CaMuM
TUM U eJIEMeHT b = x — y pa3auyutT of HyJse 3a koju je ab = 0, u obpuyTo. Ilakae, a je meBu
MEeJUTess HyJle aKKO HUje peryJyapaH cieBa (OIHOCHO, @ je JNeCHU NeJbUTeNs HyJle akKO HUje
peryiapan 371ecHa.)
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Bunpenu cmo ma y npcrermma Z,,, rae n HEje IpoCcT OpPOj, MOCTOje IPABU ACIUTE/LU HYyJIE,
IOK y Z,, TIe je p IpocT Opoj, He IocToje:

rps=03aHueke 1,sE€Zy, = plrsyZ = plrVpls == r=0Vs=0
Baxu u caenehe:

Tepbeme 0.1. Axo je R domen, onda je mez08a KapaxmMepucmura Uil HYad Uil HEKU Npocm
bpoj.

Joxas. Axo je charR = 0, ouna je y peny. Heka je canma charR =k > 0. Iloraxumo na
je k mpoct. IlpernocraBumo na je k = rs. Ilomro je 30up k jemmauna npcresa R jemnak Og,
ouhe

OR = klR = ’I"SlR = (’I“IR)(SIR),

ma momTo R Hema mpaBe nenuresbe Hysne, ouhe rlp = Og wmu slgp = Ogr. Ilo medunu-
UUju KapakTePUCTUKE IPCTeHa, k je HajMamu mpuponan 6poj 3a koju je klp = Or, ma us
nperxonuor ciaemu ga je k < r wiu k < s. Cana uz k = rs umamo k =r wiu k = s. Iakxe, k
HeMa IIPaBU PacTaB, TO jeCT, IPOCT je. ]



