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Dirihleov problem za Laplasovu jedna�cinu na poluravni

Neka je H = {(x, y) ∈ R2 : y > 0} i neka je f : ∂H → R de�nisana sa

f(x, y) = 0.

Posmatrajmo Dirihleov problem za Laplasovu jedna�cinu na H:

∆u = 0, (x, y) ∈ H,
u(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ ∂H.

Da li ovaj problem ima re�senje u C(H;R) ∩ C2(H;R)?
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Na primer, funkcija u1 : H → R de�nisana sa u1(x, y) = 0 jeste re�senje

tog problema.

Da li je to re�senje jedinstveno?

Primetimo da su i funkcije u2, u3, u4 : H → R de�nisane sa

u2(x, y) = y, u3(x, y) = xy i u4(x, y) = ex sin y re�senja tog problema.

Primetimo i da je funkcija u1 ograni�cena, a funkcije u2, u3 i u4 nisu

ograni�cene.

Da li je funkcija u1 jedino ograni�ceno re�senje datog problema?
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Podsetimo se Liuvilove teoreme za holomorfne funkcije.

Teorema 1

Neka je f : C→ C holomorfna funkcija. Ako je |f | ograni�cena funkcija

onda je f konstantna funkcija.
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Za harmonijske funkcije va�zi analogna teorema.

Teorema 2 (Liuvilova teorema )

Neka je u : Rn → R harmonijska funkcija. Ako je u ograni�cena funkcija

odozgo ili odozdo onda je u konstantna funkcija.

Dokaz. Bez umanjenja op�stosti pretpostavimo da je u pozitivna

funkcija.

Neka je x ∈ Rn �ksirano i neka je r > |x|.

Sa Er obele�zimo simetri�cnu razliku lopti B(x, r) i B(0, r). Dakle,

Er =
(
B(x, r) \B(0, r)

)
∪
(
B(0, r) \B(x, r)

)
=

(
B(x, r) ∪B(0, r)

)
\
(
B(x, r) ∩B(0, r)

)
.
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Na osnovu zapreminske verzije svojstva srednje vrednosti va�zi

u(x)− u(0) =
1

ωnrn

∫
B(x,r)

u(y)dy − 1

ωnrn

∫
B(0,r)

u(y)dy

=
1

ωnrn

 ∫
B(x,r)

u(y)dy −
∫

B(0,r)

u(y)dy


=

1

ωnrn

 ∫
B(x,r)\B(0,r)

u(y)dy +

∫
B(x,r)∩B(0,r)

u(y)dy

−
∫

B(0,r)\B(x,r)

u(y)dy −
∫

B(0,r)∩B(x,r)

u(y)dy

 .
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Dakle,

u(x)− u(0) =
1

ωnrn

 ∫
B(x,r)\B(0,r)

u(y)dy −
∫

B(0,r)\B(x,r)

u(y)dy

 .

Otuda kako je funkcija u pozitivna dobijamo

(1) |u(x)− u(0)| 6 1

ωnrn

∫
Er

u(y)dy.
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Primetimo da va�zi Er ⊆ B(0, r + |x|) \B(0, r − |x|).
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Kako je funkcija u pozitivna dobijamo

(2)

1

ωnrn

∫
Er

u(y)dy 6
1

ωnrn

∫
B(0,r+|x|)\B(0,r−|x|)

u(y)dy

=
1

ωnrn

 ∫
B(0,r+|x|)

u(y)dy −
∫

B(0,r−|x|)

u(y)dy


=

1

ωnrn

(
ωn(r + |x|)nu(0)− ωn(r − |x|)nu(0)

)
= u(0)

(r + |x|)n − (r − |x|)n

rn
.
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Iz (1) i (2) dobijamo

(3) |u(x)− u(0)| 6 u(0)
(r + |x|)n − (r − |x|)n

rn
.

Prelaskom na limes kad r → +∞ iz (3) dobijamo

|u(x)− u(0)| = 0.

Dakle, u(x) = u(0).

Kona�cno, kako je x proizvoljna ta�cka iz Rn imamo da je funkcija u
jednaka u(0) na Rn.
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Na osnovu naredne teoreme dobijamo da je odgovor na postavljeno

pitanje pozitivan.

Teorema 3

Neka je H = {(x, y) ∈ R2 : y > 0} i neka je f : ∂H → R data

neprekidna i ograni�cena funkcija. Tada postoji najvi�se jedna funkcija

u : H → R takva da

u ∈ C2(H;R) ∩ C(H;R);

∆u = 0, (x, y) ∈ H;

u(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ ∂H;

u je ograni�cena na H.
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Dokaz.

Pretpostavimo da funkcije u1 i u2 zadovoljavaju date uslove.

Poka�zimo da je u1 = u2. U tom cilju, neka je U = u1 − u2. Tada za

funkciju U va�zi

U ∈ C2(H;R) ∩ C(H;R);

∆U = 0, (x, y) ∈ H;

U(x, y) = 0, (x, y) ∈ ∂H;

U je ograni�cena na H.

Domen funkcije U nije R2, pa ne mo�zemo primeniti Liuvilovu teoremu.
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Medutim, mo�zemo harmonijski pro�siriti funkciju U na R2.

Neka je V : R2 → R de�nisana sa

V (x, y) =

{
U(x, y), (x, y) ∈ H,

−U(x,−y), (x, y) ∈ R2\H.

Doka�zimo da je funkcija V harmonijska na R2.
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Neka je (x, y) ∈ H. Tada je

Vxx(x, y) + Vyy(x, y) = Uxx(x, y) + Uyy(x, y) = 0.

Neka je (x, y) ∈ R2\H. Tada je

Vxx(x, y) + Vyy(x, y) = − Uxx(x,−y)− Uyy(x,−y)

= − (Uxx(x,−y) + Uyy(x,−y))

= 0.

Neka je x ∈ R. Kako dokazati da je

Vxx(x, 0) + Vyy(x, 0) = 0?
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Doka�zimo da je funkcija V neprekidna na R2, kao i da ima svojstvo

srednje vrednosti na R2.

Neprekidnost dokazati za doma�ci zadatak.

Doka�zimo sada da za svako (x, y) ∈ R2 postoji pozitivan niz {rj}j∈N
takav da je lim

j→+∞
rj = 0 i

V (x, y) =
1

2π

∫ π

−π
V (x+ rj cos t, y + rj sin t)dt.
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Neka je (x, y) ∈ H (odnosno (x, y) ∈ R2\H). Tada odgovaraju�ci niz

{rj}j∈N postoji jer je funkcija V harmonijska na H (odnosno na R2\H).

Neka je x ∈ R i neka je r > 0 proizvoljno. Tada je∫ π

−π
V (x+ r cos t, r sin t)dt

=

∫ π

0
V (x+ r cos t, r sin t)dt+

∫ 0

−π
V (x+ r cos t, r sin t)dt

=

∫ π

0
U(x+ r cos t, r sin t)dt−

∫ 0

−π
U(x+ r cos t,−r sin t)dt

=

∫ π

0
U(x+ r cos t, r sin t)dt+

∫ 0

π
U(x+ r cos τ, r sin τ)dτ

= 0 = V (x, 0).
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Dakle, funkcija V je harmonijska na R2.

Kako je funkcija U ograni�cena na H, na osnovu de�nicije funkcije V
sledi da je i funkcija V ograni�cena na R2.

Otuda, na osnovu Liuvilove teoreme sledi da je funkcija V konstantna.

Kona�cno, kako je V (0, 0) = 0, sledi da je V (x, y) = 0 za svako

(x, y) ∈ R2, a samim tim U(x, y) = 0 za svako (x, y) ∈ H.
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Zadaci

Zadatak 1

Neka je H = {(x, y) ∈ R2 : y > 0}. Re�siti problem (odrediti re�senje koje

pripada C(H;R) ∩ C2(H;R) i dokazati da je jedinstveno):

∆u = 0, (x, y) ∈ H,

u(x, 0) =
(x2 − 1)2 − 4x2

(x2 + 1)2
, x ∈ R,

u je ograni�cena na H.
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Jedinstvenost sledi na osnovu prethodne teoreme.

Ideja je da dati Dirihleov problem za Laplasovu jedna�cinu na poluravni

H svedemo na Dirihleov problem za Laplasovu jedna�cinu na disku

D = {z ∈ C : |z| < 1}.

Podsetimo se da je preslikavanje A : D→ H de�nisano sa

A(z) = i
1 + z

1− z
holomorfno preslikavanje na D, koje je uz to ½1-1� i ½NA�.

Otuda je i preslikavanje A−1 : H → D holomorfno preslikavanje na H.
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Neka je v = u ◦A.

Tada za svako (x, y) ∈ H va�zi ∆u(x, y) = 0 ako i samo ako za svako

(ξ, η) ∈ D va�zi ∆v(ξ, η) = 0.

Transformisali smo jedna�cinu, a treba da transformi�semo i grani�cni

uslov.

U tom cilju, neka je f : R→ R de�nisana sa f(x) =
(x2 − 1)2 − 4x2

(x2 + 1)2
.

Dalje, neka je g = f ◦A.

Da li g preslikava ∂D u R?

Primetimo da (1, 0) ∈ ∂D i da A(1, 0) nije de�nisano.

To je potencijalni problem.
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Medutim, primetimo da se svaka ta�cka koja pripada ∂D\{(1, 0)} mo�ze

da se predstavi u obliku eit, pri �cemu je t ∈ (0, 2π).

Dalje, za svako t ∈ (0, 2π) va�zi

A(eit) = i
1 + eit

1− eit
= i

ei
t
2 (e−i

t
2 + ei

t
2 )

ei
t
2 (e−i

t
2 − ei

t
2 )

= i
2 cos t

2

−2i sin t
2

= − ctg
t

2
.
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Otuda, za svako t ∈ (0, 2π) va�zi

g(eit) = (f ◦A)(eit) = f

(
− ctg

t

2

)
= . . . = cos 2t.

Primetimo da je izraz cos 2t de�nisan i za t = 0 i za t = 2π, kao i da

va�zi cos (2 · 0) = cos (2 · 2π).

Drugim re�cima, funkcija (f ◦A) mo�ze se dode�nisati u ta�cki (1, 0) tako

da pripada C(∂D;R).
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Primetimo da za svako t ∈ [0, 2π] va�zi

g(eit) = g(cos t, sin t) = cos 2t = cos2 t− sin2 t.

Dakle, dati problem svodi se slede�ci Dirihleov problem za Laplasovu

jedna�cinu na D:

∆v(ξ, η) = 0, (ξ, η) ∈ D,

v(ξ, η) = ξ2 − η2, (ξ, η) ∈ ∂D.
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Re�senje poslednjeg problema jeste funkcija v : D→ R de�nisana sa

v(ξ, η) = ξ2 − η2.

Otuda, za svako (x, y) ∈ H va�zi

u(x, y) = (v ◦A−1)(x, y)

= v

(
x2 + y2 − 1

x2 + (y + 1)2
,− 2x

x2 + (y + 1)2

)
=

(
x2 + y2 − 1

x2 + (y + 1)2

)2

−
(
− 2x

x2 + (y + 1)2

)2

.

Neposredno se proverava da

u ∈ C(H;R) ∩ C2(H;R);

∆u(x, y) = 0, za svako (x, y) ∈ H;

u(x, 0) =
(x2 − 1)2 − 4x2

(x2 + 1)2
, za svako x ∈ R;

u je ograni�cena na H.
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Zadatak 2

Odrediti sve harmonijske funkcije u : R2 → R takve da je ux ograni�cena

funkcija.

Primetimo da je i funkcija ux harmonijska.

Zaista, za svako (x, y) ∈ R2 va�zi

(ux)xx(x, y) + (ux)yy(x, y) = (uxx + uyy)x(x, y) = 0.

Otuda, na osnovu Liuvilove teoreme postoji C ∈ R takvo da za svako

(x, y) ∈ R2 va�zi

ux(x, y) = C.

Dakle, za svako (x, y) ∈ R2 va�zi

u(x, y) =

∫
ux(x, y)dx = Cx+D(y),

pri �cemu je D ∈ C2(R;R).
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Neka je (x, y) ∈ R2 proizvoljno. Iz u(x, y) = Cx+D(y) dobijamo

uxx(x, y) = 0 i uyy(x, y) = D′′(y).

Otuda, uzimaju�ci u obzir da je u harmonijska funkcija dobijamo

uxx(x, y) + uyy(x, y) = D′′(y) = 0,

pa je D(y) = Ey + F , pri �cemu su E,F ∈ R.

Dakle, ako je u : R2 → R harmonijska funkcija na R2 takva da je ux
ograni�cena funkcija, onda je u(x, y) = Cx+ Ey + F , pri �cemu su

C,E, F ∈ R.
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S druge strane, ako je u : R2 → R de�nisana sa u(x, y) = Cx+ Ey + F ,
pri �cemu su C,E, F ∈ R, onda je u harmonijska funkcija na R2 takva

da je ux ograni�cena funkcija.
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Puasonovo jezgro za poluravan i egzistencija re�senja
Dirihleovog problema za Laplasovu jedna�cinu na
poluravni

Razmotrimo sada egzistenciju re�senja Dirihleovog problema za

Laplasovu jedna�cinu na poluravni.

Neka je H = {(x, y) ∈ R2 : y > 0} i neka je g : ∂H→ R data neprekidna

i ograni�cena funkcija. Dirihleov problem za Laplasovu jedna�cinu na

poluravni H odnosi se na odredivanje funkcije u : H→ R takve da je

1◦ u ∈ C(H;R) ∩ C2(H;R);

2◦ ∆u(x, y) = 0 za svako (x, y) ∈ H;

3◦ u(x, y) = g(x, y) za svako (x, y) ∈ ∂H;

4◦ u je ograni�cena na H.
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Pretpostavimo dodatno da lim
x→+∞

g(x, 0) i lim
x→−∞

g(x, 0) postoje i

jednaki su kona�cnom broju M .

Neka je preslikavanje A de�nisano sa A(z) = i
1 + z

1− z
.

Mo�ze se pokazati da va�zi slede�ce:

A bijektivno preslikava D na H;

A i A−1 su holomorfna preslikavanja na D, odnosno H.
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Primetimo da za t ∈ (0, 2π) va�zi

A(eit) = i
1 + eit

1− eit
= i

eit/2(e−it/2 + eit/2)

eit/2(e−it/2 − eit/2)

= i
2 cos (t/2)

−2i sin (t/2)
= − ctg

t

2
.

Dakle, A preslikava ∂D\{1} na ∂H.

Osim toga,

A bijektivno preslikava D \ {1} na H;

A i A−1 su neprekidna preslikavanja na D \ {1}, odnosno H.
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Dalje, neka je funkcija G : ∂D→ R de�nisana sa

G(eit) =

{
(g ◦A)(eit), ako je t ∈ (0, 2π),

M , ako je t ∈ {0, 2π}.

Neposredno se pokazuje da je funkcija G neprekidna na ∂D.
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Neka je U : D→ R jedinstveno re�senje Dirihleovog problema za

Laplasovu jedna�cinu na disku D, sa grani�cnim uslovom G. Preciznije,
neka je funkcija U : D→ R takva da je

1◦ U ∈ C(D;R) ∩ C2(D;R);

2◦ ∆U(z) = 0 za svako z ∈ D;
3◦ U(z) = G(z) za svako z ∈ ∂D.

Funkcija u : H→ R de�nisana sa u(z) = (U ◦A−1)(z) jeste re�senje

Dirihleovog problema za Laplasovu jedna�cinu na H, sa grani�cnim

uslovom g.
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Da li se mo�zemo osloboditi dodatne pretpostavke da lim
x→+∞

g(x, 0) i

lim
x→−∞

g(x, 0) postoje i jednaki su?

Imamo da za svako ζ ∈ D va�zi

U(ζ) =
1

2π

∫ 2π

0
P(ζ, eit)G

(
eit
)
dt

Ako u poslednjem integralu uradimo smenu τ = − ctg
t

2
dobijamo

U(ζ) =
1

π

∫ +∞

−∞
P
(
ζ,
τ − i
τ + i

)
g(τ, 0)

τ2 + 1
dτ.
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Otuda, ako je z = (x, y) ∈ H i ζ = A−1(z) dobijamo

u(z) = (U ◦A−1)(z)

=
1

π

∫ +∞

−∞
P
(
A−1(z),

τ − i
τ + i

)
g(τ, 0)

τ2 + 1
dτ.

= . . .

=
1

π

∫ +∞

−∞

y

(x− τ)2 + y2
g(τ, 0)dτ.

Funkcija P : H× ∂H→ R de�nisana sa

P(z, τ) = P((x, y), τ) =
y

(x− τ)2 + y2

naziva se Puasonovo jezgro za poluravan H.
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Neka je sada g : ∂H→ R proizvoljna neprekidna ograni�cena funkcija na

∂H.

Motivisani prethodnim razmatranjem de�ni�simo funkciju P [g] : H→ R
na slede�ci na�cin

P [g](x, y) =
1

π

∫ +∞

−∞

y

(x− τ)2 + y2
g(τ, 0)dτ.

Va�zi slede�ca teorema.

Teorema 4 (Egzistencija re�senja Dirihleovog problema za
Laplasovu jedna�cinu na poluravni H)

Funkcija u : H→ R de�nisana sa

u(x, y) =

{
P [g](x, y), (x, y) ∈ H,

g(x, y), (x, y) ∈ ∂H,

jeste re�senje odgovaraju�ceg Dirihleovog problema za Laplasovu jedna�cinu

na poluravni H.

Marek Svetlik 28.11.2022. 35 / 36



Dakle, funkcija u ima slede�ca svojstva:

1◦ u ∈ C(H;R) ∩ C2(H;R);

2◦ ∆u(x, y) = 0 za svako (x, y) ∈ H;

3◦ u(x, y) = g(x, y) za svako (x, y) ∈ ∂H;

4◦ u je ograni�cena na H.

Dokaz teoreme uraditi za doma�ci zadatak.
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