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Dirihleov problem za Laplasovu jednacinu na poluravni

Neka je H = {(z,y) € R? : y > 0} i neka je f : 9H — R definisana sa
f(x,y) = 0.

Posmatrajmo Dirihleov problem za Laplasovu jednaéinu na H:

AUZO, (x,y)EH,
u(z,y) = f(z,y), (v,y) € oH.

Da li ovaj problem ima resenje u C'(H;R) N C%(H;R)?
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Na primer, funkcija u; : H — R definisana sa u1(x,y) = 0 jeste resenje
tog problema.

Da li je to resenje jedinstveno?

Primetimo da su i funkcije uo, u3, us : H — R definisane sa
uz(z,y) =y, ug(x,y) = vy 1 wug(x,y) = e*siny reSenja tog problema.

Primetimo i da je funkcija u; ogranicena, a funkcije us, us i uyq nisu
ogranicene.

Da li je funkcija w1 jedino ograni¢eno reSenje datog problema?
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Podsetimo se Liuvilove teoreme za holomorfne funkcije.

Teorema 1

Neka je f: C — C holomorfna funkcija. Ako je |f| ogranicena funkcija
onda je f konstanina funkcija.
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Za harmonijske funkcije vaZi analogna teorema.

Teorema 2 (Liuvilova teorema )

Neka je u : R™ — R harmonijska funkcija. Ako je u ogranicena funkcija
odozgo ili odozdo onda je u konstantna funkcija.

Dokaz. Bez umanjenja opstosti pretpostavimo da je u pozitivna
funkcija.

Neka je x € R™ fiksirano i neka je r > |z|.
Sa E, obelezimo simetri¢nu razliku lopti B(z,r) i B(0,r). Dakle,

B = (Ble,)\ BO.") U (BO.1)\ B,r)
_ <B(x,7’) U B(O,r)) \ (B(a:,r) mB(o,r)).

Marek Svetlik



Na osnovu zapreminske verzije svojstva srednje vrednosti vazi

uw —u©) = — [y [ty

wpr™ wpr™

wpr™

Marek Svetlik



u(z) — u(0) = — [ wwa- [

Wpr™
\B(x,r)\B(0,r) B(0,r)\B(z,r)

Otuda kako je funkcija u pozitivna dobijamo

1) () — u(0)] < — /u<y>dy.

wpr™
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Primetimo da vazi E,. C B(0,7 + |z|) \ B(0,r — |z]).

B(0,7 + |x|)
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Kako je funkcija u pozitivna dobijamo

1 1
dy < d
P / uly)dy < 5 / u(y)dy
E, B(0,r+[z)\B(0,r—]z|)
— ) wwa- [
@) = oo u(y)dy y)dy
\B(0,r+[]) B(0,r—l])
1 n n
= o (wnlr 1) "u(0) — en(r — [2])"u(0))
o) T e
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Iz (1) i (2) dobijamo

(r +Ja])" = (r — |=[)"

(3) |u(z) = u(0)] < u(0)

Prelaskom na limes kad r — 400 iz (3) dobijamo

lu(x) — u(0)] = 0.

Dakle, u(x) = u(0).

Konaéno, kako je x proizvoljna tacka iz R™ imamo da je funkcija u
jednaka u(0) na R™.
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Na osnovu naredne teoreme dobijamo da je odgovor na postavljeno
pitanje pozitivan.

Teorema 3

Neka je H = {(x,y) € R :y > 0} i neka je f : OH — R data
neprekidna i ogranicena funkcijo. Tada postoji najviSe jedna funkcijo
u: H — R takva da

u € C*(H;R) N C(H;R);
Au=0, (z,y)€ H;

u(z,y) = f(z,y), (z,y) €0H;
o u je ogranic¢ena na H.
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Dokaz.
Pretpostavimo da funkcije u; i ug zadovoljavaju date uslove.

Pokazimo da je u; = ug. U tom cilju, neka je U = u; — ug. Tada za
funkciju U vazi

o U c C*H;R)NC(H;R);
o AU=0, (x,y)€ H;
Uz, y) =0, (x,y) € 0H;

o U je ogranitena na H.

Domen funkcije U nije R?, pa ne moZemo primeniti Liuvilovu teoremu.
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Medutim, moZemo harmonijski prosiriti funkciju U na R2.

Neka je V : R? — R definisana sa

_ Ux,y), (x,y) €H,
Viwy) = { U(x,—y), (z.y) € RAT.

Dokazimo da je funkcija V harmonijska na R2.
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Neka je (z,y) € H. Tada je

Vx:z:(x,y) =+ V;/y($7y) = Uxx(.’E, y) + Uyy(fL’,y) = 0.

Neka je (z,y) € R*\H. Tada je

Vi (m,y) + Vi (2,y) = — Upe(z, —y) — Upy(x, —y)
— (Uzz (2, —y) + Uyy(, —y))

Neka je x € R. Kako dokazati da je

me($70) + V;Jy(l‘, 0) =07
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Dokazimo da je funkcija V neprekidna na R?, kao i da ima svojstvo
srednje vrednosti na R2.

Neprekidnost dokazati za domaci zadatak.

Dokazimo sada da za svako (z,y) € R? postoji pozitivan niz {r;};en

takav da je lim r; =01
J—+o00

1 vy
Vi(z,y) = 27r/ V(x +rjcost,y + rjsint)dt.

—T
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Neka je (x,7) € H (odnosno (z,y) € R?\H). Tada odgovarajuéi niz
{r;}jen postoji jer je funkcija V harmonijska na H (odnosno na R?\H).

Neka je x € R i neka je r > 0 proizvoljno. Tada je

™
V(x4 rcost,rsint)dt
—T
T 0
= /V(w+rcost,rsint)dt+/ V(z + rcost,rsint)dt
—
0
/ (x + rcost,rsint)dt — /U(:E—l—rcost,—rsint)dt
0
= /U(x—i—rcost rsmt)dt—i—/ U(z +rcost,rsinT)dr
0

™

— 0 = V(z,0).
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Dakle, funkcija V je harmonijska na R2.

Kako je funkcija U ogranit¢ena na H, na osnovu definicije funkcije V'
sledi da je i funkcija V ograni¢ena na R2,

Otuda, na osnovu Liuvilove teoreme sledi da je funkcija V' konstantna.

Konatno, kako je V(0,0) = 0, sledi da je V(z,y) = 0 za svako
(z,y) € R?, a samim tim U(z,y) = 0 za svako (x,y) € H.
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Zadaci

Zadatak 1

Neka je H = {(x,y) € R? : y > 0}. Resiti problem (odrediti resenje koje
pripada C(H;R) N C?(H;R) i dokazati da je jedinstveno):

Au =0, (z,y) € H,

(z? — 1) — 422
(z24+1)2 7’

u(z,0) = z € R,

u je ogranicena na H.
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Jedinstvenost sledi na osnovu prethodne teoreme.

Ideja je da dati Dirihleov problem za Laplasovu jednac¢inu na poluravni
H svedemo na Dirihleov problem za Laplasovu jednaéinu na disku
D={zeC:|z| <1}

Podsetimo se da je preslikavanje A : D — H definisano sa

1
A(z):i1+z

holomorfno preslikavanje na D, koje je uz to ,1-17 i ,NA”.

Otuda je i preslikavanje A~! : H — D holomorfno preslikavanje na H.
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Neka je v = u o A.

Tada za svako (z,y) € H vazi Au(x,y) = 0 ako i samo ako za svako
(&,m) € D vazi Av(&,n) =0.

Transformisali smo jednacinu, a treba da transformiSemo i grani¢ni

uslov.

(22 —1)% — 422
(22 +1)2

U tom cilju, neka je f: R — R definisana sa f(z) =
Dalje, neka je g = f o A.

Dali g preslikava 0D u R?

Primetimo da (1,0) € 9D i da A(1,0) nije definisano.

To je potencijalni problem.
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Medutim, primetimo da se svaka tatka koja pripada 0D\{(1,0)} moze
da se predstavi u obliku e, pri ¢emu je t € (0,27).

Dalje, za svako t € (0,27) vazi

. A -t -t
) 1 ezt 615 e_Zi eZE
A(elt) = 1 * it i »t( Y + -t)
1—¢ 615(6_15 — eli)
) 2COS%
—2isin 5 2
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Otuda, za svako t € (0,2m) vazi

g = (f o A)(elt) = f (- ote ;) — = cos2t,

Primetimo da je izraz cos 2t definisan i za t =01 za t = 27, kao i da
vazi cos (2-0) = cos (2 - 27).

Drugim re¢ima, funkcija (f o A) moze se dodefinisati u tacki (1,0) tako
da pripada C'(0D; R).

Marek Svetlik



Primetimo da za svako ¢ € [0, 27] vazi

g(eit) — g(COS t’ sint) = cos2t = C052 t— sin2 t.

Dakle, dati problem svodi se sledeéi Dirihleov problem za Laplasovu
jednacinu na D:

Av(&,m) =0, (§,m) €D,

v(&n) =& -1 (&n) <€ oD.
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Resenje poslednjeg problema jeste funkcija v : D — R definisana sa

v(§n) =€ —n*.
Otuda, za svako (x,y) € H va#i

u(z,y) = (oAl (z,y)

_ 22+ -1 2x
- <~’62+ (y+ 12 22+ (y+ 1)2>
2 4+y? -1 2 2x 2
- <x2 +(y+ 1)2> B <_x2 +(y+ 1)2> |
Neposredno se proverava da
o u € C(H;R)NC?*(H;R);
o Au(z,y) =0, za svako (z,y) € H,
(22 —1)? — 422
(.’L‘Q + 1)2

@ u je ogranicena na H.

o u(z,0)=

, za svako xz € R;
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Odrediti sve harmonijske funkcije v : R? — R takve da je u, ogranicena
funkcija.

Primetimo da je i funkcija u, harmonijska.
Zaista, za svako (x,%) € R? vazi

(U )2z (2, y) + (Uz)yy (2, y) = (Uzz + uyy)a(x,y) = 0.

Otuda, na osnovu Liuvilove teoreme postoji C' € R takvo da za svako
(z,y) € R? vazi

Dakle, za svako (z,y) € R? vazi
u(x,y) = /um(x, y)dz = Cz + D(y),

pri ¢emu je D € C?(R;R).
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Neka je (z,7) € R? proizvoljno. 1z u(x,y) = Cx + D(y) dobijamo
Uar (2, ) = 01 uyy(2,y) = D"(y).

Otuda, uzimajuéi u obzir da je v harmonijska funkcija dobijamo
Uaa(2,Y) + uyy(z,y) = D" (y) =0,

paje D(y) = Ey+ F, pri ¢emu su E, F € R.

Dakle, ako je u : R? — R harmonijska funkcija na R? takva da je u,

ogranitena funkcija, onda je u(x,y) = Cx + Ey + F, pri temu su
C,E,F eR.
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S druge strane, ako je u : R? — R definisana sa u(z,y) = Cx + Ey + F,
pri ¢emu su C, E, F € R, onda je u harmonijska funkcija na R? takva
da je u, ograniCena funkcija.
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Puasonovo jezgro za poluravan i egzistencija resenja

Dirihleovog problema za Laplasovu jednacinu na
poluravni

Razmotrimo sada egzistenciju reSenja Dirihleovog problema za
Laplasovu jedna¢inu na poluravni.

Neka je H = {(z,y) € R? : y > 0} i neka je g : OH — R data neprekidna
i ogranicena funkcija. Dirihleov problem za Laplasovu jednacinu na
poluravni H odnosi se na odredivanje funkcije u : H — R takve da je

1° u € C(H; R) N C?(H; R);
2° Au(z,y) = 0 za svako (z,y) € H;
3° u(z,y) = g(z,y) za svako (z,y) € OHj;

4° w je ogranicena na H.
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Pretpostavimo dodatno da lim g¢(z,0) i lim g(z,0) postoje i
T—>+00 T—r—00

jednaki su kona¢nom broju M.

14z
1 )
1—=z2

Neka je preslikavanje A definisano sa A(z) =

Moze se pokazati da vazi sledece:
o A bijektivno preslikava D na Hi

o Ai A~! su holomorfna preslikavanja na D, odnosno H.
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Primetimo da za t € (0, 27) vazi

1+ et .eit/Q(e—it/Q + eit/Z)

ity _ _
A(e) = et Zeit/Q(e—it/2 —¢it/2)
2 2
= ZM = —ctg .
—2isin (t/2) 2

Dakle, A preslikava 0D\{1} na OH.

Osim toga,
A bijektivno preslikava D \ {1} na H;
Ai A7! su neprekidna preslikavanja na D\ {1}, odnosno H.
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Dalje, neka je funkcija G : 0D — R definisana sa

G(eit) = (go A)(e®), ako jet € (0,2m),
€)= M, akoje t € {0,2r}.

Neposredno se pokazuje da je funkcija G neprekidna na JD.
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Neka je U : D — R jedinstveno reenje Dirihleovog problema, za
Laplasovu jednaginu na disku D, sa grani¢nim uslovom G. Preciznije,
neka je funkcija U : D — R takva da je

1° U € O(D;R) N C%(D; R);

2° AU(z) = 0 za svako z € D;

3° U(z) = G(z) za svako z € 9D.

Funkcija u : H — R definisana sa u(z) = (U o A71)(2) jeste regenje
Dirihleovog problema za Laplasovu jedna¢inu na H, sa grani¢nim
uslovom g.
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Da li se moZemo osloboditi dodatne pretpostavke da lirf g(z,0) i
T—r+00

lim g(z,0) postoje i jednaki su?
T——00

Imamo da za svako ¢ € D vazi
1 2m

U(C):% i P(¢,e")G (") dt

t
Ako u poslednjem integralu uradimo smenu 7 = — ctg 3 dobijamo

=17 (6 24) 420

T ) T+i) 1241
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Otuda, ako je z = (z,y) € Hi ¢ = A7!(z) dobijamo
u(z) = (UoAh(2)

1 oo 1 T—1Y\ g(7,0)
= W/@P(A <Z)7T+i>T2+1dT

1 [t Y
= o)L G

Funkcija P : H x 0H — R definisana sa

Pz, 7) =P((z,y),7) = m

naziva se Puasonovo jezgro za poluravan H.
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Neka je sada g : 0H — R proizvoljna neprekidna ogranic¢ena funkcija na
OH.

Motivisani prethodnim razmatranjem defini§imo funkciju Plg] : H — R
na sledeé¢i nacin

+oo
Plg(z,y) = i/_ mg(ﬂ 0)dr.

Vazi sledeéa teorema.

Teorema 4 (Egzistencija resenja Dirihleovog problema za

Laplasovu jednacinu na poluravni H)

Funkcija v : H — R definisana sa

_ | Plgl(z,y), (x,y) €N,
u(x’y){ 9(z,y), (z,y) € OH,

jeste resenje odgovarajuceg Dirihleovog problema za Laplasovu jednacinu
na poluravns H.

Marek Svetlik



Dakle, funkcija v ima sledec¢a svojstva:
1° u € O(H; R) N C?(H; R);
2° Au(z,y) = 0 za svako (z,y) € H;
3° u(x,y) = g(x,y) za svako (z,y) € OH;
4° 4 je ogranitena na H.

Dokaz teoreme uraditi za domadi zadatak.
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