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Nojmanov problem za Laplasovu jednacinu

Neka je Q C R? ogranitena oblast takva da je O unija tragova kona¢no
mnogo neprekidno diferencijabilnih krivih v; (j € {1,...,k}) takvih da
je ’yé- # 01 neka je h € C(99;R) data funkcija. Nojmanov problem za
Laplasovu jednacinu na oblasti € odnosi se na odredivanje funkcije
u: Q — R takve da je:
1° u e C3Q;R);
2° Au(z,y) = 0, za svako (x,y) € Q;
ou . Ou
3° %(:U,y) = h(x,y), za svako (z,y) € IQ takvo da je %(w,y)
definisano.
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Napomena 1. Po definiciji vazi u € C?(;R) ako postoji otvoren skup
D takav da je Q C D iu € C*(D;R).

0
Napomena 2. Sa a—u(x, y) obelezavamo izvod funkcije u u pravcu
n

spoljasnjeg jedini¢nog vektora normale na 9Q u tacki (z,y) € 9f.

Napomena 3. Kako je 92 unija tragova konatno mnogo neprekidno
diferencijabilnih krivih v; (5 € {1,...,k}) takvih da je 7;- £ 0, sledi da
spoljadnji jedini¢ni vektor normale na OS2 postoji u svakoj tacki

(x,y) € 092, osim eventualno u kona¢no mnogo takvih tacaka.
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Napomena 4. Spolja&nji jedini¢ni vektor normale na 9Q u tacki

(z,y) € 9 obelezavamo sa n(z,y) = (n1(x,y), ne(x,y)). Osim toga,
funkcija n je neprekidna i po modulu jednaka 1 u svakoj tacki u kojoj
je definisana.

Napomena 5. Za svako (z,y) € 09 za koje postoji n(x,y) vaz

g;‘(x?y) = (Vu(z,y),n(z,y))

= ux(xa y)”l(xay) + Uy(%y)m(%y)-
Stoga, kako je [(Vu(z,y),n(z,y))| < [Vu(z,y)| - [n(z,y)| = [Vu(z,y)| i

kako je u € C%(€;R), sledi da je 8—u ograni¢ena funkcija i neprekidna u
n

svakoj tacki u kojoj je definisana.
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8—u(:c, y) = h(x,y) treba da bude ispunjen
n

0
samo u onim tatkama (z,y) € 9Q u kojima je a—u definisano,
n

Napomena 6. Kako uslov

ou
dopustamo i da funkcija h ne bude definisana u tackama u kojima n
n

nije definisano. Naravno, iz pomenutog uslova sledi i da funkcija h mora
biti neprekidna i ograni¢ena na onom delu 0f2 na kome je definisana.
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Ako Nojmanov problem za Laplasovu jednacinu na ogranicenoj oblasti
Q C R? takvoj da je 00 unija tragova konacno mnogo neprekidno
diferencijabilnih krivih v; (j € {1,...,k}) takvih da je v; # 0, ima

resenje onda je
/ h(z,y)ds = 0.
o0
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Dokaz. Na osnovu prvog Grinovog identiteta imamo

/ /Q Au(z, y)dwdy /a ) gZ(x,y)ds(x,y).

Kako za svako (z,y) € Q vazi Au(z,y) = 0 i kako za svako (x,y) € 0Q

osim kona¢no mnogo njih vazi 8—u(x, y) = h(z,y), sledi tvrdenje.
n
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Ako su uq i ug refenja Nojmanovog problema za Laplasovu jednacinu na
ogranic¢enoj oblasti ), takvoj da je OS) unija tragova konacéno mnogo
neprekidno diferencijabilnih krivih v; (j € {1,...,k}) takvih da je

’y§~ % 0, onda postoji konstanta C' takva da je u; = ug + C.
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Dokaz. Neka je U = uy — uo.

Dokazimo da je U konstantna funkcija.

Neposredno se pokazuje da za funkciju U vaizi

o U c C*(R);

o AU(x,y) =0, za svako (z,y) € Q;
ou . oU

° 8—n(a:,y) =0, za svako (z,y) € 09, takvo da je 8—n(a:,y)
definisano.
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Dalje, na osnovu drugog Grinovog identiteta vazi:

oU
// (U2 + U)dady = —// UAUd:vdy—ir/ U——ds.
Q Q oo On

Kako za svako (x,y) € Q vazi Au(z,y) = 0 i kako za svako (x,y) € 0Q

osim kona¢no mnogo njih vazi 8—u(:v, y) = 0, sledi da je
n

//Q(U§ + UJ)dady = 0.

Iz prethodne jednakosti sledi da je U2(z,y) + UyQ(m, y) = 0 za svako
(z,y) €

Otuda je Uy (z,y) = Uy(x,y) = 0 za svako (z,y) € Q, pa uzimajuéi u
obzir da je Q) oblast dobijamo da je U konstantna funkcija.
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Zadaci

Zadatak 1

Neka je Q = (0,7) x (0,1). U skupu C?(Q;R) resiti Nojmanov problem.:
Au =0, (z,) € Q,
uy(z,0) =2cosz, 0<z<m,
uz(m,y) =0, 0<y<1,
uy(z,1) =cosz, O0<z<m,
uz(0,1) = 0, 0<y<l1.
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y A
n=(0,1)
1 (=)
n=(-1,0) | n = (1,0)
0 p ;7
n=(0,—-1)
|
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Neka je

L = {(z,0): 0 <2z <7},
lp = {(my):0<y <1},
ls = {(z,1):0< 2 <7},
ls = {(0,y):0<y <1}

Tada je 0Q =11 Uly Ul3 U ly.

Takode vazi 1

—uy(z,y), ako (z,y) €y,
ou ) ug(z,y), ako (z,y) € I,
an(m’y) ) wy(z,y), ako (z,y) € la,
—ug(x,y), ako (x,y) € ly.
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Parametrizacija krive [; jeste

pri ¢emu ¢ € [0,1]. Otuda je

ou

1 1
—(z,y)ds = / —uy(mt,0) - wdt = / —2m cosmtdt = 0.
i On 0 0

Parametrizacija krive Iy jeste

z(t) = m,
y(t) = t,

pri ¢emu ¢ € [0,1]. Otuda je

1 1
(:v,y)dSZ/ uz(w,t)-ldt:/ 0dt =
—on 0 0
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Parametrizacija krive [3 jeste
z(t) = w(1—t),
y(t) = 1,

pri ¢emu ¢ € [0,1]. Otuda je

1 1
E%(%y)ds = /0 —uy(m(1—t),1)-(—m)dt = /0 meosm(l —t)dt = 0.

Parametrizacija krive Iy jeste
z(t) = 0,
y(t) = 1-—t,
pri ¢emu ¢ € [0,1]. Otuda je

1 1
@(x,y)ds = / uz(0,1—1) - (—1)dt = / 0dt = 0.
0 0

o on
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Kako je
4
ou ou
—(z,y)ds = /x,yds:o,
o a0 = X [ )

sledi da je ispunjen neophodan uslov da dati problem ima resenje.

Marek Svetlik



Potrazimo funkciju v u obliku u(z,y) = X (2)Y (y).

Tada iz Au(z,y) = 0 sledi
X (@)Y (y) + X (2)Y"(y) = 0,

1 otuda
X"(z)  Y'(y)

X@ Y

pri ¢emu je A € R.
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Osim toga, iz

uz(0,y) = X'(0)Y(y),
uz pretpostavku da Y nije identicki jednako 0, dobijamo X’(0) = 0.

Takode, iz
ug(m,y) =0

ug(m,y) = X'(m)Y (y),
uz pretpostavku da Y nije identic¢ki jednako 0, dobijamo X'(w) = 0.
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Dakle, funkcija X jeste reSenje problema (gturm—Liuvilov problem):

X"(x) + XX (z) =0,
X'(0) =0,
X'(r)=0

Dati problem ima netrivijalno resenje jedino ako je A = A\, = k2, pri
Cemu je k € Npy.

Stavige, za k € Ny, proizvoljno refenje X} problema
X"(x) +k?X(z) =0,
X,(O) =Y
X'(x) =0,

jeste oblika Cy cos kx, pri ¢emu je Cy € R.

Za domaci zadatak detaljno reSiti ovaj problem.
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Odredimo sada resenje jednacine

Y (y)
Y(y)

priéemuje)\:)\k:k'QikeNo.

=\,

Ako je k =0 onda je Y(y) = Yo(y) = Ao + Boy, pri ¢emu su Ay, By € R.

Ako je k> 0 onda je Y(y) = Yi(y) = Are® + Bre ™, pri ¢emu su
Ap, B, € R.
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Otuda je,
u(z,y) = uk(w,y) = Xi(2)Yi(y),

pri ¢emu je k € Ny.

Svaka od funkcija uk, zadovoljava jednatinu Auyg = 0, kao i uslove

8uk(O y)=0i

5 (w,y) =0, za svako y € [0, 1].

%

Isto vazi i za svaku konaénu sumu takvih funkcija.
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Dakle, prirodno je reSenje odgovarajuéeg Nojmanovog problema za
Laplasovu jednac¢inu potraziti u obliku

+oo
k=0

+oo
= (Ag+ Boy) - Cy + Ape® 4+ Bre ™) . Oy cos kx
( y
k=1

+oo
= ag+ by + Z (akeky + bkefky> - cos kzx,
k=1

pri ¢emu su ag = Ay - Cy 1 by, = By, - C, za svako k € Np.
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Dalje, na osnovu grani¢nih uslova, za svako z € [0, 71| vazi

uy(z,0) = 2cosx

uy(x,1) = cosx.
S druge strane, kako je

“+o00

uy(x,y) =bo + Z k (akeky — bke*ky> -cos kz,
k=1

sledi da za svako z € [0, 7] vazi

+00
uy(x,0) = by + Z k (ax — by) - cos kx,
k=1
;
“+o00
uy(z,1) = by + Z k (akek — bke_k) -cos kzx.
k=1
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Dakle, bg = 0, koeficijente a1,b; € R dobijamo reSavanjem sistema
jednacina

ap—b = 2,

ale—ble_l = 1,

a koeficijente ay, by € R, za k € N\{1}, dobijamo reSavanjem sistema
jednadina

ap — by = 0,
ae® + be™F = 0.
Otuda je by = 0 1- 2 L2 = b =0 k
a e = = = = = a SVakKo
uda Je bg , a1 o9sh1 1 oshl 1 ag k y 48 SV

k e N\{1}.
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Dakle,
1—2¢7 L 1—2e

_ y
u(zx,y) Sah1 eYcosx + 5sh1

pri ¢emu je ag € R proizvoljno.

e Ycosx + ag,

Neposredno se proverava da
u € C*(Q;R);
Au(z,y) =0, za svako (z,y) € Q;

uy(,0) = 2cosx, za svako € (0,7);

ug(m,y) = 0, za svako y € (0,1);

uy(z,1) = cosx, za svako x € (0, 7);

uz(0,y) = 0, za svako y € (0,1).

Na osnovu prethodnog stava znamo da je resenje datog problema
jedinstveno do na aditivnu konstantu.

Dakle, dati problem nema drugih reSenja.
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Dirihleov problem za Laplasovu jednacinu na prstenu

Nekaje0<Kr<R<+00iP=P0,r,R)={z€C:r <|z| <R}

Oblast P(0,r, R) naziva se i prsten sa centrom 0, malim polupre¢nikom
r i velikim polupreénikom R.

Neka je u : P — R harmonijska funkcija na P. Tada postoje
holomorfna funkcija f: P — C i c € R takvi da za svako z € P vaZi

u(z) = Re f(2) + cln |z].
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Kako bismo dokazali ovu teoremu najpre éemo se podsetiti Loranove
teoreme i dokazati tri leme.

Teorema 2 (Loranova teorema)

Neka je g : P — C holomorfna funkcija na P. Tada za svako z € P vazi
(1) g(2)= ) a

1
gde je ¢ = 27”[, glgi)l dz, r <p<Ri~,:[0,2n] = P definisana sa

P

Vo(t) = pe'.

Napomenimo da koeficijenti c; ne zavise od p.

Red sa desne strane jednakosti (1) naziva se Loranov red funkcije g na
prstenu P.

Marek Svetlik



TLema 1

Neka je D C C neprazan otvoren skup i u : D — R harmonijska
funkcija na D. Tada je funkcija g : D — C definisana sa

9(2) = ua(2) — iuy(2)

holomorfna funkcija na D.

Dokaz leme. Neka je U = u, i V = —u,. Dovoljno je da dokazemo da
su U 1V diferencijabilne na D i da vaze Kogi-Rimanovi uslovi (U, =V,
iU, =-V,).

Funkcije U i V su diferencijabilne na D (Stavise beskonafno puta
neprekidno diferencijabilne), jer je v harmonijska funkcija na D.

Dalje imamo U, = ugy, Vy = —uyy, Uy = Uy, 1 Vi = —uyy, pa kako je u
harmonijska funkcija na D, sledi da U, =V, i Uy = —V,.
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Neka je u : P — R harmonijska funkcija na P i neka je c_q
odgovarajuci koeficijent Loranovog reda holomorfne funkcije
g = Uy — iuy na prstenu P. Tada je c_1 € R.

Dokaz leme. Vazi

1
1 = — d

1 2m ) )

= 5~ (uz — duy)(pe)ipe'dt
™ Jo
1

2m
= 3 </ (uz(pe™)pcost + uy(pe™)psint)dt
T \Jo

2
—l—i/ (ug(pe™)psint — uy(pe”)pcost)dt> .
0
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Dakle, potrebno i dovoljno je dokazati jednakost

2
/ (uz(pe™)psint — uy(pe™)pcost)dt = 0.
0
U tom cilju, neka je ® : [0,27] — R definisana sa
®(t) = u(pe).
Neposredno se pokazuje da za svako ¢ € [0, 27| vazi

P'(t) = —(ug(pe™)psint — uy(pe™)pcost).
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Otuda imamo

27 ) ) 27
/ (uz(pe™)psint — uy(pe)pcost)dt = —/ ' (t)dt
0 0
— —(®(2r) - 3(0))
= 0.
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Neka je g : P — C holomorfna funkcija takva da je c_1 = 0. Tada
postoji holomorfna funkcija G : P — C takva da za svako z € P vaZi

G'(2) = g(2).

Dokaz leme. Kako za svako z € P vazi

Z ckz + chz

k=—00

funkciju G mozemo definisati na slede¢i nacin:

+oo c
ey k- _k+1
Z k+1 +kzok+1z '

k=—o00

Detalje proveriti za domacdi zadatak.
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Dokaz teoreme.

Neka je g : P — C definisana sa g(z) = uz(z) — iuy(z). Na osnovu leme
1 funkcija g je holomorfna na P. Neka je ¢_; odgovarajuéi koeficijent
Loranovog reda funkcije g na prstenu P. Na osnovu leme 2 imamo da
c_1 € R.

Neka je h : P — C definisana sa

(2) h(z) = g(z) — =L = ua(2) — iuy(2) — =L

z z

Kako funkcija h zadovoljava pretpostavke leme 3, na osnovu te leme
postoji holomorfna funkcija H : P — C takva da za svako z € P vazi

(3) H'(z) = h(z).
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Neka je U = Re H. Tada je H' = U, — iU,, pa na osnovu (2) i (3) za
svako z € P vaiZi

Uz(2) —iUy(2) = ug(2) — iuy(2) — %’
tj. za svako (x,y) € P vazi
X
(4) Ux($7y) = U:c(ﬂf,y) _ C—lm
1
(5) Uy(%ﬂ) :Uy(ZE,y) _Cflm.
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Iz (4) i (5) dobijamo da za svako (z,y) € P vazi

(U(:U,y) —u(z,y) + cc1Inv/a? + y2)x =0

(U(w, y) —u(z,y) + c—1In/a? + y2> =0.

)

Stoga, uzimajuéi u obzir da je P oblast dobijamo da postoji realna
konstanta C' takva da za svako (z,y) € P vazi

Uz,y) —u(z,y) + co1ln /a2 +y2 = C.

Konatno, za svako z = (z,y) € P vaz

u(a:,y) = U(x,y)—l—c,llnvx2+y2—0
= Re(H(z) —C)+c_1ln]z|.

Dakle, f(z) = H(z) — C i ¢ = c_1. Teorema je dokazana.
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Neka je 0 <r < R< 400, P=P(0,r,R)={2€C:r<|z| <R} i
u : P — R harmonijska funkcija na P.

Na osnovu teoreme 1 postoje holomorfna funkcija f: P > RiceR
takvi da je
u(z) = Re f(2) + cln |z,

za svako z € P.

Na osnovu Loranove teoreme postoje C (k € Z) takvi da za svako
z € P vazi

+oo
f(z) = Z Cr2.

k=—o00
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Otuda, za svako z € P imamo

u(z) = 5 (1) + 7)) +ehnle

2
(6) 1 “+o0 foo
=5 ( Z CrzF + Z Ckz’“> +cln|z|.
k=—0o0 k=—0o0

Dalje, ako je z = pe’¥, gde jer < p < Ri ¢ € R onda iz (6) dobijamo

+00 ' 400 ‘
( Z Crptet™® + Z C'kpke”w> +clnp

k=—o0 k=—o0

N =

u(pe’®) =

1 & . .
9 Z o (Ckelk‘p + Cke_’k‘p) + cln p.

k=—o00
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Ako je Cy = Ay — iBy, gde su Ax, Br € R, onda neposrednim
sredivanjem izraza dobijamo

Cre™® + Cre ™% = 2( Ay, cos kg + By, sin ko).

Dakle, zar < p < R1i¢ € R vazi

+o00o
u(pe®) = Z pF(Ay, cos ko + By, sinkg) + cln p,
k=—o00
t.
. +(X)
u(pe¥) = Ag+clnp+ Z p"(Ay cos ko + By, sin k)
k=1

+Zp (A_gcosky — B_gsinky).
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Konat¢no, ako je ag = Ag, bo =ciap = Ag, by = A_p, ¢, = B i
dp, = —B_p (k€ N)imamodazar <p< Rip€R vazi

+oo
u(pe) = ag+bolnp+ Z (akpk + bkpfk) cos ke
k=1

“+oo
+ Z <ckpk + dkp_k) sin k.
k=1
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Zadaci

Zadatak 2

Neka je P = {(z,y) € R? : 1 < 2 + y? < 4}. Resiti problem (odrediti
resenje koje pripada C(P;R) N C?(P;R) i dokazati da je jedinstveno):

Au =0, (z,y) € P,

u(z,y) =1—=z, (x,y)€ {(z,y) € R? :a:2—|—y2 =1},

1
u(z,y) = 2% (z,y) € {(z,y) € R? : 22 + y? = 4}.
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Jedinstvenost sledi iz ¢injenice da je P ogranicena oblast.

Potrazimo resenje u obliku
u(pe®) =ap+bplnp+ Z (akpk + bk,o*k) cos ke
k=1
(7) +oco
+ Z <ck.pk + dk,o_k> sin k.
k=1

Vrednosti koeficijenata ay, 1 by (k € Np) 1 koeficijenata ¢ i di, (k € N)
odredi¢emo iz grani¢nog uslova.
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Na osnovu grani¢nog uslova dobijamo da za svako ¢ € R vazi

u(e?) =1—cosp

; 1
u(2e*¥) = 5 2cos ¢ - 2sin ¢ = sin 2¢p,
dok iz (7) dobijamo da za svako ¢ € R vazi

+o00 +00
u(e?) = ag + Z (a + by) cos kp + Z (cr + di) sin ke
k=1 k=1

+oo
u(Qew) =ag+byln2 + Z (aka + bk2*k> cos kg
k=1
“+oo
+ Z (cka + dk2_k> sin k.
k=1
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Dakle, za svako ¢ € R vazi

+oo +o00
(8) 1—cosp=uag+ Z (ar + b)) cos kp + Z (cr + di) sinkep.
k=1 k=1

+oo
sin2p =ag +bpln2 + Z (aka + bk2_k> cos kg

(9) . =
+ Z (cka + de_k> sin k.
k=1

Iz (8) dobijamo ag = 1, a1 + by = —1, ax + b = 0 za svako k € N\{1},
kao i ¢, + di, = 0 za svako k € N.

Iz (9) dobijamo ag + bgIn2 = 0, az2* 4 b,27% = 0 za svako k € N,
222 4+ do272 =1, kao i ;2% + dp27% = 0 za svako k € N\{2}.
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Dakle, koeficijenti ag, by € R jesu reSenja sistema jednadina:

apg = 1,
ag+bgln2 = 0.

Koeficijenti a1, b1 € R jesu reSenja sistema jednacina:

ar+b = -1,
a121+b12_1 = 0.

Koeficijenti ag, by € R, pri ¢emu je k € N\{1}, jesu resenja sistema
jednadina:

ap +b, = 0,
aka + bk2_k =
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Dalje, koeficijenti ca,ds € R jesu reSenja sistema jednacina:

C9 + d2 == 07
92 +dy272 = 1.

Koeficijenti ¢, di € R, pri ¢emu je k € N\{2}, jesu resenja sistema
jednaéina:

ckt+dp = 0,
Ck2k + de_k =
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Resavanjem navedenih sistema jednacina dobijamo:

1 1 4
apg=1, by = oy U3 by :4—5, ap = 04, za svako k € N\{1},
by, = 0, za svako k € N\{1}, co = 5 dy = 1 = 0, za svako

k € N\{2} idy =0, za svako k € N\{2}.

Otuda

~ 1 1 4 4 4
u(pe¥)=1-— ) Inp+ <3p — 3,0_1) cos p + <15p2 — 15p_2) sin 2.
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Dalje, kako je x = pcosp, y = psiny, kao i

Inp = Invax2+y2?,

pcosy = T,
_1 _ peose oz
p Tcosp = 2 o
pPsin2p = 2(pcosy)(psing) = 2zy,
2 .
9 . P~ sin 2¢ 2xy
p “sin2¢ = = ,
o (22 + 42)2
sledi da je
1 1 4 =z 8 8 Ty
=1——1 2 2 e _— _ __
u(@,y) me VY R TR e T Y T B+ 2
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Neposredno se proverava da
o u € C(P;R)NC%(P;R);
o Au(z,y) =0, za svako (z,y) € P;
o u(z,y) =1—z, za svako (z,y) € {(x,y) e R? : 2? + 2 = 1};

1
o u(x,y) = 5%y za svako (z,y) € {(z,y) € R? : 22 + y? = 4}.
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