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Nojmanov problem za Laplasovu jedna�cinu

Neka je Ω ⊂ R2 ograni�cena oblast takva da je ∂Ω unija tragova kona�cno

mnogo neprekidno diferencijabilnih krivih γj (j ∈ {1, . . . , k}) takvih da

je γ′j 6= 0 i neka je h ∈ C(∂Ω;R) data funkcija. Nojmanov problem za

Laplasovu jedna�cinu na oblasti Ω odnosi se na odredivanje funkcije
u : Ω→ R takve da je:

1◦ u ∈ C2(Ω;R);

2◦ ∆u(x, y) = 0, za svako (x, y) ∈ Ω;

3◦
∂u

∂n
(x, y) = h(x, y), za svako (x, y) ∈ ∂Ω takvo da je

∂u

∂n
(x, y)

de�nisano.
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Napomena 1. Po de�niciji va�zi u ∈ C2(Ω;R) ako postoji otvoren skup

D takav da je Ω ⊂ D i u ∈ C2(D;R).

Napomena 2. Sa
∂u

∂n
(x, y) obele�zavamo izvod funkcije u u pravcu

spolja�snjeg jedini�cnog vektora normale na ∂Ω u ta�cki (x, y) ∈ ∂Ω.

Napomena 3. Kako je ∂Ω unija tragova kona�cno mnogo neprekidno

diferencijabilnih krivih γj (j ∈ {1, . . . , k}) takvih da je γ′j 6= 0, sledi da
spolja�snji jedini�cni vektor normale na ∂Ω postoji u svakoj ta�cki

(x, y) ∈ ∂Ω, osim eventualno u kona�cno mnogo takvih ta�caka.
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Napomena 4. Spolja�snji jedini�cni vektor normale na ∂Ω u ta�cki

(x, y) ∈ ∂Ω obele�zavamo sa n(x, y) = (n1(x, y), n2(x, y)). Osim toga,

funkcija n je neprekidna i po modulu jednaka 1 u svakoj ta�cki u kojoj

je de�nisana.

Napomena 5. Za svako (x, y) ∈ ∂Ω za koje postoji n(x, y) va�zi

∂u

∂n
(x, y) = 〈∇u(x, y), n(x, y)〉

= ux(x, y)n1(x, y) + uy(x, y)n2(x, y).

Stoga, kako je |〈∇u(x, y), n(x, y)〉| 6 |∇u(x, y)| · |n(x, y)| = |∇u(x, y)| i

kako je u ∈ C2(Ω;R), sledi da je
∂u

∂n
ograni�cena funkcija i neprekidna u

svakoj ta�cki u kojoj je de�nisana.
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Napomena 6. Kako uslov
∂u

∂n
(x, y) = h(x, y) treba da bude ispunjen

samo u onim ta�ckama (x, y) ∈ ∂Ω u kojima je
∂u

∂n
de�nisano,

dopu�stamo i da funkcija h ne bude de�nisana u ta�ckama u kojima
∂u

∂n
nije de�nisano. Naravno, iz pomenutog uslova sledi i da funkcija h mora

biti neprekidna i ograni�cena na onom delu ∂Ω na kome je de�nisana.
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Stav 1

Ako Nojmanov problem za Laplasovu jedna�cinu na ograni�cenoj oblasti

Ω ⊂ R2 takvoj da je ∂Ω unija tragova kona�cno mnogo neprekidno

diferencijabilnih krivih γj (j ∈ {1, . . . , k}) takvih da je γ′j 6= 0, ima

re�senje onda je ∫
∂Ω
h(x, y)ds = 0.
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Dokaz. Na osnovu prvog Grinovog identiteta imamo∫∫
Ω

∆u(x, y)dxdy =

∫
∂Ω

∂u

∂n
(x, y)ds(x, y).

Kako za svako (x, y) ∈ Ω va�zi ∆u(x, y) = 0 i kako za svako (x, y) ∈ ∂Ω

osim kona�cno mnogo njih va�zi
∂u

∂n
(x, y) = h(x, y), sledi tvrdenje.
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Stav 2

Ako su u1 i u2 re�senja Nojmanovog problema za Laplasovu jedna�cinu na

ograni�cenoj oblasti Ω, takvoj da je ∂Ω unija tragova kona�cno mnogo

neprekidno diferencijabilnih krivih γj (j ∈ {1, . . . , k}) takvih da je

γ′j 6= 0, onda postoji konstanta C takva da je u1 = u2 + C.
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Dokaz. Neka je U = u1 − u2.

Doka�zimo da je U konstantna funkcija.

Neposredno se pokazuje da za funkciju U va�zi

U ∈ C2(Ω;R);

∆U(x, y) = 0, za svako (x, y) ∈ Ω;

∂U

∂n
(x, y) = 0, za svako (x, y) ∈ ∂Ω, takvo da je

∂U

∂n
(x, y)

de�nisano.
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Dalje, na osnovu drugog Grinovog identiteta va�zi:∫ ∫
Ω

(U2
x + U2

y )dxdy = −
∫ ∫

Ω
U∆Udxdy +

∫
∂Ω
U
∂U

∂n
ds.

Kako za svako (x, y) ∈ Ω va�zi ∆u(x, y) = 0 i kako za svako (x, y) ∈ ∂Ω

osim kona�cno mnogo njih va�zi
∂u

∂n
(x, y) = 0, sledi da je∫ ∫

Ω
(U2

x + U2
y )dxdy = 0.

Iz prethodne jednakosti sledi da je U2
x(x, y) + U2

y (x, y) = 0 za svako

(x, y) ∈ Ω.

Otuda je Ux(x, y) = Uy(x, y) = 0 za svako (x, y) ∈ Ω, pa uzimaju�ci u

obzir da je Ω oblast dobijamo da je U konstantna funkcija.
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Zadaci

Zadatak 1

Neka je Q = (0, π)× (0, 1). U skupu C2(Q;R) re�siti Nojmanov problem:

∆u = 0, (x, y) ∈ Q,
uy(x, 0) = 2 cosx, 0 < x < π,
ux(π, y) = 0, 0 < y < 1,
uy(x, 1) = cosx, 0 < x < π,
ux(0, y) = 0, 0 < y < 1.
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Neka je

l1 = {(x, 0) : 0 < x < π},
l2 = {(π, y) : 0 < y < 1},
l3 = {(x, 1) : 0 < x < π},
l4 = {(0, y) : 0 < y < 1}.

Tada je ∂Q = l1 ∪ l2 ∪ l3 ∪ l4.

Takode va�zi i

∂u

∂n
(x, y) =


−uy(x, y), ako (x, y) ∈ l1,
ux(x, y), ako (x, y) ∈ l2,
uy(x, y), ako (x, y) ∈ l3,
− ux(x, y), ako (x, y) ∈ l4.

Neophodan uslov da dati problem ima re�senje jeste
∫
∂Q

∂u
∂n(x, y)ds = 0.
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Parametrizacija krive l1 jeste

x(t) = πt,

y(t) = 0,

pri �cemu t ∈ [0, 1]. Otuda je∫
l1

∂u

∂n
(x, y)ds =

∫ 1

0
−uy(πt, 0) · πdt =

∫ 1

0
−2π cosπtdt = 0.

Parametrizacija krive l2 jeste

x(t) = π,

y(t) = t,

pri �cemu t ∈ [0, 1]. Otuda je∫
l2

∂u

∂n
(x, y)ds =

∫ 1

0
ux(π, t) · 1dt =

∫ 1

0
0dt = 0.
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Parametrizacija krive l3 jeste

x(t) = π(1− t),
y(t) = 1,

pri �cemu t ∈ [0, 1]. Otuda je∫
l3

∂u

∂n
(x, y)ds =

∫ 1

0
−uy(π(1−t), 1) ·(−π)dt =

∫ 1

0
π cosπ(1− t)dt = 0.

Parametrizacija krive l4 jeste

x(t) = 0,

y(t) = 1− t,

pri �cemu t ∈ [0, 1]. Otuda je∫
l4

∂u

∂n
(x, y)ds =

∫ 1

0
ux(0, 1− t) · (−1)dt =

∫ 1

0
0dt = 0.
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Kako je ∫
∂Q

∂u

∂n
(x, y)ds =

4∑
j=1

∫
lj

∂u

∂n
(x, y)ds = 0,

sledi da je ispunjen neophodan uslov da dati problem ima re�senje.
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Potra�zimo funkciju u u obliku u(x, y) = X(x)Y (y).

Tada iz ∆u(x, y) = 0 sledi

X ′′(x)Y (y) +X(x)Y ′′(y) = 0,

i otuda
X ′′(x)

X(x)
= −Y

′′(y)

Y (y)
= −λ,

pri �cemu je λ ∈ R.
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Osim toga, iz

ux(0, y) = 0

i

ux(0, y) = X ′(0)Y (y),

uz pretpostavku da Y nije identi�cki jednako 0, dobijamo X ′(0) = 0.

Takode, iz
ux(π, y) = 0

i

ux(π, y) = X ′(π)Y (y),

uz pretpostavku da Y nije identi�cki jednako 0, dobijamo X ′(π) = 0.
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Dakle, funkcija X jeste re�senje problema (�Sturm-Liuvilov problem):

X ′′(x) + λX(x) = 0,
X ′(0) = 0,
X ′(π) = 0.

Dati problem ima netrivijalno re�senje jedino ako je λ = λk = k2, pri

�cemu je k ∈ N0.

�Stavi�se, za k ∈ N0, proizvoljno re�senje Xk problema

X ′′(x) + k2X(x) = 0,
X ′(0) = 0,
X ′(π) = 0,

jeste oblika Ck cos kx, pri �cemu je Ck ∈ R.

Za doma�ci zadatak detaljno re�siti ovaj problem.
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Odredimo sada re�senje jedna�cine

Y ′′(y)

Y (y)
= λ,

pri �cemu je λ = λk = k2 i k ∈ N0.

Ako je k = 0 onda je Y (y) = Y0(y) = A0 +B0y, pri �cemu su A0, B0 ∈ R.

Ako je k > 0 onda je Y (y) = Yk(y) = Ake
ky +Bke

−ky, pri �cemu su

Ak, Bk ∈ R.
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Otuda je,

u(x, y) = uk(x, y) = Xk(x)Yk(y),

pri �cemu je k ∈ N0.

Svaka od funkcija uk, zadovoljava jedna�cinu ∆uk = 0, kao i uslove
∂uk
∂x

(0, y) = 0 i
∂uk
∂x

(π, y) = 0, za svako y ∈ [0, 1].

Isto va�zi i za svaku kona�cnu sumu takvih funkcija.
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Dakle, prirodno je re�senje odgovaraju�ceg Nojmanovog problema za

Laplasovu jedna�cinu potra�ziti u obliku

u(x, y) =

+∞∑
k=0

uk(x, y)

= (A0 +B0y) · C0 +

+∞∑
k=1

(
Ake

ky +Bke
−ky
)
· Ck cos kx

= a0 + b0y +

+∞∑
k=1

(
ake

ky + bke
−ky
)
· cos kx,

pri �cemu su ak = Ak · Ck i bk = Bk · Ck za svako k ∈ N0.
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Dalje, na osnovu grani�cnih uslova, za svako x ∈ [0, π] va�zi

uy(x, 0) = 2 cosx

i

uy(x, 1) = cosx.

S druge strane, kako je

uy(x, y) = b0 +

+∞∑
k=1

k
(
ake

ky − bke−ky
)
· cos kx,

sledi da za svako x ∈ [0, π] va�zi

uy(x, 0) = b0 +

+∞∑
k=1

k (ak − bk) · cos kx,

i

uy(x, 1) = b0 +

+∞∑
k=1

k
(
ake

k − bke−k
)
· cos kx.
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Dakle, b0 = 0, koe�cijente a1, b1 ∈ R dobijamo re�savanjem sistema

jedna�cina

a1 − b1 = 2,

a1e− b1e−1 = 1,

a koe�cijente ak, bk ∈ R, za k ∈ N\{1}, dobijamo re�savanjem sistema

jedna�cina

ak − bk = 0,

ake
k + bke

−k = 0.

Otuda je b0 = 0, a1 =
1− 2e−1

2 sh 1
, b1 =

1− 2e

2 sh 1
i ak = bk = 0, za svako

k ∈ N\{1}.

Marek Svetlik 21.11.2022. 24 / 48



Dakle,

u(x, y) =
1− 2e−1

2 sh 1
ey cosx+

1− 2e

2 sh 1
e−y cosx+ a0,

pri �cemu je a0 ∈ R proizvoljno.

Neposredno se proverava da

u ∈ C2(Q;R);

∆u(x, y) = 0, za svako (x, y) ∈ Q;
uy(x, 0) = 2 cosx, za svako x ∈ (0, π);

ux(π, y) = 0, za svako y ∈ (0, 1);

uy(x, 1) = cosx, za svako x ∈ (0, π);

ux(0, y) = 0, za svako y ∈ (0, 1).

Na osnovu prethodnog stava znamo da je re�senje datog problema

jedinstveno do na aditivnu konstantu.

Dakle, dati problem nema drugih re�senja.
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Dirihleov problem za Laplasovu jedna�cinu na prstenu

Neka je 0 6 r < R 6 +∞ i P = P (0, r, R) = {z ∈ C : r < |z| < R}.

Oblast P (0, r, R) naziva se i prsten sa centrom 0, malim polupre�cnikom

r i velikim polupre�cnikom R.

Teorema 1

Neka je u : P → R harmonijska funkcija na P . Tada postoje

holomorfna funkcija f : P → C i c ∈ R takvi da za svako z ∈ P va�zi

u(z) = Re f(z) + c ln |z|.
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Kako bismo dokazali ovu teoremu najpre �cemo se podsetiti Loranove

teoreme i dokazati tri leme.

Teorema 2 (Loranova teorema)

Neka je g : P → C holomorfna funkcija na P . Tada za svako z ∈ P va�zi

(1) g(z) =

+∞∑
k=−∞

ckz
k,

gde je ck =
1

2πi

∫
γρ

g(z)

zk+1
dz, r < ρ < R i γρ : [0, 2π]→ P de�nisana sa

γρ(t) = ρeit.

Napomenimo da koe�cijenti ck ne zavise od ρ.

Red sa desne strane jednakosti (1) naziva se Loranov red funkcije g na

prstenu P .
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Lema 1

Neka je D ⊆ C neprazan otvoren skup i u : D → R harmonijska

funkcija na D. Tada je funkcija g : D → C de�nisana sa

g(z) = ux(z)− iuy(z)

holomorfna funkcija na D.

Dokaz leme. Neka je U = ux i V = −uy. Dovoljno je da doka�zemo da

su U i V diferencijabilne na D i da va�ze Ko�si-Rimanovi uslovi (Ux = Vy
i Uy = −Vx).

Funkcije U i V su diferencijabilne na D (�stavi�se beskona�cno puta

neprekidno diferencijabilne), jer je u harmonijska funkcija na D.

Dalje imamo Ux = uxx, Vy = −uyy, Uy = uyx i Vx = −uxy, pa kako je u
harmonijska funkcija na D, sledi da Ux = Vy i Uy = −Vx.
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Lema 2

Neka je u : P → R harmonijska funkcija na P i neka je c−1

odgovaraju�ci koe�cijent Loranovog reda holomorfne funkcije

g = ux − iuy na prstenu P . Tada je c−1 ∈ R.

Dokaz leme. Va�zi

c−1 =
1

2πi

∫
γρ

g(z)dz

=
1

2πi

∫ 2π

0
(ux − iuy)(ρeit)iρeitdt

=
1

2π

(∫ 2π

0
(ux(ρeit)ρ cos t+ uy(ρe

it)ρ sin t)dt

+i

∫ 2π

0
(ux(ρeit)ρ sin t− uy(ρeit)ρ cos t)dt

)
.

Marek Svetlik 21.11.2022. 29 / 48



Dakle, potrebno i dovoljno je dokazati jednakost∫ 2π

0
(ux(ρeit)ρ sin t− uy(ρeit)ρ cos t)dt = 0.

U tom cilju, neka je Φ : [0, 2π]→ R de�nisana sa

Φ(t) = u(ρeit).

Neposredno se pokazuje da za svako t ∈ [0, 2π] va�zi

Φ′(t) = −(ux(ρeit)ρ sin t− uy(ρeit)ρ cos t).
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Otuda imamo∫ 2π

0
(ux(ρeit)ρ sin t− uy(ρeit)ρ cos t)dt = −

∫ 2π

0
Φ′(t)dt

= −(Φ(2π)− Φ(0))

= 0.
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Lema 3

Neka je g : P → C holomorfna funkcija takva da je c−1 = 0. Tada

postoji holomorfna funkcija G : P → C takva da za svako z ∈ P va�zi

G′(z) = g(z).

Dokaz leme. Kako za svako z ∈ P va�zi

g(z) =

−2∑
k=−∞

ckz
k +

+∞∑
k=0

ckz
k,

funkciju G mo�zemo de�nisati na slede�ci na�cin:

G(z) =

−2∑
k=−∞

ck
k + 1

zk+1 +
+∞∑
k=0

ck
k + 1

zk+1.

Detalje proveriti za doma�ci zadatak.
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Dokaz teoreme.

Neka je g : P → C de�nisana sa g(z) = ux(z)− iuy(z). Na osnovu leme

1 funkcija g je holomorfna na P . Neka je c−1 odgovaraju�ci koe�cijent

Loranovog reda funkcije g na prstenu P . Na osnovu leme 2 imamo da

c−1 ∈ R.

Neka je h : P → C de�nisana sa

(2) h(z) = g(z)− c−1

z
= ux(z)− iuy(z)−

c−1

z
.

Kako funkcija h zadovoljava pretpostavke leme 3, na osnovu te leme

postoji holomorfna funkcija H : P → C takva da za svako z ∈ P va�zi

(3) H ′(z) = h(z).
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Neka je U = ReH. Tada je H ′ = Ux − iUy, pa na osnovu (2) i (3) za

svako z ∈ P va�zi

Ux(z)− iUy(z) = ux(z)− iuy(z)−
c−1

z
,

tj. za svako (x, y) ∈ P va�zi

(4) Ux(x, y) = ux(x, y)− c−1
x

x2 + y2

i

(5) Uy(x, y) = uy(x, y)− c−1
y

x2 + y2
.
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Iz (4) i (5) dobijamo da za svako (x, y) ∈ P va�zi(
U(x, y)− u(x, y) + c−1 ln

√
x2 + y2

)
x

= 0

i (
U(x, y)− u(x, y) + c−1 ln

√
x2 + y2

)
y

= 0.

Stoga, uzimaju�ci u obzir da je P oblast dobijamo da postoji realna

konstanta C takva da za svako (x, y) ∈ P va�zi

U(x, y)− u(x, y) + c−1 ln
√
x2 + y2 = C.

Kona�cno, za svako z = (x, y) ∈ P va�zi

u(x, y) = U(x, y) + c−1 ln
√
x2 + y2 − C

= Re (H(z)− C) + c−1 ln |z|.

Dakle, f(z) = H(z)− C i c = c−1. Teorema je dokazana.
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Neka je 0 6 r < R 6 +∞, P = P (0, r, R) = {z ∈ C : r < |z| < R} i
u : P → R harmonijska funkcija na P .

Na osnovu teoreme 1 postoje holomorfna funkcija f : P → R i c ∈ R
takvi da je

u(z) = Re f(z) + c ln |z|,

za svako z ∈ P .

Na osnovu Loranove teoreme postoje Ck (k ∈ Z) takvi da za svako

z ∈ P va�zi

f(z) =
+∞∑

k=−∞
Ckz

k.
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Otuda, za svako z ∈ P imamo

(6)

u(z) =
1

2

(
f(z) + f(z)

)
+ c ln |z|

=
1

2

(
+∞∑

k=−∞
Ckz

k +

+∞∑
k=−∞

Ckz
k

)
+ c ln |z|.

Dalje, ako je z = ρeiϕ, gde je r < ρ < R i ϕ ∈ R onda iz (6) dobijamo

u(ρeiϕ) =
1

2

(
+∞∑

k=−∞
Ckρ

keikϕ +

+∞∑
k=−∞

Ckρ
ke−ikϕ

)
+ c ln ρ

=
1

2

+∞∑
k=−∞

ρk
(
Cke

ikϕ + Cke
−ikϕ

)
+ c ln ρ.
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Ako je Ck = Ak − iBk, gde su Ak, Bk ∈ R, onda neposrednim

sredivanjem izraza dobijamo

Cke
ikϕ + Cke

−ikϕ = 2(Ak cos kϕ+Bk sin kϕ).

Dakle, za r < ρ < R i ϕ ∈ R va�zi

u(ρeiϕ) =

+∞∑
k=−∞

ρk(Ak cos kϕ+Bk sin kϕ) + c ln ρ,

tj.

u(ρeiϕ) = A0 + c ln ρ+

+∞∑
k=1

ρk(Ak cos kϕ+Bk sin kϕ)

+

+∞∑
k=1

ρ−k(A−k cos kϕ−B−k sin kϕ).
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Kona�cno, ako je a0 = A0, b0 = c i ak = Ak, bk = A−k, ck = Bk i

dk = −B−k (k ∈ N) imamo da za r < ρ < R i ϕ ∈ R va�zi

u(ρeiϕ) = a0 + b0 ln ρ+

+∞∑
k=1

(
akρ

k + bkρ
−k
)

cos kϕ

+

+∞∑
k=1

(
ckρ

k + dkρ
−k
)

sin kϕ.
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Zadaci

Zadatak 2

Neka je P = {(x, y) ∈ R2 : 1 < x2 + y2 < 4}. Re�siti problem (odrediti

re�senje koje pripada C(P ;R) ∩ C2(P ;R) i dokazati da je jedinstveno):

∆u = 0, (x, y) ∈ P,

u(x, y) = 1− x, (x, y) ∈ {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1},

u(x, y) =
1

2
xy, (x, y) ∈ {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 4}.
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Jedinstvenost sledi iz �cinjenice da je P ograni�cena oblast.

Potra�zimo re�senje u obliku

(7)

u(ρeiϕ) = a0 + b0 ln ρ+

+∞∑
k=1

(
akρ

k + bkρ
−k
)

cos kϕ

+

+∞∑
k=1

(
ckρ

k + dkρ
−k
)

sin kϕ.

Vrednosti koe�cijenata ak i bk (k ∈ N0) i koe�cijenata ck i dk (k ∈ N)
odredi�cemo iz grani�cnog uslova.
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Na osnovu grani�cnog uslova dobijamo da za svako ϕ ∈ R va�zi

u(eiϕ) = 1− cosϕ

i

u(2eiϕ) =
1

2
· 2 cosϕ · 2 sinϕ = sin 2ϕ,

dok iz (7) dobijamo da za svako ϕ ∈ R va�zi

u(eiϕ) = a0 +

+∞∑
k=1

(ak + bk) cos kϕ+

+∞∑
k=1

(ck + dk) sin kϕ

i

u(2eiϕ) = a0 + b0 ln 2 +

+∞∑
k=1

(
ak2

k + bk2
−k
)

cos kϕ

+

+∞∑
k=1

(
ck2

k + dk2
−k
)

sin kϕ.
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Dakle, za svako ϕ ∈ R va�zi

(8) 1− cosϕ = a0 +

+∞∑
k=1

(ak + bk) cos kϕ+

+∞∑
k=1

(ck + dk) sin kϕ.

i

(9)

sin 2ϕ = a0 + b0 ln 2 +

+∞∑
k=1

(
ak2

k + bk2
−k
)

cos kϕ

+
+∞∑
k=1

(
ck2

k + dk2
−k
)

sin kϕ.

Iz (8) dobijamo a0 = 1, a1 + b1 = −1, ak + bk = 0 za svako k ∈ N\{1},
kao i ck + dk = 0 za svako k ∈ N.

Iz (9) dobijamo a0 + b0 ln 2 = 0, ak2
k + bk2

−k = 0 za svako k ∈ N,
c222 + d22−2 = 1, kao i ck2

k + dk2
−k = 0 za svako k ∈ N\{2}.
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Dakle, koe�cijenti a0, b0 ∈ R jesu re�senja sistema jedna�cina:

a0 = 1,

a0 + b0 ln 2 = 0.

Koe�cijenti a1, b1 ∈ R jesu re�senja sistema jedna�cina:

a1 + b1 = −1,

a121 + b12−1 = 0.

Koe�cijenti ak, bk ∈ R, pri �cemu je k ∈ N\{1}, jesu re�senja sistema

jedna�cina:

ak + bk = 0,

ak2
k + bk2

−k = 0.
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Dalje, koe�cijenti c2, d2 ∈ R jesu re�senja sistema jedna�cina:

c2 + d2 = 0,

c222 + d22−2 = 1.

Koe�cijenti ck, dk ∈ R, pri �cemu je k ∈ N\{2}, jesu re�senja sistema

jedna�cina:

ck + dk = 0,

ck2
k + dk2

−k = 0.
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Re�savanjem navedenih sistema jedna�cina dobijamo:

a0 = 1, b0 = − 1

ln 2
, a1 =

1

3
, b1 = −4

3
, ak = 0, za svako k ∈ N\{1},

bk = 0, za svako k ∈ N\{1}, c2 =
4

15
, d2 = − 4

15
, ck = 0, za svako

k ∈ N\{2} i dk = 0, za svako k ∈ N\{2}.

Otuda

u(ρeiϕ) = 1− 1

ln 2
ln ρ+

(
1

3
ρ− 4

3
ρ−1

)
cosϕ+

(
4

15
ρ2 − 4

15
ρ−2

)
sin 2ϕ.
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Dalje, kako je x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ, kao i

ln ρ = ln
√
x2 + y2,

ρ cosϕ = x,

ρ−1 cosϕ =
ρ cosϕ

ρ2
=

x

x2 + y2
,

ρ2 sin 2ϕ = 2(ρ cosϕ)(ρ sinϕ) = 2xy,

ρ−2 sin 2ϕ =
ρ2 sin 2ϕ

ρ4
=

2xy

(x2 + y2)2
,

sledi da je

u(x, y) = 1− 1

ln 2
ln
√
x2 + y2 +

1

3
x− 4

3

x

x2 + y2
+

8

15
xy− 8

15

xy

(x2 + y2)2
.

Marek Svetlik 21.11.2022. 47 / 48



Neposredno se proverava da

u ∈ C(P ;R) ∩ C2(P ;R);

∆u(x, y) = 0, za svako (x, y) ∈ P ;
u(x, y) = 1− x, za svako (x, y) ∈ {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1};

u(x, y) =
1

2
xy, za svako (x, y) ∈ {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 4}.
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