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Puasonova jedna�cina

Neka je D ⊆ Rn neprazan otvoren skup.

Puasonova jedna�cina (preciznije, Puasonova jedna�cina na D) jeste

parcijalna jedna�cina

∆u = f,

pri �cemu je f ∈ C(D;R) data funkcija i u ∈ C2(D;R) nepoznata

funkcija.
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Dirihleov problem za Puasonovu jedna�cinu

Neka je Ω ⊂ Rn oblast i neka su f ∈ C(Ω;R) i g ∈ C(∂Ω;R) date

funkcije. Dirihleov problem za Puasonovu jedna�cinu na oblasti Ω odnosi

se na odredivanje funkcije u : Ω→ R takve da je

1◦ u ∈ C(Ω;R) ∩ C2(Ω;R);

2◦ ∆u(x) = f(x), za svako x ∈ Ω;

3◦ u(x) = g(x), za svako x ∈ ∂Ω.

Stav 1

Neka je Ω ⊂ Rn ograni�cena oblast. Dirihleov problem za Puasonovu

jedna�cinu na oblasti Ω mo�ze imati najvi�se jedno re�senje.

Dokaz uraditi za doma�ci zadatak.
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Zadaci

Zadatak 1

Neka je D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1}. Re�siti problem (odrediti

re�senje koje pripada C(D;R) ∩ C2(D;R) i dokazati da je jedinstveno):

∆u = x, (x, y) ∈ D,

u(x, y) = x+ y2, (x, y) ∈ ∂D.
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Jedinstvenost sledi iz �cinjenice da je D ograni�cena oblast.

Ideja je da dati Dirihleov problem za Puasonovu jedna�cinu svedemo na

Dirihleov problem za Laplasovu jedna�cinu. U tom cilju prvo odredimo

partikularno re�senje up date Puasonove jedna�cine. Zatim uvodimo

smenu w = u− up. Neposredno se proverava da funkcija w zadovoljava

jedna�cinu

∆w = 0.

Takode, za (x, y) ∈ ∂D va�zi w(x, y) = u(x, y)− up(x, y).
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Neposredno se provereva da je up(x, y) =
x3

6
jedno partikularno re�senje

date Puasonove jedna�cine.

Stoga se dati problem nakon smene w = u− up svodi na problem

∆w = 0, (x, y) ∈ D,

w(x, y) = x+ y2 − x3

6
, (x, y) ∈ ∂D.

Nastavak neka ostane za doma�ci zadatak.
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Zadatak 2

Neka je Q = {(x, y) ∈ R2 : 0 < x < 1, 0 < y < 1}. Re�siti problem

(odrediti re�senje koje pripada C(Q;R) ∩ C2(Q;R) i dokazati da je

jedinstveno):
∆u = sinπx sinπy, (x, y) ∈ Q,

u(x, 0) = 4 sinπx, 0 6 x 6 1,

u(x, 1) = 0, 0 6 x 6 1,

u(0, y) = 0, 0 6 y 6 1,

u(1, y) = 0, 0 6 y 6 1.
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Jedinstvenost sledi iz �cinjenice da je Q ograni�cena oblast.

Ideja je da dati Dirihleov problem za Puasonovu jedna�cinu svedemo na

Dirihleov problem za Laplasovu jedna�cinu. U tom cilju prvo odredimo

partikularno re�senje up date Puasonove jedna�cine.

Potra�zimo partikularno re�senje u obliku up(x, y) = A sinπx sinπy, gde
je A ∈ R. Iz

∆up = sinπx sinπy

dobijamo

−2Aπ2 sinπx sinπy = sinπx sinπy

i otuda A = − 1

2π2
. Dakle,

up(x, y) = − 1

2π2
sinπx sinπy.
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Uvedimo smenu v = u− up. Tada je funkcija u re�senje datog problema

ako i samo ako je funkcija v re�senje problema

∆v = 0, (x, y) ∈ Q,

v(x, 0) = 4 sinπx, 0 6 x 6 1,

v(x, 1) = 0, 0 6 x 6 1,

v(0, y) = 0, 0 6 y 6 1,

v(1, y) = 0, 0 6 y 6 1.
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Potra�zimo funkciju v u obliku v(x, y) = X(x)Y (y).

Tada iz ∆v(x, y) = 0 sledi

X ′′(x)Y (y) +X(x)Y ′′(y) = 0,

i otuda
X ′′(x)

X(x)
= −Y

′′(y)

Y (y)
= −λ,

pri �cemu je λ ∈ R.
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Osim toga, iz

v(0, y) = 0

i

v(0, y) = X(0)Y (y),

uz pretpostavku da Y nije identi�cki jednako 0, dobijamo X(0) = 0.

Takode, iz
v(1, y) = 0

i

v(1, y) = X(1)Y (y),

uz pretpostavku da Y nije identi�cki jednako 0, dobijamo X(1) = 0.
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Dakle, funkcija X jeste re�senje problema (�Sturm-Liuvilov problem):

X ′′(x) + λX(x) = 0,
X(0) = 0,
X(1) = 0.

Dati problem ima netrivijalno re�senje jedino ako je λ = λk = k2π2, pri
�cemu je k ∈ N.

�Stavi�se, za k ∈ N, proizvoljno re�senje Xk problema

X ′′(x) + k2π2X(x) = 0,
X(0) = 0,
X(1) = 0,

jeste oblika Ck sin kπx, pri �cemu je Ck ∈ R.
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Odredimo sada re�senje jedna�cine

Y ′′(y)

Y (y)
= λ,

pri �cemu je λ = λk = k2π2 i k ∈ N.

Proizvoljno re�senje Yk te jedna�cine jeste oblika

Ake
kπy +Bke

−kπy,

pri �cemu su Ak, Bk ∈ R.
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Otuda je,

v(x, y) = vk(x, y) = Xk(x)Yk(y),

pri �cemu je k ∈ N. Svaka od funkcija vk, zadovoljava jedna�cinu

∆vk = 0, kao i uslove vk(0, y) = 0 i vk(1, y) = 0, za svako y ∈ [0, 1].

Isto va�zi i za svaku kona�cnu sumu takvih funkcija.

Dakle, prirodno je re�senje odgovaraju�ceg Dirihleovog problema za

Laplasovu jedna�cinu potra�ziti u obliku

v(x, y) =

+∞∑
k=1

vk(x, y) =

+∞∑
k=1

(
Ake

kπy +Bke
−kπy

)
· Ck sin kπx

=

+∞∑
k=1

(
ake

kπy + bke
−kπy

)
· sin kπx,

pri �cemu su ak = Ak · Ck i bk = Bk · Ck za svako k ∈ N.
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Dalje, na osnovu grani�cnih uslova, za svako x ∈ [0, 1] va�zi

v(x, 0) = 4 sinπx

i

v(x, 1) = 0.

S druge strane, na osnovu oblika re�senja, za svako x ∈ [0, 1] va�zi

v(x, 0) =

+∞∑
k=1

(ak + bk) sin kπx

i

v(x, 1) =

+∞∑
k=1

(ake
kπ + bke

−kπ) sin kπx
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Dakle, koe�cijente a1, b1 ∈ R dobijamo re�savanjem sistema jedna�cina

a1 + b1 = 4,

a1e
π + b1e

−π = 0.

A koe�cijente ak, bk ∈ R, za k ∈ N\{1}, dobijamo re�savanjem sistema

jedna�cina

ak + bk = 0,

ake
kπ + bke

−kπ = 0.

Otuda je a1 = −2e−π

shπ
, b1 =

2eπ

shπ
i ak = bk = 0, za svako k ∈ N\{1}.
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Dakle,

v(x, y) =

(
−2e−π

shπ
eπy +

2eπ

shπ
e−πy

)
sinπx,

tj.

v(x, y) =
4 shπ(1− y)

shπ
sinπx.

Neposredno se proverava da

v ∈ C(Q;R) ∩ C2(Q;R);

∆v(x, y) = 0, za svako (x, y) ∈ Q;
v(x, 0) = 4 sinπx, za svako x ∈ [0, 1];

v(x, 1) = 0, za svako x ∈ [0, 1];

v(0, y) = 0, za svako y ∈ [0, 1];

v(1, y) = 0, za svako y ∈ [0, 1].
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Kona�cno,

u(x, y) =
4 shπ(1− y)

shπ
sinπx− 1

2π2
sinπx sinπy.
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Zadatak 3

Neka je D =
{
z = x+ iy ∈ C : 1 < |z| < 2, 0 < arg z <

π

2

}
.

Re�siti problem (odrediti re�senje koje pripada C(D,R) ∩ C2(D,R) i

dokazati da je jedinstveno):

∆u(x, y) = x, (x, y) ∈ D,

u(eit) = sin 2t+
1

8
cos t, 0 6 t 6

π

2
,

u(2eit) = sin 4t+ cos t, 0 6 t 6
π

2
,

u(r) =
r3

8
, 1 6 r 6 2,

u(ir) = 0, 1 6 r 6 2.
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Re�senje. Jedinstveno re�senje ovog problema jeste funkcija u : D → R
de�nisana sa

u(z) = Im

(
− 1

15
z2 − 16

15
z−2 +

16

255
z4 +

16

255
z−4
)

+ |z|2 Re z.
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