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nova jednacina

Neka je D C R"™ neprazan otvoren skup.

Puasonova jednacina (preciznije, Puasonova jednacina na D) jeste
parcijalna jednacina

Au = f,

pri éemu je f € C(D;R) data funkcija i u € C?(D;R) nepoznata
funkcija.
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Dirihleov problem za Puasonovu jednacinu

Neka je 2 C R™ oblast i neka su f € C(;R) i g € C(09;R) date
funkcije. Dirihleov problem za Puasonovu jednacinu na oblasti Q) odnosi
se na odredivanje funkcije u : Q — R takve da je

1° u € C(;R) N C%Q;R);
2° Au(x) = f(x), za svako = € Q;
3° u(x) = g(x), za svako x € 0N.

Neka je Q C R™ ogranicena oblast. Dirihleov problem za Puasonovu
jednacinu na oblasti ) moZe tmati najvise jedno resenje.

Dokaz uraditi za domadi zadatak.
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Zadaci

Zadatak 1

Neka je D = {(z,y) € R? : 2® + y? < 1}. Resiti problem (odrediti
resenje koje pripada C(D;R) N C%(D;R) i dokazati da je jedinstveno):

Au =z, (z,y) € D,

u(z,y) =z +y* (z,y) €dD.
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Jedinstvenost sledi iz ¢injenice da je D ogranicena oblast.

Ideja je da dati Dirihleov problem za Puasonovu jednaéinu svedemo na
Dirihleov problem za Laplasovu jedna¢inu. U tom cilju prvo odredimo
partikularno reSenje u, date Puasonove jednacine. Zatim uvodimo
smenu w = u — up,. Neposredno se proverava da funkcija w zadovoljava
jednadinu

Aw = 0.
Takode, za (x,y) € 0D vazi w(z,y) = u(x,y) — up(z,y).
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3
x
Neposredno se provereva da je up(z,y) = 5 jedno partikularno resenje

date Puasonove jednadine.

Stoga se dati problem nakon smene w = u — u, svodi na problem

A’U):O, (.%',y)ED,

3
X
w(z,y) =z +y* — o (@wy) €aD.

Nastavak neka ostane za domaci zadatak.
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Zadatak 2

Neka je Q = {(z,y) e R?2: 0 < 2 < 1,0 <y < 1}. Resiti problem
(odrediti resenje koje pripada C(Q;R) N C%(Q;R) i dokazati da je
jedinstveno):

Au =sinmzsinny, (z,y) € Q,

u(z,0) =4sinmz, 0<x<1,

u(z,1) =0, 0<z <1,
u(0,y) = 0, 0<y<l1,
u(l,y) =0, 0<y<1
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Jedinstvenost sledi iz ¢injenice da je () ograni¢ena oblast.

Ideja je da dati Dirihleov problem za Puasonovu jednaéinu svedemo na
Dirihleov problem za Laplasovu jednac¢inu. U tom cilju prvo odredimo
partikularno reSenje u, date Puasonove jednacine.

Potrazimo partikularno reSenje u obliku u,(x,y) = Asinwzsinmy, gde
jeAeR. Iz
Au, = sinmx sin Ty

dobijamo
—2Am? sin 7 sin Ty = sin 7z sin Ty
1
iotuda A =——. Dakle,
272
(r,) = —5g S0 TS
Up(x,y) = —=— sin Tz sin 7y.
p(T,y 5.2 Y
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Uvedimo smenu v = u — u,. Tada je funkcija u reSenje datog problema
ako i samo ako je funkcija v refenje problema

Av =0, (z,y) € Q,

v(z,0) =4sinmz, 0<z <1,

v(z,1) =0, 0<z <1,
’U(O,y):O, Ogygla
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Potrazimo funkciju v u obliku v(z,y) = X ()Y (y).

Tada iz Av(z,y) = 0 sledi
X (@)Y (y) + X (2)Y"(y) = 0,

1 otuda
X'(z)  Y'(y)

X@ Y

pri ¢emu je A € R.
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Osim toga, iz
v(0,y) =0

v(0,y) = X(0)Y(y),
uz pretpostavku da Y nije identicki jednako 0, dobijamo X (0) = 0.

Takode, iz
v(l,y) =0

v(l,y) = X()Y(y),
uz pretpostavku da Y nije identicki jednako 0, dobijamo X (1) = 0.
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Dakle, funkcija X jeste reSenje problema (Sturm-Liuvilov problem):

X"(x) + XX (z) =0,
X(0) =0,
X(1)=0

Dati problem ima netrivijalno resenje jedino ako je A = A\, = k?x2, pri
¢emu je k € N.

Stavige, za k € N, proizvoljno reSenje X} problema

X”(x
X(0)
X(1)

jeste oblika C sin kmx, pri ¢emu je Cy € R.

)+ k2 “X(x) =0,
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Odredimo sada resenje jednacine

Y'y) _

Y(y)
pri ¢emu je A = A\, = k?7? i k € N.
Proizvoljno reSenje Y te jednaline jeste oblika
Ape"™ 4 Bre M,

pri ¢emu su Ag, By € R.
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Otuda je,
v(z,y) = vz, y) = Xp(2)Yi(y),

pri ¢emu je k € N. Svaka od funkcija vy, zadovoljava jednacinu
Avg, =0, kao i uslove vi(0,y) = 01 vg(1,y) = 0, za svako y € [0, 1].

Isto vazi i za svaku konalnu sumu takvih funkcija.

Dakle, prirodno je reSenje odgovarajuéeg Dirihleovog problema za
Laplasovu jednac¢inu potraziti u obliku

o0 +o0
v(z,y) = ka(l’a y) = Z (Ake’my + Bke*k”y) - Csinkmz
k=1 k=1
+oo
= Z (akek”y + bke_k”y) -sin k7,
k=1

pri cemu su ap = Ay - Cy i by = By, - C za svako k € N.
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Dalje, na osnovu grani¢nih uslova, za svako z € [0, 1] vazi

v(z,0) = 4sinmz

v(z,1) =0.
S druge strane, na osnovu oblika reSenja, za svako z € [0, 1] vazi

—+00

v(x,0) = Z(ak + by) sinkmx
k=1
i
+oo
v(z,1) = Z(akek” + bre ") sin ko
k=1
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Dakle, koeficijente a1,b; € R dobijamo reSavanjem sistema jednacina

ar+b1 = 4,
0.

ae” +be’ " =
A koeficijente ay, by, € R, za k € N\{1}, dobijamo resavanjem sistema
jednacina
ar+br. = 0,

are"™ 4+ bpe FT =

2e” T B 2e™
shmt’ '~ shrx

Otuda je a1 = — ia=>br=0,zasvako k € N\{1}.
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Dakle,

tj.

Neposredno se proverava da
o v e C(Q;R)NC*Q;R);
o Av(z,y) =0, za svako (x,y) € Q;

e v(z,0) = 4sinrx, za svako x € [0, 1];
e v(z,1) =0, za svako = € [0, 1];
e v(0,y) =0, za svako y € [0, 1];
e v(l,y) =0, za svako y € [0, 1].
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Konacno,

4shm(l—y) . 1 . .
u(z,y) = . S7T - g gsinmesinmy.
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Zadatak 3
NekajeD:{z:x+iy€C:1<]2\<2,0<argz<g}.

Resiti problem (odrediti resenje koje pripada C(D,R) N C?(D,R) i
dokazati da je jedinstveno):

Au(z,y) = =, (z,y) € D,
u(e’) :sin2t+%cost, 0<t< g,
u(2e) = sindt + cost, 0<t< g,
u(r)zi, 1<r <2,
u(ir) =0, 1<r<2
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Regenje. Jedinstveno reSenje ovog problema jeste funkcija u : D — R
definisana sa
1 5 16 L2 16 A 16

Y Y L 16 4 2 '
u(z) m( AT +— o5 + 5552 >—Hz| Rez
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