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Razmatramo Dirihleov problem za Laplasovu jednacdinu na jedini¢noj
lopti B.

Pokazali smo da za funkciju v koja je harmonijska na B (a to znadi da
je harmonijska na B(0, R), za neko R > 1) i svako = € B vazi

1) u(w) = —— [ Pla,y)u(y)ds(y),

nwn JoB

pri ¢emu je P : B x OB — R definisana sa

1— [z
P(z,y) = m

Na taj nacin definisana funkcija P naziva se Puasonovo jezgro za B.
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Svojstva Puasonovog jezgra za B

Neka je y € OB fiksirano i neka je pp, : R™ \ {y} — R definisana sa
Py (w) = P(z,y). Uobifajeno je da se funkcija py, obelezava sa P(-,y).

Neka je y € OB fiksirano. Funkcija P(-,y) je beskonacno puta
neprekidno diferencijabilna i harmonijska na R™\ {y}.

Kako bismo dokazali ovaj stav najpre ¢emo formulisati jednu lemu.

Lema 1 (Laplasijan proizvoda)
Neka je Q C R™ otvoren skup i neka su u,v € C%(Q,R). Tada je

A(uww) = uAv + 2(Vu, Vu) + vAu.

Dokaz leme je pravolinijski. Uraditi ga za domadi zadatak.
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Dokaz stava. Definisimo funkcije U,V : R™ \ {y} — R na slede¢i na¢in:

U)=1—|z]> 1 V(z)=|z—yl™

Vazi P(-,y) = UV.

Otuda neposredno sledi da je P(-,y) beskona¢no puta neprekidno
diferencijabilna na R™ \ {y}.

Dalje, na osnovu leme sledi

2) AP(-y) = A(UV)
= UAV +2(VU,VV) + VAU.

Uobi¢ajeno je i da se (AP(-,y))(z), gde je = € R™\ {y}, obelezava sa
Ay P(2,y).
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Neposredno se izra¢unava da za x € R™\ {y} vaz

AU (xz) = —2n,

AV (z) = 2n|z —y[ 7" 72,
VU (x) = 2z,

VV(x) = —nlz —y| 7" (@ —y).
Otuda, na osnovu (2) dobijamo da za x € R™ \ {y} vaz
AsP(z,y) = (AP(,y))(x)

—|z —y|? + |z|* — 2(z,y) + 1
|z —yl?

= 0.

U dokazu ove jednakosti treba uzeti u obzir da je |y| = 1.
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Puasonovo jezgro za loptu B (tj. funkcija P) ima sledeéa svojstva:

a) za svako (z,y) € B x OB vazi P(x,y) > 0;
b) za svako x € B vaZi / P(z,y)dS(y) = nwn;
OB

c) za svako n € OB i svako 0 > 0 vaZi

lim Pz, y)dS(y) = 0,
Box—n A(n,5)

gde je A(n,0) ={y € OB : |y —n| > 6}.

Dokaz.

a) Neposredno sledi iz definicije funkcije P.
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b) Neka je € B i neka je funkcija u : B — R definisana sa u(y) = 1.
Tada na osnovu (1) dobijamo

1

nWwn, JoB

1=

P(z,y)dS(y),

sto je i trebalo dokazati.
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¢) Fiksirajmo n € 0B i 6 > 0. Kako x — n mozZemo pretpostaviti da je

— < —.
[z — 1 5

Dalje, za svako y € A(n,d) vazi

ly—z| = |y—n+n—z
> |ly—nl—-n—=
> |ly—n|l—In—=

5 6

> 00— - = —.

27 2
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Stoga je

0<%@@?@wﬂﬂw
= i S0
<[ a=lp(3) s
=) (3) [, ast)
ca-it) (5) [ asw

:(1_¢xP)<g>_nnww

Konaé¢no, uzimajuéi u obzir da je |n| = 1, iz (3) dobijamo

lim P(z,y)dS(y) = 0.
Baz—n A(n,8)
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Egzistencija resenja Dirihleovog problema za Laplasovu

jednacinu na lopti

Vratimo se na Dirihleov problem za Laplasovu jednacinu na lopti.

Pretpostavimo da je funkcija g : 0B — R restrikcija harmonijske
funkcije v : B — R.

Tada je funkcija u resenje odgovarajuceg Dirihleovog problema i osim
toga za svako x € B vazi

u() = — / Lo lof ) as(y).

nwn Jom |y — x|

Sta ako funkcija ¢ nije restrikcija neke harmonijske funkcije v : B — R,
odnosno §ta ako to ne mozemo jednostavno utvrditi?
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Neka je sada g : 0B — R proizvoljna neprekidna funkcija na 0B.

Motivisani prethodnim razmatranjem definigimo funkciju Plg] : B — R
na slededi nacin

Plgl(z) = ! Pz, y)g(y)dS(y).

nwn, JoB

Funkcija P[g] naziva se Puasonovo produzenje funkcije g na B.
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Vazi sledeéa teorema.

Teorema 1 (Egzistencija resenja Dirihleovog problema za

Laplasovu jednacinu na lopti B)

Funkcija u : B — R definisana sa

_ [ Plgl(z), z€B,
)= { g(z), x € IB,

jeste resenje odgovarajuceg Dirihleovog problema za Laplasovu jednacinu
na lopti B.

w

Dakle, funkcija v ima sledec¢a svojstva:
1° u € C(B;R) N C%(B; R);
2° Au(z) = 0 za svako x € B;
3° u(z) = g(x) za svako z € IB.
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Pre nego $to damo dokaz teoreme uvedimo jednu notaciju za parcijalne
izvode funkcije vise promenljivih.

Neka je 2 C R™ otvoren skup i ¢ € C°(; R).
Dalje, neka je a« € Nj i |a| = a1 + ... + an.
Tada je

def 8‘0490

oL A —
14 Oz{* ... 0zp"

Specijalno, ako je & = (0,...,0) onda je

D%p = .
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Na primer, ako je ¢ € C*°(R?;R) funkcija promenljive (z,y) onda je

dp
D(lro) - _
()0 ax7
Iy
D(Orl) =
()0 ay?
D(l,l)go _ 32<P _ 8280
oydxr  Oz0y’
0%
D(270) - T
<p an’

Sli¢no, ako je ¢ € C°(R3;R) funkcija promenljive (z,y, z) onda je

0%
pLLY), —
v 0xdy’
FGAt0)
D(0’1’2) —
v Oy0z2’
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Dokaz teoreme.
I. Dokazimo da je u € C%(B; R).

Podsetimo se da za svako x € B vazi

(4) u(r) = — [ Pla,y)aw)dSw).
nwn JoB

Osim toga,
1) za svako y € OB vazi P(-,y) € C*(B;R);
2) za svako a € Njj vazi DYP € C(B x 0B;R), a samim tim i
(DSP) - g € C(B x IB;R) (sa DYP obelezavamo odgovarajuce
diferenciranje po promenljivoj ).
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Otuda, ako najpre povrsinski integral s desne strane jednakosti (4)
napiSemo kao odgovarajuéi (n — 1)—tostruki (zapreminski) integral, a
zatim primenimo odgovarajuce teoreme za parametarske integrale (z je
parametar) dobijamo da

u € C™(B;R) ¢ C%(B;R).

Uz to za svako a € Ny i svako x € B vazi

(5) Du(z) = — /6 (DEP)(w.1)a(1)aS ().

W,
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II. Dokazimo da je u € C(B;R).

Na osnovu I dovoljno je da dokazemo da je funkcija u neprekidna u
proizvoljnoj tacki koja pripada OB.

Fiksirajmo n € 0B i dokazimo da je

lim w(x) = u(n).
Boz—n
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Neka je € > 0. Tada za x € B vazi

() —um)] = |— / P, )gdS — g(n)
OB

NWn,

1 1
- P(z,-)gdS — g(n) P(z,)ds
34 nwnaé

NWn,

- = L/ PG, )(9(0) — 9(n)dS 1)
B

< % Pla,9)lg(y) = g(n)|dS(y)-
n@IB%

Marek Svetlik 7.11.2022. 18 /32



Kako je funkcija g neprekidna na 9B postoji § > 0 tako da za svako
y € OB iz |y —n| < dsledi |g(y) — g(n)] < e. Stoga je

/ Ple.y)lgw) — g(m)|dS(y) = / Ple,y)lg(w) — g(m)ldS(y)
OB

/ P(z,y)lg(y) — g(n)|dS(y)

N
)

P(z,y)dS(y)
OB\A(n,5)

vmaxlgl [ Ply)ds)
A(n,6)
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Dalje, na osnovu dela c¢) stava 2 postoji g3 > 0 tako da za svako x € B
iz |z —n| < p sledi

/ P(z,y)dS(y) < enwp,.
A(n9)

Dakle, na osnovu prethodnog, za svako x € B takvo da je |[x — n| < 1
vazi
julw) — uln)] < 2(max lgl)e +2
= (2 1e.
(2max|g| + 1)
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Primetimo jo$ sledece. Kako je funkcija g neprekidna na 9B, sledi da
postoji pe > 0 tako da za svako x € 9B iz |z — 1| < peo sledi

[u(z) —u(n)| = lg(z) — g(n)| <e.

Kona¢no, za svako x € B takvo da je |z — 7| < min{yuq, us} vazi

[u() — un)] < (2max]g + 1)e.
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ITI. Dokazimo da je Au(z) = 0 za svako z € B.

Na osnovu Ii stava 1 imamo da za svako x € B vaii

Au(z) = ! Az P(z,y)g(y)dS(y)

nwn, JoB

= 0.

IV. Dokazimo da za svako x € 0B vazi u(x) = g(x).

To sledi iz definicije funkcije u.
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Navedimo jednu posledicu dokaza teoreme 1 i jedinstvenosti resenja
Dirihleovog problema za Laplasovu jednacinu na B.

Ako je funkcija u : B — R resenje Dirihleovog problema za Laplasovu
jednacinu na jedinicnoj lopti B onda u € C°(B; R).
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Zadaci

Zadatak 1

Neka je D = {(z,y) € R_2 2% +y? < 1}. Resiti problem (odrediti
resenje koje pripada C(D;R) N C?(D;R) i dokazati da je jedinstveno):

Au =0, (z,y) € D,

u(z,y) =y?, (x,y) € OD.
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Regenje. Primetimo da je D = {z € R?: |2| < 1}.
Kako je D ogranicena oblast, dati problem moze imati najvise jedno
resenje.

Kako je n = 2, na osnovu teoreme 1 dobijamo da je reSenje datog

problema funkcija u : D — R definisana sa

1 1—|z)?

u(z) = 27 Jop |2 = CJ?

(Im¢)?ds(¢), z€D

(Imz)?, z € ID.
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Odnosno, drugacije zapisano

L[ 1@y
O wen={ S Ggr Ty o BN G0 ED
y?, (z,y) € ID.

Napomenimo da u sluéaju n = 2 umesto povrsinskog integrala prve
vrste imamo krivolinijski integral prve vrste, kao i da umesto dS pisemo
ds.
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Uzimajuéi u obzir da je ¢ : [0,27] — 0D definisano sa
o(t) = (cost,sint) parametrizacija D iz (6) dobijamo da za (z,y) € D

vazl ) ) )
1 4 1-—
u(z,y) = / (;C +y7) — sin? tdt.
21 Jo (@ —cost)? + (y —sint)

Potrebno je eksplicitno izracunati poslednji integral ...

Moze se pokazati (uraditi to za domaci zadatak) da je

i 21 1— ($2+y2)
21 Jo  (x —cost)? + (y —sint)?

1
sin®tdt = ... = 5(1 +y? —2?).

Konaéno, mozemo zakljuéiti da je funkcija u : D — R definisana sa
1 2 2
ul@,y) = 5(1+9° —a?),

reSenje datog problema.
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Neka je a € R™ i r > 0. Dokazati da Dirthleov problem za Laplasovu
jednacinu na lopti B = B(a,r) ima tacno jedno resenje.

Treba da dokazemo da za datu funkciju g € C(9B;R) postoji
jedinstvena funkcija v : B — R takva da je

1° u € C*(B;R) N C(B; R);
2° Au(z) = 0 za svako x € B;
3° u(x) = g(x) za svako z € 0B.

Kako je B ogranicena oblast, sledi da ovaj problem ima najviSe jedno
reSenje.

Dokazimo sada da reSenje problema postoji.
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Neka je G : OB — R definisana sa G(z) = g(rz + a).
Jasno je da G € C(0B;R).
Dalje, neka je U : B — R redenje Dirihleovog problema za Laplasovu

jednaginu na B, pri ¢emu je odgovarajuca funkcija na 0B upravo
funkcija G.

Definigimo funkciju u : B — R sa u(z) = U (x — a).
T

Neposredno se proverava da je funkcija u reSenje Dirihleovog problema
za Laplasovu jednac¢inu na lopti B = B(a,r).
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Neka je funkcija u : B — R neprekidna na B i harmonijska na B.
Dokazati da za svako x € B vaZi

(@)= — | Ple,y)u(y)dSy).

nWwn, JoB

Dokaz sledi iz egzistencije i jedinstvenosti reSenja Dirihleovog problema
za Laplasovu jednacinu na lopti B.

Uporediti pretpostavku za funkciju u u ovom zadatku i pretpostavku za
funkciju w prilikom uvodenja Puasonovog jezgra.
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Diferencijabilnost harmonijskih funkcija

Neka je Q C R™ neprazan otvoren skup. Ako je funkcija u: Q2 — R
harmonijska na € onda po definiciji sledi da je u € C?(; R).

Medutim sledeca teorema tvrdi da vazi vise.

Neka je QQ C R™ neprazan otvoren skup. Ako je funkcijo u: Q — R
harmonijska na Q onda je u € C®°(Q;R).
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Dokaz. Neka je a € Q proizvoljno, neka je B(a,r) C Qi neka je
U :B — R definisana sa U(x) = u(ra + a).

Tada je funkcija U neprekidna na B i harmonijska na B.

Dakle, funkcija U je jedinstveno reSenje odgovarajuceg Dirihleovog
problema za Laplasovu jedna¢inu na B (funkcija g : 0B — R definisana

jesa g(x) =U(x)).

Dakle, U € C*°(B;R), a samim tim i u € C*°(B(a,r); R).
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