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Zadaci

Zadatak 1

Neka je D ⊂ Rn ograni�cena oblast, neka su u1, u2 : D → R funkcije koje

su neprekidne na D i harmonijske na D i neka je u : D → R de�nisana

sa u(x) = |u1(x)|+ |u2(x)|. Dokazati da va�zi

max
x∈D

u(x) = max
x∈∂D

u(x).
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Neka je xmax ∈ D jedna od ta�caka u kojoj funkcija u dosti�ze maksimum.

Dalje, neka je za j ∈ {1, 2},

εj =

{
1, ako je uj(xmax) > 0,
−1, ako je uj(xmax) < 0,

Funkciju ũ : D → R de�ni�semo na slede�ci na�cin:

ũ(x) = ε1u1(x) + ε2u2(x).

Neposredno se proverava da je funkcija ũ neprekidna na D i

harmonijska na D.
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Neka je x ∈ D proizvoljno. Tada je

ũ(x) = ε1u1(x) + ε2u2(x)

6 |u1(x)|+ |u2(x)|
= u(x)

6 u(xmax)

= |u1(xmax)|+ |u2(xmax)|
= ε1u1(xmax) + ε2u2(xmax)

= ũ(xmax).

Dakle, funkcija ũ takode dosti�ze maksimum u ta�cki xmax.

Ako ũ nije konstantna funkcija, onda xmax ∈ ∂D (za�sto ?), pa je

max
x∈D

u(x) = max
x∈∂D

u(x).
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Ako je ũ konstantna funkcija, onda za svako x ∈ D va�zi

ũ(xmax) = ũ(x) 6 |u1(x)|+ |u2(x)| = u(x) 6 ũ(xmax).

Otuda sledi da je u konstantna funkcija, pa je

max
x∈D

u(x) = max
x∈∂D

u(x).
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Zadatak 2

Neka je D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1}. Odrediti sve harmonijske

funkcije u : D → R takve da je

|u(x, y)| 6 1−
√
x2 + y2,

za svako (x, y) ∈ D.
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Neka je u : D → R proizvoljna harmonijska funkcija na D takva da va�zi

|u(x, y)| 6 1−
√
x2 + y2,

za svako (x, y) ∈ D.

Primetimo najpre da za svako (x0, y0) ∈ ∂D va�zi

0 6 lim
(x,y)→(x0,y0)

|u(x, y)| 6 lim
(x,y)→(x0,y0)

(
1−

√
x2 + y2

)
= 0.

Dalje, neka je v : D → R de�nisana sa

v(x, y) =

{
u(x, y), ako (x, y) ∈ D,

0, ako (x, y) ∈ ∂D.

Na osnovu prethodnog sledi da je v neprekidna na D i harmonijska na

D.

Otuda na osnovu teoreme 7 sa prethodnog �casa sledi da je

max
D

v = min
D

v = 0. Otuda je v(x, y) = 0, za svako (x, y) ∈ D, a samim

tim i u(x, y) = 0 za svako (x, y) ∈ D.
Marek Svetlik 2.11.2022. 7 / 40



Zadatak 3

Neka je Ω ⊆ Rn oblast i neka je f : Ω→ C harmonijska funkcija. Ako

funkcija |f | ima maksimum na Ω onda je f konstantna funkcija.

Neka je a ∈ Ω ta�cka u kojoj funkcija |f | dosti�ze maksimum.

Ako je f(a) = 0 re�senje je trivijalno.

Stoga pretpostavimo da je f(a) 6= 0.
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Neka je g : Ω→ C de�nisana sa g(x) = e−i arg f(a)f(x).

Tada je funkcija g kompleksno-vrednosna harmonijska funkcija i va�zi

g(a) = e−i arg f(a)f(a) = |f(a)|.

Dalje, funkcija Re g je harmonijska na Ω i za svako x ∈ Ω va�zi

Re g(x) 6 |g(x)|
= |f(x)|
6 |f(a)|
= g(a)

= Re g(a).
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Dakle, na osnovu teoreme 5 sa prethodnog �casa funkcija Re g je

konstantna na Ω.

�Stavi�se, za svako x ∈ Ω va�zi Re g(x) = |f(a)|.

Doka�zimo jo�s da je i funkcija Im g konstantna na Ω.

Primetimo da za svako x ∈ Ω va�zi

|f(a)| = Re g(x)

6 |g(x)|
= |f(x)|
6 |f(a)|.

Marek Svetlik 2.11.2022. 10 / 40



Dakle, za svako x ∈ Ω va�zi Re g(x) = |g(x)|.

Stoga za svako x ∈ Ω va�zi Im g(x) = 0.

Kona�cno, za svako x ∈ Ω va�zi g(x) = |f(a)|, a kako je g = e−i arg f(a)f ,
sledi da za svako x ∈ Ω va�zi

f(x) = ei arg f(a)g(x)

= ei arg f(a)|f(a)|
= f(a).
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Dirihleov problem za Laplasovu jedna�cinu na lopti

Nastavljamo sa razmatranjem Dirihleovog problema za Laplasovu

jedna�cinu na lopti.

Pre nego �sto se podsetimo formulacije tog problema, uvedimo neke

oznake koje �cemo koristiti u nastavku.

Neka je n > 2 prirodan broj i neka su a ∈ Rn i r > 0. Uvodimo slede�ce

oznake

B(a, r) = {x ∈ Rn : |x− a| < r},

B(a, r) = {x ∈ Rn : |x− a| 6 r}

i

S(a, r) = ∂B(a, r) = {x ∈ Rn : |x− a| = r}.

Specijalno, B = B(0, 1), B = B(0, 1) i S = ∂B = S(0, 1).
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Neka je g ∈ C(∂B;R) data funkcija. Dirihleov problem za Laplasovu

jedna�cinu na lopti B odnosi se na odredivanje funkcije u : B→ R takve

da je

1◦ u ∈ C(B;R) ∩ C2(B;R);

2◦ ∆u(x) = 0 za svako x ∈ B;
3◦ u(x) = g(x) za svako x ∈ ∂B.

Kako je B ograni�cena oblast, ovaj problem mo�ze imati najvi�se jedno

re�senje.

Kako odrediti to re�senje, ako ono postoji?
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Potrebno je na osnovu vrednosti funkcije na ∂B odrediti njene vrednosti

na B uz uslov da funkcija bude harmonijska na B i neprekidna na B.

Kako to uraditi?

Napomenimo da ako je funkcija neprekidna na B i neprekidna na ∂B ne

mora da zna�ci da je neprekidna i na B = B ∪ ∂B!
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Puasonovo jezgro

Pretpostavimo da je u : B→ R harmonijska funkcija.

Kako B nije otvoren skup, postavlja se pitanje �sta zna�ci da je funkcija u
harmonijska na B? To zna�ci da postoji otvoren skup Ω takav da je

B ⊂ Ω i da je funkcija u harmonijska na Ω. Specijalno, postoji R > 1
takvo da je funkcija u harmonijska na B(0, R).
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Na osnovu svojstva srednje vrednosti imamo da va�zi

u(0) =
1

nωn

∫
∂B
u(y)dS(y).

Dakle, vrednost funkcije u u centru lopte B izra�zena je preko njenih

vrednosti na ∂B.

Da li mo�zemo vrednost funkcije u u proizvoljnoj ta�cki iz B izraziti

preko njenih vrednosti na ∂B?

Bilo bi lepo i korisno da to mo�zemo uraditi.
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Pokaza�cemo da postoji funkcija P : B× ∂B→ R takva da je

u(x) =
1

nωn

∫
∂B
P(x, y)u(y)dS(y),

za svaku funkciju u koja je harmonijska na B i svako x ∈ B.

Primetimo da ovde radimo sa funkcijom u koja je harmonijska na B,
dok se za re�senje Dirihleovog problema za Laplasovu jedna�cinu na lopti

B zahteva da bude harmonijska funkcija na B i neprekidna funkcija na

B.

Funkciju P odredi�cemo razli�citim metodama u slu�caju n = 2 i u slu�caju

n > 3.
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Pretpostavimo da je n = 2.

Kako je funkcija u harmonijska na B, sledi da postoji R > 1 takvo da je

funkcija u harmonijska na B(0, R).

Dalje, neka je f : B(0, R)→ C holomorfna funkcija na B(0, R) takva da

je Re f = u (objasniti za�sto takva funkcija f postoji).

Funkciju f mo�zemo predstaviti Tejlorovim redom u B(0, R), tj. postoje
ck ∈ C, k ∈ N0 tako da za svako z ∈ B(0, R) va�zi

f(z) =
+∞∑
k=0

ckz
k.
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Otuda za z ∈ B(0, R) va�zi

u(z) =
f(z) + f(z)

2

=
1

2

(
+∞∑
k=0

ckz
k +

+∞∑
k=0

ckz
k

)
.

Neka je z = reiθ, gde je 0 6 r < 1 i θ ∈ R. Iz poslednje jednakosti
dobijamo

u(reiθ) =
1

2

(
+∞∑
k=0

ckr
keikθ +

+∞∑
k=0

ckr
ke−ikθ

)

=
1

2

(
+∞∑
k=0

ckr
keikθ +

0∑
l=−∞

c−lr
−leilθ

)
.
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Otuda je

(1) u(reiθ) =

+∞∑
m=−∞

Cmr
|m|eimθ,

gde je

Cm =



cm
2
, m > 0,

c−m
2
, m < 0,

c0 + c0

2
, m = 0.

Specijalno,

(2) u(eiθ) =
+∞∑

m=−∞
Cme

imθ.
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Mno�zenjem leve i desne strane jednakosti (2) sa e−ikθ (k ∈ Z), a zatim

integraljenem po θ od 0 do 2π dobijamo

(3)

∫ 2π

0
u(eiθ)e−ikθdθ =

∫ 2π

0

(
+∞∑

m=−∞
Cme

i(m−k)θ

)
dθ.

Kako red

+∞∑
m=−∞

Cme
i(m−k)θ ravnomerno konvergira (po θ) na R

(objasniti za�sto), sledi da je

(4)

∫ 2π

0

(
+∞∑

m=−∞
Cme

i(m−k)θ

)
dθ =

+∞∑
m=−∞

Cm

∫ 2π

0
ei(m−k)θdθ

= Ck · 2π.

Stoga iz (3) i (4) dobijamo

(5) Ck =
1

2π

∫ 2π

0
u(eiθ)e−ikθdθ.
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Zamenom (5) u (1) dobijamo

(6) u(reiθ) =
1

2π

+∞∑
m=−∞

(∫ 2π

0
u(eit)e−imtdt

)
r|m|eimθ.

Dalje va�zi

(7)

+∞∑
m=−∞

 2π∫
0

u(eit)e−iktdt

 r|m|eimθ =

2π∫
0

u(eit)

+∞∑
m=−∞

r|m|eim(θ−t)dt,

jer red

+∞∑
m=−∞

r|m|eim(θ−t) ravnomerno konvergira (po t) na R (objasniti

za�sto).

Stoga, iz (6) i (7) sledi

(8) u(reiθ) =
1

2π

2π∫
0

u(eit)

+∞∑
m=−∞

r|m|eim(θ−t)dt.
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Odredimo sada sumu reda

+∞∑
m=−∞

r|m|eim(θ−t).

Va�zi

+∞∑
m=−∞

r|m|eim(θ−t) =

+∞∑
m=0

rmeim(θ−t) +

−1∑
m=−∞

r−meim(θ−t)

=

+∞∑
m=0

rmeim(θ−t) +

+∞∑
k=1

rkeik(t−θ),

kao i
+∞∑
m=0

rmeim(θ−t) =
1

1− rei(θ−t)

i
+∞∑
k=1

rkeik(t−θ) =
1

1− rei(t−θ)
− 1.
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Dakle,

+∞∑
m=−∞

r|m|eim(θ−t) =
1

1− rei(θ−t)
+

1

1− rei(t−θ)
− 1

=
1− rei(t−θ) + 1− rei(θ−t)

|1− rei(θ−t)|2
− 1

=
1− r2

|1− rei(θ−t)|2

=
1− r2

|eit − reiθ|2
.
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Otuda, na osnovu (8) dobijamo

u(reiθ) =
1

2π

2π∫
0

u(eit)
1− r2

|eit − reiθ|2
dt,

odnosno

(9)

u(z) =
1

2π

2π∫
0

u(eit)
1− |z|2

|eit − z|2
dt

=
1

2ω2

∫
∂B

1− |z|2

|ζ − z|2
u(ζ)ds(ζ).

Kona�cno, P(z, ζ) =
1− |z|2

|ζ − z|2
.

Ova funkcija P naziva se Puasonovo jezgro za disk (jedini�cnu loptu u

R2).
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Pretpostavimo da je n > 3.

Kako bismo odredili funkciju P modi�kova�cemo dokaz svojstva srednje

vrednosti.

Neka je nadalje x ∈ B \ {0} �ksirana ta�cka.

Sli�cno, kao kod dokaza svojstva srednje vrednosti de�ni�simo funkciju

v : Rn \ {x} → R sa v(y) = |y − x|2−n.

Jasno je da je funkcija v harmonijska na Rn \ {x}, a samim tim i na

B \ {x} (proveriti to za doma�ci zadatak).

Na�zalost, funkcija v nije konstantna na ∂B.
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Potrebno je da modi�kujemo funkciju v. Za te namene (ali i neke

druge) korisna �ce biti slede�ca lema.

Lema 1 (Lema simetrije)

Za svako x, y ∈ Rn \ {0} va�zi

(10)

∣∣∣∣ y|y| − |y|x
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ x|x| − |x|y
∣∣∣∣ .

Dokaz leme. Primetimo da va�zi

(11)

∣∣∣∣ y|y| − |y|x
∣∣∣∣2 =

〈
y

|y|
− |y|x, y

|y|
− |y|x

〉
= 1− 2〈x, y〉+ |y|2|x|2.

Sli�cno,

(12)

∣∣∣∣ x|x| − |x|y
∣∣∣∣2 =

〈
x

|x|
− |x|y, x

|x|
− |x|y

〉
= 1− 2〈x, y〉+ |x|2|y|2.

Iz (11) i (12) sledi (10). Kraj dokaza leme.
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Na osnovu leme simetrije dobijamo da za svako y ∈ ∂B va�zi

(13)

|y − x| =
∣∣∣∣ x|x| − |x|y

∣∣∣∣
= |x|

∣∣∣∣ x|x|2 − y
∣∣∣∣

i otuda (uzimaju�ci u obzir da je

∣∣∣∣ x|x|2
∣∣∣∣ =

1

|x|
> 1) imamo da za svako

y ∈ ∂B va�zi

(14) |y − x|2−n = |x|2−n
∣∣∣∣ x|x|2 − y

∣∣∣∣2−n .
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Neka je L : Rn \ {x} → R de�nisana sa

L(y) = |y − x|2−n

i neka je R : Rn \
{
x|x|−2

}
→ R de�nisana sa

R(y) = |x|2−n
∣∣∣∣ x|x|2 − y

∣∣∣∣2−n .
Funkcija L je harmonijska na B \ {x}, a funkcija R je harmonijska na B.

Dalje, neka je funkcija v : B \ {x} → R de�nisana sa v = L −R.

Ovako de�nisana funkcija v je harmonijska na B \ {x}, a na osnovu (14)

dobijamo da za svako y ∈ ∂B va�zi v(y) = 0.
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Sada izaberimo ρ > 0 takvo da B(x, ρ) ⊂ B i primenimo tre�ci Grinov

identitet na oblast Ω = B \B(x, ρ) i funkcije u i v.

Kako su funkcije u i v harmonijske na Ω time dobijamo

(15) 0 =

∫
∂Ω

(
u
∂v

∂ν
− v∂u

∂ν

)
dS,

pri �cemu je ν(y) spolja�snji jedini�cni vektor normale na ∂Ω u ta�cki

y ∈ ∂Ω.

Otuda je

(16)

∫
∂B

(
u
∂v

∂ν
− v∂u

∂ν

)
dS =

∫
∂B(x,ρ)

(
u
∂v

∂ν
− v∂u

∂ν

)
dS,

pri �cemu je ν(y) spolja�snji jedini�cni vektor normale na ∂B u ta�cki

y ∈ ∂B, odnosno na ∂B(x, ρ) u ta�cki y ∈ ∂B(x, ρ).
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Razmotrimo levu stranu jednakosti (16). Kako je v(y) = 0 za svako

y ∈ ∂B, sledi da je∫
∂B

(
u
∂v

∂ν
− v∂u

∂ν

)
dS =

∫
∂B
u
∂v

∂ν
dS.

Odredimo
∂v

∂ν
(y), za y ∈ ∂B. Kako je

∂v

∂ν
= 〈∇v, ν〉, sledi da je dovoljno

da odredimo ∇v(y) i ν(y) za y ∈ ∂B.

Jasno je da je

(17) ∇v = ∇L−∇R.

Marek Svetlik 2.11.2022. 31 / 40



Diferenciranjem funkcije L za y ∈ Rn \ {x} dobijamo

(18) ∇L(y) = (2− n)|y − x|−n(y − x),

a diferenciranjem funkcije R za y ∈ Rn \ {x|x|−2} dobijamo

(19) ∇R(y) = (2− n)|x|2−n
∣∣∣∣y − x

|x|2

∣∣∣∣−n(y − x

|x|2

)
.

Specijalno, za y ∈ ∂B na osnovu (13) dobijamo

∇R(y) = (2− n)|x|2|y − x|−n
(
y − x

|x|2

)
i otuda na osnovu (17) dobijamo

∇v(y) = (2− n)|y − x|−n(1− |x|2)y.
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Kako za y ∈ ∂B va�zi ν(y) = y, sledi da za y ∈ ∂B va�zi

∂v

∂ν
(y) = 〈(2− n)|y − x|−n(1− |x|2)y, y〉

= (2− n)|y − x|−n(1− |x|2)|y|2

= (2− n)|y − x|−n(1− |x|2).

Kona�cno, imamo da je leva strana jednakosti (16) jednaka

(2− n)

∫
∂B

1− |x|2

|y − x|n
u(y)dS(y).
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Razmotrimo sada desnu stranu jednakosti (16).

Neka je y ∈ ∂B(x, ρ). Tada je ν(y) = ρ−1(y − x), a na osnovu (17) i

(18) va�zi

∂v

∂ν
(y) = 〈∇v(y), ν(y)〉

= 〈∇L(y), ν(y)〉 − 〈∇R(y), ν(y)〉
= (2− n)ρ−1|y − x|2−n − 〈∇R(y), ν(y)〉
= (2− n)ρ−1ρ2−n − 〈∇R(y), ν(y)〉
= (2− n)ρ1−n − 〈∇R(y), ν(y)〉.
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Dakle,

(20)

∫
∂B(x,ρ)

u
∂v

∂ν
dS =

∫
∂B(x,ρ)

u(y)
(
(2− n)ρ1−n − 〈∇R(y), ν(y)〉

)
dS(y)

= (2− n)ρ1−n
∫

∂B(x,ρ)

u(y)dS(y)

−
∫

∂B(x,ρ)

u(y)〈∇R(y), ν(y)〉dS(y).
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Na osnovu svojstva srednje vrednosti va�zi∫
∂B(x,ρ)

u(y)dS(y) = nωnρ
n−1u(x),

pa iz (20) dobijamo

(21)

∫
∂B(x,ρ)

u
∂v

∂ν
dS = (2−n)nωnu(x)−

∫
∂B(x,ρ)

u(y)〈∇R(y), ν(y)〉dS(y).
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Dalje, kako je v = L −R imamo∫
∂B(x,ρ)

v
∂u

∂ν
dS =

∫
∂B(x,ρ)

L∂u
∂ν
dS −

∫
∂B(x,ρ)

R∂u
∂ν
dS.

Otuda, uzimaju�ci u obzir da za svako y ∈ ∂B(x, ρ) va�zi L(y) = ρ2−n i

�cinjenicu da je funkcija u harmonijska na B(x, ρ) dobijamo

(22)

∫
∂B(x,ρ)

v
∂u

∂ν
dS = −

∫
∂B(x,ρ)

R∂u
∂ν
dS.
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Na osnovu (21) i (22) dobijamo da je desna strana jednakosti (16)

jednaka

(23)

(2− n)nωnu(x)−
∫

∂B(x,ρ)

u〈∇R, ν〉dS +

∫
∂B(x,ρ)

R∂u
∂ν
dS

= (2− n)nωnu(x)−
∫

∂B(x,ρ)

(
u
∂R
∂ν
−R∂u

∂ν

)
dS

= (2− n)nωnu(x)−
∫

B(x,ρ)

(u∆R−R∆u)dy.

Kako su funkcije u i R harmonijske na B(x, ρ) iz (23) sledi da je desna

strana jednakosti (16) jednaka (2− n)nωnu(x).

Marek Svetlik 2.11.2022. 38 / 40



Kona�cno, jednakost (16) svodi se na jednakost

(2− n)

∫
∂B

1− |x|2

|y − x|n
u(y)dS(y) = (2− n)nωnu(x).

Dakle, za svako x ∈ B \ {0} va�zi

(24) u(x) =
1

nωn

∫
∂B

1− |x|2

|y − x|n
u(y)dS(y).

Ako u (24) umesto x stavimo 0 dobijamo

u(0) =
1

nωn

∫
∂B

1

|y|n
u(y)dS(y)

=
1

nωn

∫
∂B
u(y)dS(y),

�sto takode jeste ta�cno.
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Stoga, za svako x ∈ B va�zi

(25) u(x) =
1

nωn

∫
∂B

1− |x|2

|y − x|n
u(y)dS(y).

Drugim re�cima, funkcija P : B× ∂B→ R de�nisana je sa

P(x, y) =
1− |x|2

|y − x|n
.

Ta funkcija naziva se Puasonovo jezgro za B.
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