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Zadaci

Zadatak 1

Neka je D C R™ ogranicena oblast, neka su uy,us : D — R funkcije koje
su neprekidne na D i harmonijske na D i neka je u: D — R definisana
sa u(z) = Jui(x)| + |uz(x)|. Dokazati da vaZi

Ig‘cnez%cu(a;) = max u(z).
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Neka je Zmax € D jedna od tacaka u kojoj funkcija u dostize maksimum.
Dalje, neka je za j € {1,2},

£, = L, ako Je uj(mmax) = 0,
7 -1,  ako je uj(Tmax) < 0,

Funkciju @ : D — R definiSemo na sledeéi nagin:

u(x) = equi(x) + equa(x).

Neposredno se proverava da je funkcija @ neprekidna na D i
harmonijska na D.
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Neka je € D proizvoljno. Tada je

u(zr) = eui(x) + eua(x)
< Jua(@)] + [uz(2)]
= u(x)
< u(Tmax)

U1 (Zmax)| + |u2(Tmax)|
£1Uq (xmax) + equ9 (xmax)

U(Tmax)-

Dakle, funkcija u takode dostize maksimum u tacki Zpax.

Ako @ nije konstantna funkcija, onda zmax € 0D (zasto 7), pa je

= u\x).
maxu(z) = max u(z)
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Ako je u konstantna funkcija, onda za svako x € D vaii

WU(Zmax) = w(@) < ur(z)] + |uz(2)] = u(r) < W(Tmax)-

Otuda sledi da je u konstantna funkcija, pa je

maxu(r) = max ul(x).
zeg() me&%()
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Zadatak 2

Neka je D = {(z,y) € R? : 2® + y* < 1}. Odrediti sve harmonijske
funkcije u : D — R takve da je

u(z, y)l < 1= Vaz? + 2,

za svako (z,y) € D.
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Neka je u : D — R proizvoljna harmonijska funkcija na D takva da vazi

lu(z,y)| <1— a2 +y?

za svako (z,y) € D.
Primetimo najpre da za svako (xo,y0) € 9D vazi

0< lim  |u(z,y)| < lim (1 —va?+ y2> = 0.

(@,y)=(20,y0) (#,y)=(20,y0)

Dalje, neka je v : D — R definisana sa

_ [ ulz,y), ako (z,y) €D,
v(z,y) = { 0, ako (z,y) € dD.

Na osnovu prethodnog sledi da je v neprekidna na D i harmonijska na
D.
Otuda na osnovu teoreme 7 sa prethodnog ¢asa sledi da je

maxv = minv = 0. Otuda je v(z,y) = 0, za svako (z,y) € D, a samim
D D
tim i u(z,y) = 0 za svako (z,y) € D.

Marek Svetlik



Neka je Q C R™ oblast 1 neka je f: Q — C harmonijska funkcija. Ako
Junkcija | f| ima maksimum na Q onda je f konstanina funkcija.

Neka je a € Q tatka u kojoj funkcija |f| dostize maksimum.
Ako je f(a) = 0 reSenje je trivijalno.

Stoga pretpostavimo da je f(a) # 0.
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Neka je g : Q — C definisana sa g(z) = e~ ?28 /(@) f(g).
Tada je funkcija g kompleksno-vrednosna harmonijska funkcija i vazi

g(a) = ¥ f(a) = | f(a)).

Dalje, funkcija Re g je harmonijska na € i za svako x € Q) vazi

Reg(z) < |g(2)]

A
Ze TS
2=

=
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Dakle, na osnovu teoreme 5 sa prethodnog ¢asa funkcija Re g je
konstantna na €.

Stavise, za svako x € Q vazi Reg(z) = |f(a)|.
Dokazimo jo§ da je i funkcija Im g konstantna na €.

Primetimo da za svako z € € vazi

|/(a)]

(AN

=T =
—~~ — @
2 8 8 «
—

B

/N
=
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Dakle, za svako x € Q vazi Reg(x) = |g(x)|.
Stoga za svako z € Q vazi Im g(z) = 0.

Konaéno, za svako z € Q vazi g(x) = |f(a)|, a kako je g = e~*28f(a) f,
sledi da za svako z € ) vazi
flz) = &8/ Wg(z)
= /W] f(a)
f(a).
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Dirihleov problem za Laplasovu jednacinu na lopti

Nastavljamo sa razmatranjem Dirihleovog problema za Laplasovu
jednadinu na lopti.

Pre nego $to se podsetimo formulacije tog problema, uvedimo neke
oznake koje ¢emo koristiti u nastavku.

Neka je n > 2 prirodan broj i neka su a € R™ i » > 0. Uvodimo sledece
oznake

B(a,r)={x € R": |z —a| <1},

B(a,r) ={x eR": |z —a| <r}

S(a,r) =0B(a,r) ={z € R" : |z —a| =7}.

Specijalno, B = B(0,1), B=B(0,1)i S = B = S(0,1).
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Neka je g € C(9B; R) data funkcija. Dirihleov problem za Laplasovu
jednadinu na lopti B odnosi se na odredivanje funkcije u : B — R takve
da je

1° u € O(B;R) N C?(B; R);

2° Au(z) = 0 za svako x € B;

3° u(x) = g(x) za svako = € OB.

Kako je B ogranitena oblast, ovaj problem moZe imati najvise jedno
reSenje.

Kako odrediti to reSenje, ako ono postoji?
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Potrebno je na osnovu vrednosti funkcije na 0B odrediti njene vrednosti
na B uz uslov da funkcija bude harmonijska na B i neprekidna na B.

Kako to uraditi?

Napomenimo da ako je funkcija neprekidna na B i neprekidna na B ne
mora da znali da je neprekidna i na B =B U OB!
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Puasonovo jezgro

Pretpostavimo da je u : B — R harmonijska funkcija.

Kako B nije otvoren skup, postavlja se pitanje §ta znaéi da je funkcija u
harmonijska na B? To znac¢i da postoji otvoren skup €2 takav da je

B C Qi da je funkcija u harmonijska na . Specijalno, postoji R > 1
takvo da je funkcija u harmonijska na B(0, R).
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Na osnovu svojstva srednje vrednosti imamo da vazi

u(0) = — /8 ul)dS(o).

NW,

Dakle, vrednost funkcije v u centru lopte B izraZena je preko njenih
vrednosti na 0B.

Da li moZemo vrednost funkcije u u proizvoljnoj tacki iz B izraziti
preko njenih vrednosti na 0B?

Bilo bi lepo i korisno da to moZzemo uraditi.
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Pokazac¢emo da postoji funkcija P : B x B — R takva da je

u(e) = —— [ Pla,y)uly)as(y),
nwny, OB

za svaku funkciju v koja je harmonijska na B i svako x € B.

Primetimo da ovde radimo sa funkcijom u koja je harmonijska na B,
dok se za resenje Dirihleovog problema za Laplasovu jednacinu na lopti

B zahteva da bude harmonijska funkcija na B i neprekidna funkcija na
B.

Funkciju P odredi¢emo razli¢itim metodama u slu¢aju n = 2 i u slucaju
n = 3.
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Pretpostavimo da je n = 2.

Kako je funkcija v harmonijska na B, sledi da postoji R > 1 takvo da je
funkcija v harmonijska na B(0, R).

Dalje, neka je f: B(0, R) — C holomorfna funkcija na B(0, R) takva da
je Re f = u (objasniti zasto takva funkcija f postoji).

Funkciju f moZzemo predstaviti Tejlorovim redom u B(0, R), tj. postoje
e, € C, k € Ny tako da za svako z € B(0, R) vazi

—+o00
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Otuda za z € B(0, R) vazi

WERN GRS [0
1 +o00 N +007k
= B chz -f—chz .
k=0 k=0

Neka je z = re’?, gde je 0 <r < 1i6 €R. Iz poslednje jednakosti
dobijamo
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Otuda je

. +w .
(1) u(rew) = Z C’mr‘m‘ezmo,
m=—oo
gde je
Cm
5 > 07
5 M
Cm = C_m’ m < 0,
2
co+Co .
[~ T 0
Specijalno,
(2) u(e) = Z Crne™?.
m=—o0o
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MnoZenjem leve i desne strane jednakosti (2) sa e (k € Z), a zatim
integraljenem po 6 od 0 do 27 dobijamo

2m ) ‘ s
(3) / u(e®)e=*0qp :/ ( Crne!m=F) )d@.
0 m=—0oQ
400 '
Kako red Z Crne'™ 9% ravnomerno konvergira (po 6) na R

(objasniti zasto), sledi da je

2T —+00 2T
n / ( Z C,,el(m=k) )d@— Z Con / cl(m=k)0 g
0

=C} - 2m
Stoga iz (3) i (4) dobijamo
1 2m ) )
(5) Cp= - / u(e®)e=i*0qp
2 0
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Zamenom (5) u (1) dobijamo

. 1 I 2r .
(6) u(re’a) =5 Z (/ u(e’t)e_’mtdt) plmlgimd,
d m=—o00 0

Dalje vazi

+00 2 2 +00
> /u<eit)e—iktdt Sl gim _ /u(eit) S pimlem@-gy

m=—00 \| 0 m=—o00o
00 ‘

jer red Z rImle™ 0=t raynomerno konvergira (po t) na R (objasniti

m=—o00
zasto).

Stoga, iz (6) i (7) sledi

2m o0
(8) u(rew) = 21 /u(eit) Z plmleim@=1) gy
T
0 m=—o0
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+o0
Odredimo sada sumu reda Z rlmleim(@—t)

m=—o0
Vazi
400 -1
Z T|m|€im(9—t) _ Z rMe im(0—t) Z r—meim(O—t)
m=—00 m=—o00
_ Z mzm0t+zr ezk(t 9)
kao i
“+oo
Z ,r_mezm(G t) _ 1
1 — rei®@=1)
m=0
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Dakle,

= 1 1
2 |m| im(0—t) _ _
e 1 — ref(0-t) + 1 — ret(t=9) !
m=—o0o

1—reft=0) 4 1 — peil@=1) 1
- 11— rei0-1))2 B

B 1—r2

o ’1 _ rei(&—t)’Q
1—r2

= leit — e ]2’
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Otuda, na osnovu (8) dobijamo

2T
7 7 1- T2
u(re?) = > /u(e 2! o= rei9|2dt’
0
odnosno
1 27 1 ‘ ’2
_ it —|?
u(z) = Py ( )‘eit z[2dt
9)
1 1—|z)?
= — u(C)ds(().
2n Jop 1€ = 2P (Q)ds(C)
1— 2
Kona¢no, P(z,() = c —’j’Q'

Ova funkcija P naziva se Puasonovo jezgro za disk (jedinicnu loptu u

R?).
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Pretpostavimo da je n > 3.

Kako bismo odredili funkciju P modifikova¢emo dokaz svojstva srednje
vrednosti.

Neka je nadalje z € B \ {0} fiksirana tacka.

Sli¢no, kao kod dokaza svojstva srednje vrednosti definig§imo funkciju
v:R"\ {2} = Rsav(y) = |y —z|*™

Jasno je da je funkcija v harmonijska na R" \ {z}, a samim tim i na
B\ {z} (proveriti to za doma¢i zadatak).

Nazalost, funkcija v nije konstantna na JB.
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Potrebno je da modifikujemo funkciju v. Za te namene (ali i neke
druge) korisna ¢e biti sledeca lema.

Lema 1 (Lema simetrije)
Za svako x,y € R™\ {0} vaZi

(10) L= ke = | - b

Dokaz leme. Primetimo da vazi

) 2 Y
e =< ~ ke, \WQ
(1) %r o]~
12, g) + [yl
Sli¢no,
2 T T
~laly :<—mw,—m@
(12) E E B

=1-2(z,y) + ||yl
Iz (11) i (12) sledi (10). Kraj dokaza leme.
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Na osnovu leme simetrije dobijamo da za svako y € IB vaZzi

o laly

-l =| 2
(13 .
~lol| 25 -]
!
1
i otuda (uzimajuci u obzir da je 2= W > 1) imamo da za svako
x x
y € OB vazi
T 2—n
2-n _ 12—
(14) ly — 27" = || "W—y
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Neka je £ : R™\ {z} — R definisana sa

Lly) =y —al*™"
i neka je R : R™\ {z|z|7?} — R definisana sa

2—n
R(y) = |=[*™"

Funkcija £ je harmonijska na B\ {z}, a funkcija R je harmonijska na B.
Dalje, neka je funkcija v : B\ {x} — R definisana sa v = £ — R.

Ovako definisana funkcija v je harmonijska na B\ {2}, a na osnovu (14)
dobijamo da za svako y € 9B vazi v(y) = 0.
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Sada izaberimo p > 0 takvo da B(z,p) C B i primenimo tre¢i Grinov
identitet na oblast Q = B\ B(x, p) i funkcije u i v.

Kako su funkcije v i v harmonijske na Q time dobijamo

v ou

pri ¢emu je v(y) spoljasdnji jedini¢ni vektor normale na 9 u tacki
y € oS

Otuda je

ov ou v ou
1 D _ D
(16) /8153 <u€)1/ v&/) dS [;B(:mp) <uay v@u) ds,

pri ¢emu je v(y) spoljagnji jedini¢ni vektor normale na 0B u tacki
y € 0B, odnosno na dB(x, p) u tatki y € 0B(x, p).
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Razmotrimo levu stranu jednakosti (16). Kako je v(y) = 0 za svako
y € OB, sledi da je

ov
/aB (uay - v) dS = /BB uadS

0 v
Odredimo 8—;}(3/) za y € 0B. Kako je e = (Vu,v), sledi da je dovoljno
da odredimo Vu(y) i v(y) za y € OB.

Jasno je da je

(17) Vv =VL—VR.
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Diferenciranjem funkcije £ za y € R™\ {z} dobijamo
(18) VL(y) = 2=n)ly —z["(y — ),

a diferenciranjem funkcije R za y € R™ \ {z|x|~2} dobijamo

(o)

Specijalno, za y € 0B na osnovu (13) dobijamo

(19) VR(y) = (2 —n)lz[>" |y — ﬁ

VR@) = (2= wlelly ol " (v 7

i otuda na osnovu (17) dobijamo

Vo(y) = (2 —n)ly — 2|1 — [z*)y.
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Kako za y € 9B vazi v(y) =y, sledi da za y € OB vazi

D) = (@l — a0~ o)

= 2-n)ly—z["Q— |zP)|yl?
= (2-n)ly—z/ "1 - [z]).

Kona¢no, imamo da je leva strana jednakosti (16) jednaka

_jaf?
2-n [ - = as(y).

B |y — z|"
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Razmotrimo sada desnu stranu jednakosti (16).

Neka je y € OB(z,p). Tada je v(y) = p~(y — x), a na osnovu (17) i
(18) vazi

L) = (Vo). vw)
= (VEW). V) ~ (TR, 1)
= @y o~ (VR(), 1)
= 2w P (TR, )
— G (TR
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Na osnovu svojstva srednje vrednosti vazi

/ u(y)dS(y) = nwnp" tu(z),
0B(z,p)
pa iz (20) dobijamo

@) [ upeds = @ommoat) - [ u)(TRO)LV@)SE)

OB(z,p) 9B(z,p)
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Dalje, kako je v =L — R imamo
/ v—dS - / £8ud5 = / Rg“ds
0B(z,p) (z,p) 0B(z,p)

Otuda, uzimajuéi u obzir da za svako y € dB(z, p) vazi L(y) = PP
¢injenicu da je funkcija w harmonijska na B(z, p) dobijamo

(22) /vaudsz— / =% 4s.
1%

0
dB(z,p) 0B(z,p)
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Na osnovu (21) i (22) dobijamo da je desna strana jednakosti (16)
jednaka

(2 — n)nwpu(z) — / uw(VR,v)dS + / RgZdS
9B (z,p) 9B(z,p)
OR ou
(23) = (2 — n)nwpu(x) — / (uﬁz/ - R(?I/) as
9B(z,p)

= (2 — n)nwyu(z) — / (UAR — RAu)dy.

B(z,p)

Kako su funkcije u i R harmonijske na B(z, p) iz (23) sledi da je desna
strana jednakosti (16) jednaka (2 — n)nwpu(x).
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Kona¢no, jednakost (16) svodi se na jednakost

— N 1_|x|2u = — N)nwnpul(x
R=n) | Eum)as) = (2 - nnu(z).

Dakle, za svako x € B\ {0} vazi

1 1 — |z|?
24 u(x) = / u(y)dS(y).
(24) @)= [ T utast)
Ako u (24) umesto z stavimo 0 dobijamo
1 1
u(0) = / —u(y)dS
(0) noon o Ty )25 ()
1
= — [ uwis)

8to takode jeste tacno.
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Stoga, za svako z € B vazi

_ 1‘2
(25) uw)=—— [ = as(y).

 nwn Jos ly — 2|
Drugim re¢ima, funkcija P : B x B — R definisana je sa

1 — |z|?
P(x,y) = m

Ta funkcija naziva se Puasonovo jezgro za B.
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