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Svojstvo srednje vrednosti

Podsetimo se da holomorfne funkcije imaju svojstvo srednje vrednosti.
Tj. vazi sledeéa teorema.

Teorema 1

Neka je Q C C otvoren skup i neka je f: Q0 — C holomorfna funkcija.
Tada za svako a € Q i svako r > 0 takvo da je B(a,r) C Q vazi

1 2

f@) =5 | s =5 |

= fa+ret)dt.
2mr 9B(a,r) ( )
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Harmonijske funkcije takode imaju svojstvo srednje vrednosti.
Preciznije vazi sledeé¢a teorema.

Teorema 2 (Svojstvo srednje vrednosti - povrsinska verzija)

Neka je Q2 CR"™ otvoren skup i neka je u : Q0 — R harmonijska funkcija.
Tada za svako a € Q i svako r > 0 takvo da je B(a,r) C Q vaZi

(1) u(a) = o /BB( )u(m)dS(w).

nwprt—1

Dokaz. Bez umanjenja opstosti dokazimo (1) pod pretpostavkom da je
a=01ir=1.

Potrebno je posebno razmotriti slucajeve n =21in > 3.
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Slucaj n > 3.
Neka je v : R™ \ {0} — R definisana sa v(z) = |z|>~".
Neposredno se proverava da je funkcija v harmonijska na R™ \ {0}.

Dalje, neka je 0 < p < 1 proizvoljno i neka je
P(0,p,1) ={z e R": p < |z| < 1}.

Primenimo tre¢i Grinov identitet na oblast P(0, p, 1) i funkcije u i v.
Kako su funkcije u i v harmonijske na P(0, p, 1) imamo

(2) 0= / (uav - v@u) ds.
dP(0,p,1) ov ov
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Dalje imamo

o(z) = T, za x € 0B(0,1),
T —ptw, zaz€dB(0,)p),

kao i vy, (z) = (2 — n)|z|™"z;, za x € R\ {0}.
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Otuda, za = € OP(0, p, 1) vazi

[ i)y — (2 —n)|z>, za x € 0B(0,1),
o) = (Vo) vy ={ _ ST, e OB

£,
@( )= (2—mn), za x € 0B(0,1),
EOAA —(2—=n)p'™", zax e dB(0,p),
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Dakle,

(3) / u@dS =(2- n)/ udS — (2 — n)pln/ udS.
aPO,p1) OV 8B(0,1) 2B(0,p)

S druge strane

(4) /‘ v s = émw+ﬁ%/ Ou s,
aP(0,p,1) OV 2B(0,1) OV 8B(0,p) OV

Kako je funkcija v harmonijska na B(0, 1), na osnovu prvog Grinovog
identiteta dobijamo

(5) /' uis—o i /' U 45 — 0.
8B(0,1) ov AB(0,p) ov
Iz (4) i (5) dobijamo
(6) / Was o
oP(0,p,1) OV
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Konatno, iz (2), (3) i (6) dobijamo
/ udS = p'™" / udS.
9B(0,1) dB(0,p)
Pokazimo jos da je
p—0+

lim pl_”/ udS = u(0)nwy.
0B(0,p)

To ¢emo uraditi tako §to ¢emo pokazati da za svako € > 0 postoji § > 0
takvo da vazi: Ako je 0 < p < d onda je

pln/ udS — u(0)nwy, | < €.
0B(0,p)
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Dakle, neka je € > 0 proizvoljno.

Primetimo da je

,01_"/ dS = p "nwnp ! = nwp,.
9B(0,p)

Otuda je

pl_”/ udS — u(0)nwy,
0B(0,p)

1=n ulx) —u z)|.
o /6 o () 0 (0)dS )
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Dalje, vazi

P / (u(x) — u(0))dS(x)| < oI / Ju() — u(0)|dS(x)

8B(0,p) 0B(0,p)
0 <Pl max  Ju(z) — u(0)] / as
z€dB(0,p)

0B(0,p)

= nwy, — u(0)].
| maxfu(a) — u(0)
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Zbog neprekidnosti funkcije u vazi

® e fu(x) —u(0)] = u(€(p)) — u(0)]

za neko £(p) € 9B(0, p).

Osim toga, takode zbog neprekidnosti funkcije u postoji § > 0 takvo da
iz |x| < 0 sledi

(9) u(z) = u(0)] <e.

Dakle, iz (8) i (9) sledi da za svako 0 < p < 0 vazi

10 —u(0)] <e.
(10) maxJu(z) —u(0)| < 2
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Konatno, iz (7) i (10) dobijamo da je

lim pl_”/ udS = u(0)nwy,.
p—0+ dB(0,p)

Slucaj n = 2.

Ovaj slucaj razmatra se analogno kao slu¢aj n > 3, s tim §to je funkcija
v:R?\ {0} — R definisana sa v(z) = log |z|.

Uraditi to za domaci zadatak.
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Teorema 3 (Svojstvo srednje vrednosti - zapreminska verzija)

Neka je Q C R"™ otvoren skup i neka je v : Q@ — R harmonijska funkcija.
Tada za svako a € Q i svako r > 0 takvo da je B(a,r) C  vaZi

(11) u(a):wnlrn / u(z)da.

B(a,r)
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Dokaz. Neka je 0 < p < r. Na osnovu teoreme 2 vazi

(12) wa) = — L /6 o S ()
a.p

nwnpn—l

1

Mnozenjem jednakosti (12) sa p™ " i integraljenjem po p od 0 do r

dobijamo
a o1 1 T
u(a)p™ dp = u(z)dS(z) | dp,
0 nWn Jo 8B(a,p)

wa) = [ w(@)dS(z) | dp.
n nwn/o </<9B(a,p) )

odnosno
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Kona¢no, imamo

u(a) = 1n ' u(z)dS(x) | dp
WnT /0 (/BB(a,p) )

1
= — / u(y)dy.
WnT" JB(a,r)
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Zadaci

Neka je Q C R? ogranicena oblast, K C Q kompaktan skup i

1 < p < +o0. Dokazati da postoji konstanta C = C(K,Q, p) takva da za
svaku funkciju u : Q — R koja je harmonijska na S 1 koja pripada
LP(QY), kao i za svako (x,y) € K vaZi [u(z,y)| < Cllullp.
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Neka je (zg,y0) € Q proizvoljno i neka je r > 0 takvo da je

D((z0,90),7) < {(z,y) € R?: (z — m0)* + (y — y0)® < r?} C Q.

Kako je funkcija v harmonijska na Q sledi da za svako p € [0, 7] vazi

u<l’0, ?JO) = i u(x, y)ds
27p JaD((w0,0).0)
27
= — u(xo + pcost,yo + psint)dt.
27T 0

Mnozenjem poslednje jednakosti sa p, a zatim i integraljenjem po p od
0 do r dobijamo

2 r 2T

1

roul@o.yo) _ / / u(zo + pcost,yo + psint)pdt | dp,
2 2m Jo \Jo

u(zo, Yo) = ! // u(z,y)dzdy.

72 ) JB((wo,w0)r)

t].
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Pretpostavimo da je 1 < p < +o0.
) L ) 1 C
Neka je (zg,y0) € K proizvoljno i neka je r = §d(K’ 0°).

Kako je

1
u(xo,Yo) = // u(z, y)drdy,
72 ) JB((wo,0)r)
sledi da je

el < g [ ey < [ [ ey
$07y0
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Otuda na osnovu Helderove nejednakosti dobijamo

1 1
1 » s -5
(0, 90)| < —5 (// |u(g;,y)‘Pdmdy>p . (// lpp1dg;dy> a
™wr Q Q

odnosno

1
m(Q) 7 »
a0, yo)| < — ™Y ol

™ (3d(K, QF)

Sluc¢ajeve p = 11 p = +oo uraditi za domadi zadatak.
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Princip maksimuma,

Podsetimo se da za holomorfne funkcije vazi princip maksimuma
modula. Tj. vazi sledeéa teorema.

Neka je 2 C C oblast i neka je f: Q — C holomorfna funkcija. Ako
funkcija | f| ima maksimum na Q onda je f konstantna funkcija.
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Za harmonijske funkcije vazi princip maksimuma. Preciznije vaZi
sledec¢a teorema.

Teorema 5 (Princip maksimuma)

Neka je Q CR"™ oblast i neka je u : Q@ — R harmonijska funkcija. Ako
funkcija w ima maksimum na Q onda je u konstantna funkcija.

Dokaz. Neka je a € Q takva da funkcija u dostize maksimum u tacki a.
Sa A obelezimo skup u=!({u(a)}). Ako dokazemo da je A = Q dokazali
smo da je u konstantna funkcija.
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Kako je € povezan skup i A # @, da bismo dokazali da je A =)
dovoljno je da dokaZemo da je skup A i zatvoren i otvoren u €.

Funkcija v je neprekidna, pa je A zatvoren skup kao inverzna slika
zatvorenog skupa {u(a)}.

Dokazimo da je A otvoren skup. To ¢emo dokazati tako §to ¢emo
pokazati da za svako x € A postoji r > 0 takvo da je B(z,r) C A.

Neka je x € A proizvoljno. Kako funkcija u dostize maksimum u tacki
x, sledi da za svako y € Q vazi

(13) u(y) < u(zx).
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S druge strane, neka je r > 0 takvo da B(x,7) C €.

Na osnovu teoreme 3 vazi

uw = [t

W™ JB(a,r)

odnosno kako je / dy = wpr", vazi

B(z,r)

(14) ! / (u(x) — uly))dy = 0.

WnT" JB(x,r)
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Dalje, iz (13) i (14) uzimajuéi u obzir da je funkcija u neprekidna na €2
dobijamo u(y) = u(x), za svako y € B(z,r).

Dakle, B(x,7) C A.

Naredne teoreme su posledice principa maksimuma za harmonijske
funkcije, tj. teoreme 5.

Teorema 6 (Princip minimuma)

Neka je Q C R"™ oblast i neka je u : Q — R harmonijska funkcija. Ako
funkcija v ima minimum na ) onda je u konstantna funkcija.

Dokaz. Kako je funkcija v = —u harmonijska na 2 i kako funkcija v ima
maksimum na €2, na osnovu teoreme 5 sledi da je funkcija v konstantna
na . Dakle, i funkcija u je konstantna na €.
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Teorema 7

Neka je Q C R™ ogranicena oblast i neka je funkcija u: Q — R
neprekidna na Q i harmonijska na Q. Tada je

(15) max ¢ = maxu
a o0

7

(16) min v = min .
o o9

v

Dokaz. Pre svega primetimo da su Q i Q kompaktni skupovi u R”, pa
kako je funkcija u neprekidna na 2 na osnovu Vajer§trasove teoreme
sledi da svi navedeni maksimumi i minimumi postoje.
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Dokazimo (15).

Ako postoji zp € Q takvo da je u(xg) = maxu onda funkcija u dostize
Q

maksimum na 2. Otuda na osnovu teoreme 5 sledi da je funkcija u
konstantna na €2, a zbog neprekidnosti i na €. Dakle, vazi (15).

Ako ne postoji zg € Q takvo da je u(xyp) = maxwu onda (15) trivijalno
Q
vazi.

Analogno se dokazuje jednakost (16), s tim $to se umesto teoreme 5
koristi teorema 6.
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Teorema 8 (Jedinstvenost resenja Dirihleovog problema za

Laplasovu jednacinu na ogranicenoj oblasti)

Neka je Q@ C R"™ ogranicena oblast. Dirihleov problem za Laplasovu
jednacinu na oblasti 2 moZe imati najvise jedno resenje.

Dokaz. Pretpostavimo da su wj i ug dva reSenja odgovarajuceg
Dirihleovog problema i dokazimo da je u; = us. U tom cilju, neka je
U = u1; — ug. Tada za funkciju U vazi

1° U € C(;R) N C%Q; R);
2° AU(z) = 0 za svako x € ;
3° U(x) =0 za svako = € S

Na osnovu teoreme 7 sledi da je maxU = 0iminU = 0. Stoga je U =0
Q

Q
na ).
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Ostaju dva pitanja:
Da li Dirihleov problem za Laplasovu jednacinu na ) ima reSenje?

Ako Dirihleov problem za Laplasovu jednac¢inu na {2 ima regenje, kako
odrediti to reSenje?
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