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IV LAPLASOVA JEDNA�CINA

Neka je D ⊆ Rn neprazan otvoren skup.

Laplasijan funkcije u ∈ C2(D;R) jeste zbir

ux1x1 + . . .+ uxnxn .

Laplasijan funkcije u obele�zava se sa ∆u.

Laplasova jedna�cina (preciznije, Laplasova jedna�cina na D) jeste

parcijalna jedna�cina

∆u = 0,

pri �cemu je u ∈ C2(D;R) nepoznata funkcija.

Funkcija u ∈ C2(D;R) koja zadovoljava Laplasovu jedna�cinu naziva se

harmonijska funkcija (preciznije, harmonijska funkcija na D).
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Na primer, funkcije

u1 : R2 → R de�nisana sa u1(x, y) = x2 − y2;

u2 : R2 → R de�nisana sa u2(x, y) = ex cos y;

u3 : R2 \ {(0, 0)} → R de�nisana sa u3(x, y) = ln
√
x2 + y2;

u4 : R2 \ {(0, 0)} → R de�nisana sa u4(x, y) =
x

x2 + y2
;

jesu harmonijske funkcije na svojim oblastima de�nisanosti (tj. re�senja

odgovaraju�ce Laplasove jedna�cine).

Zatim, ako je n > 3 onda je funkcija u4 : Rn \ {0} → R de�nisana sa

u3(x) = |x|2−n (sa | · | obele�zavamo standardnu euklidsku normu u Rn)
harmonijska na svom domenu.

Neka je D ⊆ Rn neprazan otvoren skup. Za funkciju f : D → C ka�zemo

da je kompleksno-vrednosna harmonijska funkcija na D ako su funkcije

Re f i Im f harmonijske na D.
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Neka osnovna svojstva harmonijskih funkcija

Neka je D ⊆ Rn neprazan otvoren skup.

Konstantne funkcije (specijalno nula funkcija) de�nisane na D jesu

harmonijske funkcije na D.

Zbir dve harmonijske funkcije na D jeste harmonijska funkcija na D.

Proizvod skalara i harmonijske funkcije na D jeste harmonijska funkcija

na D.

Preciznije, skup svih realno-vrednosnih harmonijskih funkcija na D ima

strukturu vektorskog prostora nad R.

Analogno, skup svih kompleksno-vrednosnih harmonijskih funkcija na

D ima strukturu vektorskog prostora nad C.
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Neka je a ∈ Rn �ksirano i neka je D + a = {x+ a : x ∈ D}.

Ako je u : D → C harmonijska funkcija na D onda je funkcija

v : D + a→ C de�nisana sa v(x) = u(x− a) harmonijska na D + a.
Ovo svojstvo naziva se invarijantnost harmonijskih funkcija pri

translaciji. Dokazati to za doma�ci zadatak.

Neka je r > 0 �ksirano i neka je rD = {rx : x ∈ D}.

Ako je u : D → C harmonijska funkcija na D onda je funkcija

v : rD → C de�nisana sa v(x) = u
(x
r

)
harmonijska na rD. Ovo

svojstvo naziva se invarijantnost harmonijskih funkcija pri homotetiji.

Dokazati to za doma�ci zadatak.
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Fundamentalno re�senje Laplasove jedna�cine

Neka je n > 2 prirodan broj. Pretpostavimo da je u : Rn \ {0} → R
harmonijska funkcija na Rn \ {0} (tj. re�senje Laplasove jedna�cine na
Rn \ {0}) takva da za svako x ∈ Rn \ {0} va�zi u(x) = v(|x|) za neku

funkciju v : (0,+∞)→ R.

Drugim re�cima, pretpostavimo da vrednosti funkcije u u ta�cki

x ∈ Rn \ {0} zavise samo od rastojanja ta�cke x i ta�cke 0.

Kako je u(x) = v(|x|), sledi da za i = 1, . . . , n va�zi

uxi(x) = v′(|x|) xi
|x|
,

kao i

uxixi(x) = v′′(|x|) x
2
i

|x|2
+ v′(|x|) |x|

2 − x2
i

|x|3
.
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Otuda je

∆u(x) =

n∑
i=1

uxixi(x)

= v′′(|x|) +
n− 1

|x|
v′(|x|).

Kako je ∆u(x) = 0 dobijamo

(1) v′′(|x|) +
n− 1

|x|
v′(|x|) = 0.

Nakon smene r = |x| i w = v′ iz (1) dobijamo

w′(r) +
n− 1

r
w(r) = 0.

Re�savanjem poslednje jedna�cine dobijamo

w(r) = C1r
1−n,

gde je C1 ∈ R proizvoljno.
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Dalje, nakon vra�canja smene dobijamo v′(r) = C1r
1−n, a samim tim i

v(r) =

{
C1 ln r + C2, n = 2,
C1

2−nr
2−n + C2, n > 3,

gde su C1, C2 ∈ R proizvoljni.

Kona�cno,

u(x) =

{
C1 ln |x|+ C2, n = 2,
C1

2−n |x|
2−n + C2, n > 3,

gde su C1, C2 ∈ R proizvoljni.

Specijalno, ako je C1 = −(nωn)−1 (ωn je zapremina jedini�cne lopte u

Rn) i C2 = 0 funkcija u naziva se fundamentalno re�senje Laplasove

jedna�cine.
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Veza harmonijskih funkcija dve promenljive sa
holomorfnim funkcijama

Postoje interesantne veze izmedu harmonijskih funkcija dve promenljive

i holomorfnih funkcija.

Ako je D ⊆ C neprazan otvoren skup i f : D → C holomorfna funkcija

na D, onda su Re f i Im f harmonijske funkcije na D, odnosno f je

kompleksno-vrednosna harmonijska funkcija na D.

Ako je D ⊆ C prosto povezana oblast i u : D → R harmonijska funkcija

na D, onda postoji holomorfna funkcija f : D → C (jedinstvena do na

aditivnu konstantu) takva da je u = Re f .
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Zadaci

Zadatak 1

Neka je u : R2\{(0, 0)} → R de�nisana sa u(x, y) = ln
√
x2 + y2.

a) Dokazati da je funkcija u harmonijska na R2\{(0, 0)}.
b) Dokazati da ne postoji holomorfna funkcija f : C\{0} → C takva

da je u = Re f .
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Deo a) neka ostane za doma�ci zadatak.

Uradimo deo b). Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji holomorfna

funkcija f : C\{0} → C takva da je u = Re f . Tada za svako

z = x+ iy ∈ C\{0} va�zi f ′(z) = ux(z)− iuy(z), odnosno

f ′(z) =
x

x2 + y2
− i y

x2 + y2
=

1

z
.
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Dalje, neka je γ : [0, 2π]→ C de�nisana sa γ(t) = eit.
Tada je ∫

γ
f ′(z)dz =

∫
γ

1

z
dz =

∫ 2π

0

1

eit
ieitdt = 2πi.

Medutim, s druge strane va�zi i∫
γ
f ′(z)dz =

∫ 2π

0
f ′(γ(t))γ′(t)dt =

∫ 2π

0
(f ◦ γ)′(t)dt

= (f ◦ γ)(2π)− (f ◦ γ)(0) = 0.

Otuda je 2πi = 0. Dakle, dobili smo kontradikciju.
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Pitanje za razmi�sljanje: Neka je K = {(x, y) ∈ R2 : x > 0} i neka je

u : K→ R de�nisana sa u(x, y) = ln
√
x2 + y2.

Da li postoji holomorfna funkcija f : K→ C takva da je u = Re f?

Ako postoji odrediti tu funkciju.
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Zadatak 2

Neka je Ω ⊆ C oblast i f : Ω→ C takva da su f i f2 harmonijske na Ω.

Dokazati da je f ili f holomorfna funkcija na Ω.
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Neka je D ⊂ C neprazan otvoren skup. Po de�niciji, funkcija g : D → C
jeste harmonijska na D ako su funkcije Re g i Im g harmonijske funkcije

na D.

Jasno je da je svaka funkcija g : D → C koja je holomorfna na D i

harmonijska na D. Obratno nije ta�cno.

Neka je u = Re f i v = Im f .
Dakle, treba da doka�zemo da je f = u+ iv ili f = u− iv holomorfna

funkcija.

Va�zi f2 = u2 − v2 + i2uv. Dakle, po pretpostavci imamo da je

∆u(x, y) = 0,

∆v(x, y) = 0,

∆(u2 − v2)(x, y) = 0,

∆(uv)(x, y) = 0,

za svako (x, y) ∈ Ω.
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Nadalje pretpostavimo da je (x, y) ∈ Ω proizvoljno i ne�cemo vi�se pisati

argumente funkcija.

Neposrednim ra�cunanjem dobijamo

∆(u2 − v2) = (u2 − v2)xx + (u2 − v2)yy

= 2(u2
x − v2

x + uuxx − vvxx)

+2(u2
y − v2

y + uuyy − vvyy).

Otuda, kako je ∆u = ∆v = 0 i ∆(u2 − v2) = 0, sledi

u2
x + u2

y − v2
x − v2

y = 0.
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Takode, neposrednim ra�cunanjem dobijamo

∆(uv) = (uv)xx + (uv)yy

= (uxxv + 2uxvx + uvxx)

+(uyyv + 2uyvy + uvyy).

Otuda, kako je ∆u = ∆v = 0 i ∆(uv) = 0, sledi

uxvx + uyvy = 0.
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Dakle,

u2
x + u2

y − v2
x − v2

y + 2i(uxvx + uyvy) = 0

i otuda

(ux + ivx)2 + (uy + ivy)
2 = 0.

Dalje, iz prethodne jednakosti dobijamo

(ux + ivx + iuy − vy) · (ux + ivx − iuy + vy) = 0.

Otuda je

ux + ivx + iuy − vy = 0

ili

ux + ivx − iuy + vy = 0.
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Primetimo da je jednakost

ux + ivx + iuy − vy = 0

ekvivalentna sa jednakostima

ux = vy,

vx = −uy,

odnosno Ko�si-Rimanovim jednakostima za funkciju f .
Takode, primetimo da je jednakost

ux + ivx − iuy + vy = 0

ekvivalentna sa jednakostima

ux = −vy,
vx = uy,

odnosno Ko�si-Rimanovim jednakostima za funkciju f .
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Otuda sledi da je funkcija f ili funkcija f holomorfna na Ω.

Medutim, da li je ovo re�senje korektno?

Postoji propust.
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Propust je u koraku:

Iz

(ux + ivx + iuy − vy) · (ux + ivx − iuy + vy) = 0,

sledi da je

ux + ivx + iuy − vy = 0

ili

ux + ivx − iuy + vy = 0.

Ako je proizvod dve funkcije nula funkcija, ne mora da zna�ci da je bar

jedna od tih funkcija nula funkcija.

�Cak i ako te dve funkcije pripadaju C∞(Ω;R). Ali, �sta ako su te dve

funkcije holomorfne na Ω?
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Ako su dve funkcije holomorfne na Ω i ako je njihov proizvod nula

funkcija, onda je bar jedna od tih funkcija nula funkcija (objasniti

za�sto).

Neka je G : Ω→ C de�nisana sa

G = ux + ivx + iuy − vy = (ux − vy) + i(vx + uy),

i neka je H : Ω→ C de�nisana sa

H = ux + ivx − iuy + vy = (ux + vy) + i(vx − uy).

Ispostavlja se da su funkcije G i H holomorfne na Ω.
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Osim toga iz

(ux + ivx + iuy − vy) · (ux + ivx − iuy + vy) = 0,

sledi

G ·H = 0,

a samim tim i

G ·H = 0.

Otuda, kako su funkcije G i H holomorfne na Ω, sledi da je

G = 0 na Ω

ili

H = 0 na Ω.

Medutim, kako je G = 0 ekvivalentno sa G = 0 dobijamo tra�zeni

zaklju�cak.
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Dirihleov problem za Laplasovu jedna�cinu

Neka je Ω ⊂ Rn oblast i neka je g ∈ C(∂Ω;R) data funkcija. Dirihleov

problem za Laplasovu jedna�cinu na oblasti Ω odnosi se na odredivanje
funkcije u : Ω→ R takve da je

1◦ u ∈ C(Ω;R) ∩ C2(Ω;R);

2◦ ∆u(x) = 0 za svako x ∈ Ω;

3◦ u(x) = g(x) za svako x ∈ ∂Ω.

Interesuju nas egzistencija i jedinstvenost re�senja Dirihleovog problema

za Laplasovu jedna�cinu na oblasti Ω.
Odgovaraju�ca tvrdenja zavise od dimenzije (razlikuju se slu�cajevi n = 2
i n > 3) i od svojstava oblasti Ω.
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Na primer, za po�cetak interesuje nas egzistencija i jedinstvenost re�senja

Dirihleovog problema za Laplasovu jedna�cinu na oblasti B(a,R).

Ovde je sa B(a,R) obele�zena lopta u Rn �ciji je centar a ∈ Rn i

polupre�cnik R > 0, tj. B(a,R) = {x ∈ Rn : |x− a| < R}.

Kako bismo formulisali i dokazali odgovaraju�ca tvrdenja, najpre �cemo

izu�citi neka svojstva harmonijskih funkcija.

Da bismo izu�cili ta svojstva potrebno je da podsetimo nekih pojmova i

tvrdenja iz Analize 2.
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Povr�sinski integrali i Grinovi identiteti

Neka je D ⊆ Rn−1 oblast koja je homeomorfna jedini�cnoj lopti u Rn−1 i

neka je preslikavanje ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) ∈ C1(D;Rn) takvo da je ϕ|D
injektivno preslikavanje na D, S = ϕ(D) i S = ϕ(D).

Skup S naziva se (n− 1)−dimenziona orijentisana elementarna C1

povr�s. Preslikavanje ϕ naziva se parametrizacija povr�si S.
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Na primer, ako je a ∈ Rn, R > 0 i D = (0, π)n−2 × (0, 2π) i ako je

ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) : D → Rn de�nisana sa

ϕ1(t1, . . . , tn−1) = a1 +R cos t1,

ϕ2(t1, . . . , tn−1) = a2 +R sin t1 cos t2,

ϕ3(t1, . . . , tn−1) = a3 +R sin t1 sin t2 cos t3,

. . . . . . . . . ,

ϕn−1(t1, . . . , tn−1) = an−1 +R sin t1 . . . sin tn−2 cos tn−1,

ϕn(t1, . . . , tn−1) = an +R sin t1 . . . sin tn−2 sin tn−1,

onda je ϕ(D) = ∂B(a,R), tj. sfera u Rn �ciji je centar a i polupre�cnik R.
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Neka je ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) parametrizacija proizvoljne

(n− 1)−dimenzione orijentisane elementarne C1 povr�si S.

Uvedimo oznake x = (x1, . . . , xn) i t = (t1, . . . , tn−1).

Sa Γϕ(t) obele�zimo gramijan uredene (n− 1)−torke vektora

∂ϕ

∂t1
(t) =

(
∂ϕ1

∂t1
(t), . . . ,

∂ϕn
∂t1

(t)

)
,

. . . . . . . . .
∂ϕ

∂tn−1
(t) =

(
∂ϕ1

∂tn−1
(t), . . . ,

∂ϕn
∂tn−1

(t)

)
.
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Dakle,

Γϕ(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

〈
∂ϕ

∂t1
(t),

∂ϕ

∂t1
(t)

〉
· · ·

〈
∂ϕ

∂t1
(t),

∂ϕ

∂tn−1
(t)

〉
...

. . .
...〈

∂ϕ

∂tn−1
(t),

∂ϕ

∂t1
(t)

〉
· · ·

〈
∂ϕ

∂tn−1
(t),

∂ϕ

∂tn−1
(t)

〉
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

gde je sa 〈·, ·〉 obele�zen standardni skalarni proizvod u Rn.
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Za neprekidnu funkciju f : S → R de�ni�semo povr�sinski integral

funkcije f po S na slede�ci na�cin:∫
S
fdS =

∫
S
f(x)dS(x) =

∫
D
f(ϕ(t))

√
Γϕ(t)dt.

Povr�sina povr�si S i povr�si S jeste

∫
S
dS.

Mo�ze se izra�cunati da je povr�sina povr�si ∂B(a,R) jednaka nRn−1ωn,
pri �cemu je ωn zapremina lopte B(0, 1). Napomenimo i da je zapremina

lopte B(a,R) jednaka Rnωn.
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U formulacijama slede�cih nekoliko teorema i njihovih posledica

pretpostavljamo da je Ω ⊂ Rn ograni�cena oblast takva da je ∂Ω
kona�cna unija zatvorenja (n− 1)−dimenzionih orijentisanih

elementarnih C1 povr�si.

Takode, neka je ν(x) = (ν1(x), . . . , νn(x)) spolja�snji jedini�cni vektor

normale na ∂Ω u ta�cki x ∈ ∂Ω i neka je
∂

∂ν
izvod u pravcu tog vektora.

Teorema 1 (Formula Grin-Gaus-Ostrogradski)

Neka je u ∈ C1(Ω;R). Tada je

(2)

∫
Ω
uxidx =

∫
∂Ω
uνidS, za svako i = 1, . . . , n.
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Posledica 1 (Parcijalna integracija)

Neka su u, v ∈ C1(Ω;R). Tada je

(3)

∫
Ω
uxivdx = −

∫
Ω
uvxidx+

∫
∂Ω
uvνidS, za svako i = 1, . . . , n.

Dokaz. Na osnovu (2) imamo da za svako i ∈ {1, . . . , n} va�zi∫
Ω

(uv)xidx =

∫
∂Ω
uvνidS.

Otuda, kako je (uv)xi = uxiv + uvxi , dobijamo (3).
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Posledica 2 (Prvi Grinov identitet)

Neka je u ∈ C2(Ω;R). Tada je

(4)

∫
Ω

∆udx =

∫
∂Ω

∂u

∂ν
dS.

Dokaz. Podsetimo se da je
∂u

∂ν
= 〈∇u, ν〉. Ako u (2) umesto u uzmemo

uxi dobijamo da za svako i ∈ {1, . . . , n} va�zi

(5)

∫
Ω
uxixidx =

∫
∂Ω
uxiνidS.

Iz (5) odgovaraju�cim sabiranjem dobijamo (4).
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Posledica 3 (Drugi Grinov identitet)

Neka su u, v ∈ C2(Ω;R). Tada je

(6)

∫
Ω
〈∇u,∇v〉dx = −

∫
Ω
u∆vdx+

∫
∂Ω
u
∂v

∂ν
dS.

Dokaz. Ako u (3) umesto v uzmemo vxi dobijamo da za svako

i ∈ {1, . . . , n} va�zi

(7)

∫
Ω
uxivxidx = −

∫
Ω
uvxixidx+

∫
∂Ω
uvxiνidS.

Iz (7) odgovaraju�cim sabiranjem dobijamo (6).
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Posledica 4 (Tre�ci Grinov identitet)

Neka su u, v ∈ C2(Ω;R). Tada je

(8)

∫
Ω

(u∆v − v∆u)dx =

∫
∂Ω

(
u
∂v

∂ν
− v∂u

∂ν

)
dS.

Dokaz. Na osnovu (6) va�zi

(9)

∫
Ω
〈∇u,∇v〉dx = −

∫
Ω
u∆vdx+

∫
∂Ω
u
∂v

∂ν
dS,

ali i

(10)

∫
Ω
〈∇v,∇u〉dx = −

∫
Ω
v∆udx+

∫
∂Ω
v
∂u

∂ν
dS,

Oduzimanjem odgovaraju�cih strana jednakosti (9) i (10) dobijamo (8).
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