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IV LAPLASOVA JEDNACINA

Neka je D C R"™ neprazan otvoren skup.

Laplasijan funkcije u € C%(D;R) jeste zbir
Ugizy T oo+ Uz, -

Laplasijan funkcije u obeleZava se sa Au.

Laplasova jednacina (preciznije, Laplasova jednacina na D) jeste
parcijalna jednacina
Au=0,

pri ¢emu je u € C?(D;R) nepoznata funkcija.

Funkcija u € C%(D;R) koja zadovoljava Laplasovu jednadinu naziva se
harmonijska funkcija (preciznije, harmonijska funkcija na D).
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Na primer, funkcije
up : R? — R definisana sa u1(z,y) = 22 — y?;
ug : R? — R definisana sa us(x,y) = €% cos y;

uz : R?2\ {(0,0)} — R definisana sa uz(z,y) = In /22 + y2;

ug : R2\ {(0,0)} — R definisana sa u4(z,y) = ﬁy?;

jesu harmonijske funkcije na svojim oblastima definisanosti (tj. resenja
odgovarajuée Laplasove jednaine).

Zatim, ako je n > 3 onda je funkcija uy : R™ \ {0} — R definisana sa
uz(x) = |22~ (sa | - | obelezavamo standardnu euklidsku normu u R")
harmonijska na svom domenu.

Neka je D C R"™ neprazan otvoren skup. Za funkciju f: D — C kazemo
da je kompleksno-vrednosna harmonijska funkcija na D ako su funkcije
Re f i Im f harmonijske na D.
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Neka osnovna svojstva harmonijskih funkcija

Neka je D C R"™ neprazan otvoren skup.

Konstantne funkcije (specijalno nula funkcija) definisane na D jesu
harmonijske funkcije na D.

Zbir dve harmonijske funkcije na D jeste harmonijska funkcija na D.

Proizvod skalara i harmonijske funkcije na D jeste harmonijska funkcija
na D.

Preciznije, skup svih realno-vrednosnih harmonijskih funkcija na D ima
strukturu vektorskog prostora nad R.

Analogno, skup svih kompleksno-vrednosnih harmonijskih funkcija na
D ima strukturu vektorskog prostora nad C.
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Neka je a € R” fiksirano i neka je D +a ={z+a: 2z € D}.

Ako je u : D — C harmonijska funkcija na D onda je funkcija

v: D+ a — C definisana sa v(z) = u(z — a) harmonijska na D + a.
Ovo svojstvo naziva se invarijantnost harmonijskib funkcija pri
translacigi. Dokazati to za domadi zadatak.

Neka je r > 0 fiksirano i neka je rD = {rz : © € D}.

Ako je u : D — C harmonijska funkcija na D onda je funkcija
v : 1D — C definisana sa v(z) = u <£> harmonijska na rD. Ovo

svojstvo naziva se invarijaninost harmonijskih funkcija pri homotetiji.
Dokazati to za domaci zadatak.
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Fundamentalno resenje Laplasove jednacine

Neka je n > 2 prirodan broj. Pretpostavimo da je u: R™\ {0} - R

harmonijska funkcija na R™ \ {0} (tj. reSenje Laplasove jednatine na
R™\ {0}) takva da za svako z € R™\ {0} vazi u(z) = v(|z|) za neku
funkciju v : (0, +00) — R.

Drugim rec¢ima, pretpostavimo da vrednosti funkcije v u tacki
x € R™\ {0} zavise samo od rastojanja tacke x i tacke 0.

Kako je u(z) = v(|z|), sledi da za i = 1,...,n vazi
T

ta, () =/ (j2l)

kao 1
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Otuda je

=1

—1
]

o"(J2]) + S ().

Kako je Au(xz) = 0 dobijamo

n—1

(1) v (Jal) + V(lz]) = 0.

||

Nakon smene r = |z| i w = v iz (1) dobijamo

—1
w'(r) +

w(r) =0.

r

Resavanjem poslednje jednacine dobijamo
w(r) = Cyrt™",

gde je C7 € R proizvoljno.
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Dalje, nakon vrac¢anja smene dobijamo v/(r) = C17'~", a samim tim i

Cilnr+Cy, n=2,
v(r) = L1 p2-n 4 Cy, n =3,

2—n
gde su Cq,Cy € R proizvoljni.
Konagno,

B Ciln|z|+Cy n=2,
u(w) = |2 4+ Oy, mo >3,

gde su ', Cy € R proizvoljni.
Specijalno, ako je O = —(nwy,) ™! (w, je zapremina jedini¢ne lopte u

R™) i Cy = 0 funkcija u naziva se fundamentalno resenje Laplasove
jednadine.
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Veza harmonijskih funkcija dve promenljive sa

holomorfnim funkcijama

Postoje interesantne veze izmedu harmonijskih funkcija dve promenljive
i holomorfnih funkcija.

Ako je D C C neprazan otvoren skup i f: D — C holomorfna funkcija
na D, onda su Re f i Im f harmonijske funkcije na D, odnosno f je
kompleksno-vrednosna harmonijska funkcija na D.

Ako je D C C prosto povezana oblast i v : D — R harmonijska funkcija
na D, onda postoji holomorfna funkcija f : D — C (jedinstvena do na
aditivnu konstantu) takva da je u = Re f.
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Zadaci

Neka je u : R2\{(0,0)} — R definisana sa u(x,y) = In /22 + 2.
a) Dokazati da je funkcija u harmonijska na R?\{(0,0)}.

b) Dokazati da ne postoji holomorfna funkcija f : C\{0} — C takva
da je u = Re f.
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Deo a) neka ostane za domadi zadatak.

Uradimo deo b). Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji holomorfna
funkcija f : C\{0} — C takva da je u = Re f. Tada za svako
z=x+1y € C\{0} vazi f'(z) = uz(2) — iuy(z), odnosno

T Y 1

/ o o
Fz) = 2 4+ 12 Zx2+y2 z
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Dalje, neka je v : [0,27] — C definisana sa (t) = €.

Tada je
, 1 21 1 ” '
f(z)dz= | —dz= —ie"dt = 2mi.
v v ® o ¢

Medutim, s druge strane vazi i

2 2
/ P = [ PeOW @)= / (f o) (B)dt
¥ 0 0
= (fov)@2m)—(foy)(0)=0.

Otuda je 2mi = 0. Dakle, dobili smo kontradikciju.
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Pitanje za razmigljanje: Neka je K = {(z,y) € R? : 2 > 0} i neka je
u: K — R definisana sa u(z,y) = In /22 + y2.

Da li postoji holomorfna funkcija f : K — C takva da je u = Re f?

Ako postoji odrediti tu funkciju.
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Neka je Q C C oblast ¢ f:Q — C takva da su f i f> harmonijske na Q.
Dokazati da je f ili f holomorfna funkcija na $2.
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Neka je D C C neprazan otvoren skup. Po definiciji, funkcija g : D — C
jeste harmonijska na D ako su funkcije Re g i Im ¢ harmonijske funkcije
na D.

Jasno je da je svaka funkcija g : D — C koja je holomorfna na D i
harmonijska na D. Obratno nije tafno.

Neka jeu=Re fiv=1Imf. _
Dakle, treba da dokaZemo da je f = u +iv ili f = u — iv holomorfna
funkcija.

Vazi f? = u? — v? + i2uv. Dakle, po pretpostavci imamo da je

1
o o o o

za svako (z,y) € (.
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Nadalje pretpostavimo da je (x,y) € € proizvoljno i ne¢emo vise pisati
argumente funkcija.

Neposrednim rac¢unanjem dobijamo

A(u2 — 1)2) = (u2 — vz)m + (u2 — v2)yy

= 2(1@ — vfc + Uy — VULy)

+2(u§ - UZ + Uty — VUyy).

Otuda, kako je Au = Av =01 A(u? —v?) =0, sledi

2 2,2 2 _
Uy + Uy — vy — v, = 0.

Marek Svetlik



Takode, neposrednim ra¢unanjem dobijamo

Aluwv) = (u)ge + (U0)yy
= (Uga¥ + 2UzVy + UVLy)

(Uyyv + 2uyvy + uvyy).
Otuda, kako je Au=Av =01 A(uv) =0, sledi

UgVg + Uyvy = 0.
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Dakle,

u§+u2—v2

v~ Vi — vg + 2i(ugVy + uyvy) =0

i otuda
(g + ivg)? + (uy + ivy)? = 0.

Dalje, iz prethodne jednakosti dobijamo
(Ug + 10z + duy — vy) - (Up + 10y — iuy +vy) = 0.
Otuda je
Uy + 10z + iUy — vy = 0
ili
Uy + 10z — TUy + vy = 0.
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Primetimo da je jednakost
Uy + 10z + iUy — vy = 0
ekvivalentna sa jednakostima

Uy = Uy,

Vp = —Uy,

odnosno Kosi-Rimanovim jednakostima za funkciju f.
Takode, primetimo da je jednakost

Uy + 10z — Uy + vy = 0
ekvivalentna sa jednakostima

Uy — —'Uy,

Up = Uy,
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Otuda sledi da je funkcija f ili funkcija f holomorfna na €.
Medutim, da li je ovo reSenje korektno?

Postoji propust.
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Propust je u koraku:

Iz
(Ug + 10z + iuy — vy) - (Uy + 10 — iuy +vy) =0,
sledi da je
Uy + 10z + Ty — vy =0
ili

Uy + 10z — Uy + vy = 0.

Ako je proizvod dve funkcije nula funkcija, ne mora da znaci da je bar
jedna od tih funkcija nula funkcija.

Cak i ako te dve funkcije pripadaju C*®(Q;R). Ali, ta ako su te dve
funkcije holomorfne na Q7
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Ako su dve funkcije holomorfne na €2 i ako je njihov proizvod nula
funkcija, onda je bar jedna od tih funkcija nula funkcija (objasniti
zasto).

Neka je G : 2 — C definisana sa
G = uy + vy + ity — vy = (Ug — vy) + (v + uy),
ineka je H : Q@ — C definisana sa

H = uy + vy — ity + vy = (ug +vy) + i(vp — uy).

Ispostavlja se da su funkcije G i H holomorfne na (.
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Osim toga iz
(Ug + 10z + iuy — vy) - (Up + 1V, — iuy +vy) =0,

sledi
G-H=0,
a samim tim 1

G-H=0.

Otuda, kako su funkcije G i H holomorfne na €2, sledi da je
G =0na

ili
H =0 na Q.

Medutim, kako je G = 0 ekvivalentno sa G = 0 dobijamo traZeni
zakljucak.
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Dirihleov problem za Laplasovu jednacinu

Neka je 2 C R™ oblast i neka je g € C'(0Q; R) data funkcija. Dirihleov
problem za Laplasovu jednacinu na oblasti £ odnosi se na odredivanje
funkcije v :  — R takve da je

1° u € C(;R) NC%HQ; R);

2° Au(z) = 0 za svako x €

3° u(x) = g(x) za svako = € 9N,
Interesuju nas egzistencija i jedinstvenost reSenja Dirihleovog problema
za Laplasovu jednadinu na oblasti €.
Odgovarajuca tvrdenja zavise od dimenzije (razlikuju se sluc¢ajevi n = 2
in > 3)1iod svojstava oblasti €.
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Na primer, za pocetak interesuje nas egzistencija i jedinstvenost resenja
Dirihleovog problema za Laplasovu jedna¢inu na oblasti B(a, R).

Ovde je sa B(a, R) obelezena lopta u R™ ¢iji je centar a € R™ i
polupretnik R > 0, tj. B(a,R) ={z € R": |z — a| < R}.

Kako bismo formulisali i dokazali odgovarajuca tvrdenja, najpre ¢emo
izu€iti neka svojstva harmonijskih funkcija.

Da bismo izud¢ili ta svojstva potrebno je da podsetimo nekih pojmova i
tvrdenja iz Analize 2.
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Povrsinski integrali i Grinovi identiteti

Neka je D C R*! oblast koja je homeomorfna jedini¢noj lopti u R?~1 i
neka je preslikavanje ¢ = (1, ..., p,) € CH(D; R™) takvo da je ¢|p

injektivno preslikavanje na D, S = ¢(D) i S = (D).

Skup S naziva se (n — 1)—dimenziona orijentisana elementarna C!
povrs. Preslikavanje ¢ naziva se parametrizacija povrsi S.
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Na primer, ako je a € R", R>01i D = (0,7)"2 x (0,27) i ako je
©=(p1,-..,pn) : D — R" definisana sa

o1(t1, ... tho1)
wa(t1, ... tho1)
903(t17 CIEaE 7tn—1)
(pn—l(tla e 7tn—1>
Spn(tla .. 7tn—1>

onda je p(D) = 0B(a, R),
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tj.

a1 + Rcosty,
as + Rsintq costo,
as + Rsinty sinty costs,
.
Gn_1+ Rsinty...sint,_ocost,_1,

an + Rsinty...sint,_osint,_1,

sfera u R™ ¢&iji je centar a i polupretnik R.




Neka je ¢ = (¢1, ..., pn) parametrizacija proizvoljne
(n — 1)—dimenzione orijentisane elementarne C'* povrsi S.

Uvedimo oznake z = (x1,...,25) 1t = (t1,...,th—1).

Sa I'y,(t) obelezimo gramijan uredene (n — 1)—torke vektora

9¢ .y _ (91 s

8t1 (t) - < 8t1 (t)7 cey 8t1 (t)> )
o o .

) = (02 0).
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Dakle,

O o Oy oy
(wgm) = (505 0)
Ly(t) = : : )

<8Z¢1(t)’gtf(t)> <ai¢1(t)’ati@1(t>>

gde je sa (-, -) obelezen standardni skalarni proizvod u R"™.
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Za neprekidnu funkciju f : S — R definiS§emo povrsinski integral
funkcije f po S na sledeci nadin:

/de /f )dS (x /f (1)/T o ().

Poursina povrsi S i poursi S jeste /dS.
S

Moze se izracunati da je povrina povréi 0B (a, R) jednaka nR™ wy,,
pri ¢emu je w,, zapremina lopte B(0,1). Napomenimo i da je zapremina
lopte B(a, R) jednaka R"wy,.

Marek Svetlik



U formulacijama sledeéih nekoliko teorema i njihovih posledica
pretpostavljamo da je €2 C R™ ograni¢ena oblast takva da je 02
konatna unija zatvorenja (n — 1)—dimenzionih orijentisanih
elementarnih C! povréi.

Takode, neka je v(x) = (v1(z),...,vn(z)) spoljasnji jedini¢ni vektor

normale na 90 u tatki x € 92 i neka je m izvod u pravcu tog vektora.
v

Teorema 1 (Formula Grin-Gaus-Ostrogradski)
Neka je u € CH(Q;R). Tada je

(2) / Uy, dx = / uv;dS, za svakoi=1,...,n.
Q o
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Posledica 1 (Parcijalna integracija)

Neka su u,v € CH(Q;R). Tada je

(3) / Ug,vdT = —/ UV, dx -I—/ uvydS, za svakoi=1,... n.
Q Q o0

Dokaz. Na osnovu (2) imamo da za svako i € {1,...,n} vazi

/(uv)xidx:/ uvy;dS.
Q o0

Otuda, kako je (uv)z, = uz,v + uvy,, dobijamo (3).
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Posledica 2 (Prvi Grinov identitet)

Neka je u € C?(Q;R). Tada je

ou
(4) / Audx = - %dS

Dokaz. Podsetimo se da je 8— = (Vu,v). Ako u (2) umesto u uzmemo
v

uz, dobijamo da za svako i € {1,...,n} vazi

(5) /umixidx:/ Uy, V3 dS.
Q o9

Iz (5) odgovarajué¢im sabiranjem dobijamo (4).

Marek Svetlik



Posledica 3 (Drugi Grinov identitet)
Neka su u,v € C%(Q;R). Tada je

(6) /Q (Vu, Voo = /Q uAvdz + / u—dS

Dokaz. Ako u (3) umesto v uzmemo v,, dobijamo da za svako
ie{l,...,n} vaz

(7) /umivzid:n:—/uvwixida:+/ UL, 1;dS.
9 Q on

Iz (7) odgovarajué¢im sabiranjem dobijamo (6).
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Posledica 4 (Tre¢i Grinov identitet)

Neka su u,v € C%(Q;R). Tada je

ov ou
(8) /Q(uAv —vAu)dr = /aQ <u% — va) ds.

Dokaz. Na osnovu (6) vazi

(9) /(Vu, Vu)dr = —/ uAvd:L‘+/ u@dS,
9] 9] o Ov
alii
ou
(10) /(Vv,Vu>dac: —/ vAudz + v—dS,
a a oo Ov

Oduzimanjem odgovarajué¢ih strana jednakosti (9) i (10) dobijamo (8).
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