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6) Funkcije 1+3x2—x5 6+x+4x5 s oblasti R,

7) Funkcije cosx, sin x definirane u R.

3 —2 0,5] '__“ 0 0 3
8) Matrice | 0,4 0,23 34|, 1 0 5
172 504 2,3 7,2 3,4 —5,2

9) Nizovi cosw’x, sinw’ x; pri tom «’ prolazi beskonaCnim cifar-
skim intervalom le'={0, 1,2, ..}; nadalie, x&R.

10) [cos?tdt, [ sin2t dr.
0 0

4. LINEARNA ZAVISNOST VEKTORA.
LINEARNA NEZAVISNOST VEKTORA

4.0. Priprema. Promatramo Ii na zadanoj pravulji p bilo koji vektor e

—

koji je ===-(')i tada se svaki drugi vektor Vs pravulje p moZe izraziti pomodu e u

—

obliku cZ t). V= ce, odnosno Vv—ce=0 gdje je ¢ odreden broj.

Specijalno, za v=0 imamo ¢=90. Ako je ¢+0, tada se 1 e moZe 1zraziti

pomocu v. Bilo koja dva vektora na pravulji medusobno su vezana linearno.

Naprotiv, u ravnini imamo 1 parova nezavisnih vektora: svaki par e,,e,

vektord koji zatvaraju oS$tar kut medusobno su nezavisni linearno, tj. jedan se
| ne moZe izraziti linearno pomo-

¢u drugoga, odnosno: nula-veza

—

11€1+7Kz€2=0, lz.E.R

ima nuzZzno za posljedicu A=
=X, =0. Naprotiv, ako je e,
bilo koji treéi vektor u ravnini,
onda se nula-veza

SL. 13.4.0. | o A e, + 2, +Ase; =0
uz uslov Ay &R mole ostvariti i nctrivijzﬂno (tako npr. na slici je
e;=2e+1,5¢, tj. 2e+1,5¢,—e5=0).
Primjer s jednadZbama i mizovima. JednadZbe
2x0+3x;=4, 4x,+6x,=8

medusobno sﬁ zavisne; ,,pripadni‘‘ nizovi

2, 3, 4

4, 6, 8
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takoder; naprotiv, jednadzbe 2x+y=1, 4x+y=235 ne zavise medusobno line-
arno; isto vrijedi za dva niza 2, 1, 11 4, 1, 5.

Imajuéi na umu ta svakidaSnja i elementarna razmatranja i, osim toga,
zna.juéi kako je raznovrstan i opéenit pojam vektora (isp. § 3), prelazimo na
preciziranje linearne zavisnosti (nezavisnosti) vektor2 1 dokazivanje nekih osnov-
nih stvari o ,,dimenziji“ vektorskih prostora.

Neka slika jednostavnih gornjih primjera SluZl kao oslonac i vodilja u
opéim razmatranjima. |

Rang matrice kao zajedmckl mak51maln1 bI‘O_] linearno nezawsmh n]enlh
stupaca, odnosno redaka, odnosno kao maksimalni stupanj regularnih subma-
trica, osnovni je pojam u algebri. Druga je osnovna <cinjenica istobrojnost sva-
kog para bazd u svakom vektorskom prostoru (teorem 4.6.1.) 1 1zomorfizam
izmedu Vi 1V, za k=n<o (teorem 4.6.1).

4.1. Definicija linearne nezavisnosti. Zadani konacni niz od s Vektoraﬂ
» je linearno nezavisan ili slobodan ako iz veza - :

(l) Z)\s’xs’ =0, Ay ER
nuZno 1zlazi
(2) Ay =0 za svako s'=1, 2,...,s.

Ako su veze (1) moguce i bez uslova (2), kaze se da su vektori vy, tj.
vektori v,,v,,. - +,V;, linearno zavisni; pri tom je s prirodan broj.

4.1.1. Kaze se da je zadani beskonacni skup M vektord linearno nezavi-
san ako mu je svaki konacni dio linearno nezavisan. Beskona&ni skup vektora
je linearno zavisan ako mu je bar jedan konalan podskup linearno zavisan.

4.2, Primjeri.—4.2.1. Je su li stupci matrice a——~[3 g] linearno
zavisni ili nezavisni? |
3 0 Y
Imamo stupce a.;= o | a., = 5 ; treba ispitati veze
(3) M@, +20a,=0, M ER.

<o) [ ]e]
[l sl
NN

1} Rus.: 3aBHCHMOCTB, HE3aBHCHMOCTH, franc.: dépendance-indépedance: njem.: Ab-
hanglgkmt-Unabhanglgkelt
| 2) Vektori v,,"+-,v, su izvadeni iz nekog vektorskog prostora V nad tl_]elom R ih
generiraju neki vektorski prostor nad R. -
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Odatle i1zlazi: "
IN=0, 5A=0, t.

(4) A=0 i x=0.

Dakle (3)=(4): stupci su linearno nezavisni.

4.2.1.1. Analogno: Stupct (réci) u svakoj dijagonalnoj matrici bez 0 na
dijagonali medusobno su linearno nezavisni. DokaZi!

4.2.2, Jesu li nizovi
f{} = 23 3: 5: 4

(1) fi=3, —4, 2, 3
fa=35, —3, 4, 2
linearno zavisni ili nezavisni?
Treba rijesiti jednadzbu
(2) XoJo+ X1 [y +x,f,=nula-niz=(0, 0, 0, 0).
No, formirajuéi linearni spoj, imamo poﬂ redu:
Xofotxi [1+X =%(2, 3, 5, )+x,(3, —4, 2, 3)+x,(5, —3, 4, 2)=
={(2Xx5, 3 %9, x5, 4 X))+ (3 xy, —4x,2x,3x)+(5x,, —3x,,4x,,2x,)=
= (sumacija nizoval)=
=2xy+3x,+5x,, 3x—4x,—3x,, 5x,+2x;, +4x,, dx;+ 3 x,+2 x,).
Na taj nadin jednadZba (2) postaje
(3) (2xy+3x,+5x%x,, 3xp—4x,—3%x,, Sx,+2x,+4x,,
4x,+3x,+2x,)=(0, 0, 0, 0).

Odatle, 1zjednaCenjem odgovaraju¢ih ¢&lanova u nizu (3), i u nizu (3),,
izlazi ovaj sistem jednadzbi:

2x5+3x,+5x,=0
3x,—4x,—3x,=0
(4) S5Xxp+2x,+4x,=0
4x,+3x,+2x,=0.

Lako se uvjertmo da odatle nuZno izlazi x,=x;=x,=0. To znaéi da
jednadzba (2) ima trivijalno rjeSenje kao jedino rjeSenje. A to po definiciji
zna€i da su nizovi (1) linearno nezavisni.

4.2.2.1. Primjedba. Treba uoliti kako Iispitivanje linearne zavisnosti
nizova (1) dovodi do razmatranja sistema homogenih jednadzbi (4) i da je ma-
trica toga sistema (4) upravo matrica sadinjena od zadanih nizova (1) kao
svojih stupaca, tj. matrica sistema (1) je [fy,f1,/5) Ta je veza bitna.
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4.2.3. Primjer. Jesu i jednadZbe
2x+3y+5z=4
3x—4y+2z=3
Sx—3y+4z=2

linearno zavisne 1li nezavisne?

Treba pogledati proSirenu matricu tih jednadZbi i usporediti je sa zadat-
kom 4.2.2. JednadZbe su nezavisne! Provedite formalan dokaz!

4.2.4. Primjer. Jesu Ii tri funkcije: x—1, x—x, x->x2, koje su
definirane u intervalu R0, 1] realnih brojeva, linearno zavisne ili nezavisne?
Da odgovorimo na pitanje, treba promatrati pripadni nula-spoj:

—_

A-1+2 - x4+, -x2=0;
to znadéi da treba biti
(1) A FAMXx+2x2=0

za svako 0<x=1; pri tom su Ay, A, A, fiksni brojevi. Nb, kako su A fiksni
brojevi, jednadiba (1) je algebarska. Ako je 2,90, tada on ima samo jedno
ili dva rjeSenja, naime brojeve oblika |

—M A+ (A2—420),) )2
22, '

A to znalt da su spomenute tri potencija-funkcije 1, x, x2 s domenom
R0, 1] linearno nezavisne.

4.3. Sto znati da zadan skup M odreduje i razapinje zadani prostor }?
Dimenzija.

4.3.1. Razapinjanje. Za zadani skup M vektord neka L (R, M) oznaduje
skup svih vektora oblika

AMXp, MXpHAXy, AMXp XX+ Axg, e - -,
pr1 &emu su Ay, Ay,- - - ER, x,Xx,,- - - €EM; primijetimo da i u sumi dolazi

najviSe kona¢no mnogo brojeva A, razli¢itih od nule. KaZe se da M, odnosno
vektori iz M, razapinju (odreduju) prostor L (R, M).

4.3.2. Pojam dimenzije. Minimalni glavni (kardinalni) broj mnoZine M,
za koju je L(R,M)=V (zadani prostor V), zove se dimenzija prostora V:

oznacuje se sa dim V. Ili opéenitije: za svaki neprazni skup S={0} iz vektor-
skog prostora defmiramo dim S kao minimalni kardinalni broj mnoZina M sa
svojstvom L (R, M)DS. o

Npr. funkcije u R x—2, x—x3, x—>x* razapinju prostor L(R, {2, x3,
x%) polinomd 2;-2+2A;-x3+Ax* kako su te funkcije linearno nezavisne
(isp. primjer 4.2.4), dimenzija je prostora =3.

4.4. Baza zadanog vektorskog prostora V.—4.4.1. Definicija. Svaki
normalno dobro uredeni skup B linearno nezavisnih vektora za koje je L (R, B)—
=V zove se baza prostora V.
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Prema tome, kod baze se traZi troje: -
1) Baza je ,,normalno dobro ureden* skup tako da se zna njen prvi ele-

ment By, pa drugi element B, (ukoliko ga ima), itd. i k tome da nijedan
pocetni komad niza ne bude 1stobr01an s litavim nizom (to je potrebno spo-
menuti za prostore s beskonalno mnogo dimenzija, da se ne dogodi da bazu

zapiSemo npr. ovako: B,,B,,-.-,B,, Byyy,- - -, B,).

2) U bazi nema linearno zavisnih vektam (zato nula-vektor nlje u B
Jer je nula-vektor zavisan od svakog vektora). |

3y Svaki flan vV mofe se prikazati pomocy konacno mnogo clzmom
X (v), X, () -+ iz baze B u tom smislu da je v=vwx,(v)+tvx,()+...;
pri.tom su v, (v),, (v, - €R.

Ako Je baza B konacna. i ima n Clanova, oznafujemo ih po redu:

By, By, - -, Bn___l, By, 1 piSemo B={B,}, ili {B,)
znajuéi da n’ prelazi intervalom 1 (n).

—-> 4.4.2. JednoznaCnost izraiavanja vektora pomodu zadane baze.
Teorem. Neka je V vektorski prostor nad tijelom R; ako je B baza u V,

tada za svaki Clan vV, v:zﬁ; postoji - potpuno odredeno preshikavanje baze
B u R x—>v,(x&B) sa svojstvom da je v,+=0 ra konalnom dijelu baze
B izvan kojeg je v,=0 i da je

(1 = ¥,X.
x&B

Specijalno, ako je baza B konalna i B= {By}w, tada je potpuno odreden
niz (a ne skup) v, C R sa svojstvom D B

y= Z]’ﬂf .Bn 9
Vo (odnasna v,,r) zove se koardmam od v u sm}em xX-B (adnmno u sm_;em B,,.a)

Specijalno za nula-vektor 0 iz V imamo

ZOx

| .- XEB -
Dokaz. Prema def1n101]1 baze B, vrijedi V= L(R B), to znacl da za svako

v& Y, v=i:0 posto)i preslikavanje x—a—vxER od B u R sa svo_]stvom da vri-
jedi (1) i da bude v,=0 svuda osim eventualno na kona¥nom dijelu od B,

'gd]e je vy#0. Pa pretpostavimo da Je takoder i x—v',, preslikavanje od B
u R s analogmm svojstvom da. Je v, =0 tek na kona¢nom ili pustom dijelu

baze B. Tada je 0=v—-—v = 2 VpX— Z vVi.x. No, ako je M, .. mnoiina - svih
XCB x=B '
xEB u kojima bar Jedan od élanova Vg, Vo Nije =0, onda je M. konaéno ]

oCigiedno je gornja razlika= z (vmu—v m)m odakle je 0= z (Vi —V’ m)m Ka.-
meM mcM

ko e M kona&ni dio baze B, M je nezavisno, pa posljednja Jednakost ima za
posljedicu O=v,—Vy za svako- mcM, §to zbog vx-vm-O za xEB\M
znali da je zaista v,=v', za svako xEB.
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4.5. Istobrojmost razlicitih baza u prostorn. Ravnina je dvodimenzionalna;
svaka baza u njoj ima po dva d&lana; u prostoru RI3 svaka baza ima po
tri Clana, tj. ako su B, B’ bilo koje dvije baze u obiénom prostoru, onda
skupovi B, B’ imaju jednak broj Clanova. Jedna od osnovnih dinjenica o vektor-
skim prostorima koja zadire u algebru, geometriju itd. sastoji se u tom da isti
iskaz vaZi za svaki vektorski prostor nad tijelom realnih ili kompleksnih brojeva.

——> 4.5.1. Teorem. (osnovni teorem o istobrojnosti baza). Neka je V bilo koji
prostor (nad tijelom R ili R (i)); ako je dimV <o, tada su bilo koje dvije
baze prostora V istobrojne: one imaju isti broj é&lanova. Svakik n—=dimV linearno
nezavisnih Clanova iz V &ine bazu prostora pa se svaki &lan iz V na jednoznalan
nalin prikazuje kao njikov linearan spoj. '-

To je zaista fundamentalan teorem!

Dokaz Citalac’ moZe, pr1 dokazu, uvijek imati u mislima npr. ravninu
umjesto V. Pa neka V ima upravo » dimenziji, dakle dim V=n&N. Tada po
definicijt broja dim V postoji jedna baza e={e,}, upravo od n &anova. Neka
je B={By}y bilo koja baza istog prostora V; s je broj ¢lanova u B; dakle
Je s=dimV, tj. s=n. Treba dokazati da je s=n. To éemo dokazati poste-
penim smjenjivanjem €lanova 1z e Clanovima iz B. -

Promatrajmo niz od n+1 é&lana:

(1) €1, €550 + <, €ury « €4, By.
baza e prvi ¢lan baze B

Uklonimo 1z tog niza prvi €lan x koji zavisi linearno od preostalih &anova
niza (1); vrijedi xCe, 1 preostalih n Clanova opet je jedna baza e’ u kojoj je
1 Clan B, iz baze B. Stvarno, kako je e baza, to za vektor) B, imamo rastav

2 _ By= 2By ev;

kako je B, Clan jedne baze, naime baze B, to je B,=0; znad&i da je bar jedna
komponenta B, 0. | S | -
Neka je k& prvi broj <n za koji je B ;=0; tada iz rastava (2) moZemo
1zraziti vektor e; pomoéu Elanova iz e\ {e,} U{B,}; dakle
(3) ek=Bk—2'-& e, (r<n, r==k).
| r Byg |

Dakle je ey izbaleni vektor x. DokaZimo jo§ da preostali &lanovi u (1)
¢ine bazu, tj. da zamjenom u bazi e vektora e; s vektorom B, dobijemo opet
bazu. Stvar izlazi neposredno iz (3). Naime, kako je za proizvoljan vektor v
iz ¥V na snazi rastav | | B | | -

(4) V= v ew,

to unoSenjem izraza (3), za vektor e; u (4) dobijemo_ra'sta._v vektora v po vek-
toru B, i vektorima e, e¢y. | R -

1) U konkretnom slutaju ,,vektor" B, moZe biti geometrijski vektor, niz, jednadZba,
funkcija, matrica, ... | .
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Time smo dokazali da vrijedi ova:

4.5.1.2. Lema. Neka je e bilo koja baza prostora V i xce; neka je v

.—’
neki ¢lan =0 iz V, sa svojstvom da v u smjeru x ima komponentu =0, tada je

b

skup eN{x}\U{v} opet baza u prostoru.

Dovr$imo gornji dokaz. Izbacivanjem prvog zavisnog Clana u (1) dobije
se iz (1) odreden niz ¢’ od r &lanova; pripi§imo tome nizu naredni ¢lan B,
baze B; u nastalom nizu od n+1 &lana provedimo isto razmatranje kao malo-
prije: izbacimo prvi zavisni &lan! Preostaje odreden niz e’ od n Clanova sa
B,,B, kao dva posljednja €lana, itd. Poslije n koradaja doéu demo istim po-
stupkom do odredenog mniza €™ koji je upravo n-Clani niz (By).; taj niz
em = (B, ) kao i nizovi e kod drugih koralaja Cini bazu. To znali da je
n=s, jer bi inade bilo n<s pa bi npr. flan By, baze B zavisio linearno od
&lanova B,,- - -,B, jer ovi &lanovi tvore bazu e™ prostora ¥; medutim, sVi
vektori svake baze linearno su nezavisni; zato B,,, ne postoji pa je zaista n=s.

Istobrojnost baza je dokazana.

Idemo dalje! Pa neka je M bilo koja mnoZina od n=dimV linearno
nezavisnih vektora; tada je M baza u V; u obrnutom slucaju skup V' \ L (R, M),
bio bi pun tj. neprazan; izabiruéi iz njega neki Clan i dovodeéi ga u M, do-
bili bismo skup M":;QM; i skup M’ je nezavisan, a ima veé n+1 Clan;
o&igledno se proces moZe nastaviti, pa ako M’ joS nije baza, moZzemo M’ pro-
Siriti i doé¢i najzad do neke baze SOM’'. No, baza § imala bi bar n+1 ¢lan,
protivno dokazanoj istobrcjnosti baza.

Posljednji dio retenice u teoremu 4.5.1. sadrZan je u teoremu 4.4.2.

Time je osnovni teorem 4.5.1. potpuno dokazan.

4.5.13. Primjer. U § 1.4. rijeSili smo niz od 4 linearne homogene
jednadZbe sa 7 nepoznanica i dokazali da sva rjeSenja ¢ine prostor od 5 di-
mengzija. Pet ,,vektora®, tj. 5 rjeSenja navedenih tamo pod Sifrom (4), obrazo-
vali su bazu. A sada znamo da svakih 5 nezavisnih rjeSenja Cine bazu i da
svaka baza ima upravo 5 CElanova.

To je znatno preciziranje u savladavanju stvarnostil.

4.52. Teorem o izgradnji baze. Neka je (1) M=v,,. . .vy, bilo
koji niz od m linearno nezavisnih vektora prostora V; ako je m<dimV, tada
postoji baza e prostora koja proSiruje skup M, a dobije se tako da se nizu (1)
priklopi bilo koji niz od n—m C¢lanova iz V koji su linearno nezavisni od vek-
tora (1), tj. lee u V\ LM, a takoder su linearno nezavisni medusobno.

Dokaz Kako je m<dimV, postoji bar jedan vektor v, &V koji je
nezavisan od M, tj. Vpy ©EV\ LM, radeéi dalje sa M;=v,,¥,,. - + Vp, Vipy Kao
$to smo upravo radili sa M, pa ako je m+ 1 <dim ¥V, doét éemo na sli¢an nacin
do V., & V\ LM, itd.; nakon n—m koraCaju do¢i ¢emo tako do niza v,,v,,
v o« +Vyyr Vmi1» Vmias® - -»Van Od n linearno nezavisnih vektora prostora V od n
dimenzija; taj n-¢lani niz &ni bazu prostora V (v. teor. 4.5.1.).

4.6. Izomorfizam vektorskih prostora. — 4.6,0. Priprava. Bili smo 1zne-
nadeni saznanjem na kako se razmovrstan nacin mogu pojaviti vektorski pros-
tori, a time i vektori (isp. primjere u § 3.3). Sad ¢emo, medutim, spoznati
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drugu stranu medalje. Kao 3to se pojedini broj moZe pojaviti u raznim situa-
cijama (npr. broj 2 kao dva oka, dva oraha, dvije duZine, itd.), tako se i
pojedini vektorski prostor moZe pojaviti u naoko raznim, no slicnim vidovima.
Tako éemo npr. vidjeti da je svaki vektorski prostor dimenzije 2 (nad tijelom
R) ,slian* 1li ,jizomorfan* s prostorom R?2 svih dvodélanth nizova u R,

Zakljuak je opcenit.

— > 4.6.1. Teorem. Neka su V,V’' dva vektorska prostora nad tijelom R;
ako je dimV=dimV’'=n< oo, tada su prostori V,V' izomorfni, tj, postoji
tolikovanje tV (bijekcija): x—tx prostora V na V' s ova dva svojstva:

L, t(x+y)=tx+ty za svako x,ycV
L, f (Ax)=Atx za svako AER 1 x&V.

Specijalno, oba prostora V,V' izomorfna su s prostorom R® svih n-clanih
nizova s vrifednostima u R (3. R* je skup svih jednoznacnih funkeija od 1 (n)
ka R, pri ¢emu je¢ adiranje u R* i mnoZenje izmedu elemenata iz R t onih

iz R» definirano na svagdaSnji nacin)?.

4.6.2. Sam teorem moZemo ilustrirati ,,prostorom‘ rjeSenjd npr. jednadzbe
2x—3y+52z=0. Prostor rjeSenja izomorfan je s ravninom (pa ta zadana
jednadZba je slika ravnine!). |

4.6.3. Dokaz teorema 4.6.1. Neka je e baza u V a ¢ u V’; kako je
dim V=dimV’'=n, to prema teoremu 4.5.1. baze e, ¢’ imaju svaka po n ele-
menata; pa neka je e={e}, e ={€,}y; tu v&1(n). Definirajmo sada funkciju ¢
od e na e zahtjevom te,=¢e',. Profirimo t s baze e na (Citav prostor V na
prirodan nacin: neka je vE&V; tada je, prema teoremu o jednoznalnosti 4.4.2

moguée na jedan jedini naCin pisati
v= ne,.
v

Definirajmo tv relacijom

t( Zv.,e,,)= Zv.,tev.
') b}

‘Time je ¢.definirano na jednoznacan nalin u Citavu prostoru V; no ¢ je
i jednolisno: ako je v=Fu u V, tada je tv==tu; stvarno, iz v=Fu izlazi vp4=u,

L |

za bar jedno k< n; dakle je i vge'p=Fuge'y’ tj. vyptepduitey, dakle i tv3=tu.

DokaZimo da su ispunjeni uslovi L, i L,.

- Pa neka je x,yCV; tada je
x=Dxe,y=20e; odatle (x+y)=2(x,+¥,)e,;
po definiciji (1) imamo odatle

f(x +y)=t§1(xu +yv)€v=z(xv +yv) tevmz(xv_l_yv) e’v=2xvé’?+2yve’v=
=Y xte,+ Ly te,=t Xx,e,+tZy,e,=tx+1y.

1) tj. obostrano jednoznatno preslikavanje.
2) MoZemo reéi da je R® ,,obiéni euklidski prostor od n dimepzija*‘ nad tijelom R.

29 P. Kurepa: Vila algebra, knjiga prva
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Analogno:
t(Ax)=t(AZx,e)=tZAx,e, =L\ x,fe,=h2Lx,le,=
=AatXx,e,=Atx, f). T(AX)=Atx
za svako AER i svako xEV.

Time je izomorfizam prostord ¥, ¥’ dokazan.

Joé se radi o onom dodatku za prostor R™; ovaj prostor ima » dimen-
zija, jer su rediéi e, jedinine matrice l, nezavisni &lanovi u R%, u jednu
ruku; u drugu ruku, za svaki &lan x=(x,)ER" ofigledno je

x='x1(1=0:0:' * ')"_"xz(on 1:0:' * ')+ e T
=S xe, ti. LR {e))=R"

Dakle redovi (odnosno stupci) matrice 1, obrazuju bazu prostora R".
Teorem 4.6.1. je potpuno dokazan. - "

4.6.4. O homogeno-linearnim preslikavanjima vektorskih prostora.

Linearno preslikavanje ¢ linearnog prostora u linearan prostor je svako
preslikavanje ¢ za koje vrijede gornji uslovi L, 1 L,.
U toku dokazivanja u 4.6.3. dokazali smo i ovaj rezultat:

Lema. Linearno preslikavanje vektorskog prostora V potpuno je odredeno
poznavajuci njegove vrijednosti u jednoj bazi prostora. '

4.6.5. Primjedba o osnovnom teoremu o0 istobrojnosti baza. Kako je
taj teorem ,,istinit za euklidske prostore R#, to iz izomorfije prostora R? i
prostora V, za koji je dimV =n, izlazi da je teorem o istobrojnosti baza
istinit 1 za V.

4.7. Osnovni teorem o vektorskom prostoru, bazama, potprostoru i njegovu
komplementu. — 4.7.0. Ideja vodilja. Neka su p 1 ¢ dvije pravulje (pravca) koje
se sijeku; neka nam njihovo sjeciSte sluZi kao nula (0) za raunanje; ravnina
R? §to je odreduju pravulje p i g izlaz | -
kao mnoZina svih suma p* +¢q'; svaka tacCka
ravnine predodena je na jedan jedini nadin
“u tom obliku.

KaZ?e se da je ravnina R? direktna
suma pravuljd p 1 ¢ 1 piSe RZ=p+gq.

4.7.1. Osnovni teorem o vektorskim
prostorima, podbazama i potprostorima. Neka
je V=V,(K) proizvoljan vektorski prostor

nad tijelom K, i o Sl 13.4.7. Clanovi baze V i podbaze U
(1) e=(e,e,...e,) markirani su tatkicama

proizvolina baza toga prostora; svaki podskup e° od e razapinje odreden podprostor
U=Le° prostora V; posebno, ako je e¢° pravi podskup od e, tada prostor Le°
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$to ga rada e i prostor U =LCe" §to ga rada skup Ce°=e\ e° imaju svoj-
stvo da je svako vV predolivo na jedan jedini nalin u obliku
(2) v=v,+vy pri éemm v, cU, v,cU'.

2. KaZe se da je V direktna suma prostord U, U’ i piSe
(3) V=U+U
kaZze se takoder da je U’ direktni komplement potprostora U u odnosu na prostor
V. Vrijedi |
(4) UNU' ={0} te (4) dimV=dimU+dimU".

Dokaz. Neposredno se provjerava da je Le° odreden vektorski prostor
i da je dim Le°=ke’(=broj &lanova u €°).

Isto tako

dim LCe® =k (e\ e’y =ke—ke’ =dim V—dim Le°.

Za zadanu bazu (1) prostora V,i za svako v&V imamo posve odreden rastav
(3) v=vle +v2e,+ ... +vte,,
gdie su w& K Clanovi tela K neka e° kao podniz od niza e glasi
(6) e°=e¢leil S H-

neka preostatak niza e glasi

(7) €, " "1y

tada, na osnovu zakona obrtanja 1 zdruZivanja, iz (5) izlazi

(8) y = (Vi1 e¢1+v"z e+ .- +vime; )+ (v/r ey + - - -vife,),

Vektor u prvoj zagradi je €lan u prostoru Le°; vektor u drugoj za‘gradi' je &lan
prostora LCe°; oba ta vektora odredena su jednoznaéno jer su jednozna&no
odredeni: rastav (5) 1 €° kao podniz (6) te Ce® kao podniz (7).

Nula-vektor _6 je svakako zajednicki €lan od Le® i Ce®, medutim, to je i jedini
zajedniCki €lan tth dvaju prostora. Stvarno, iz vELe°N\LCe® izlazi zbog
v Le® prikaz

v= > xbey,

r=1
u bazi (6), a zbog v& LCe" izlazi prikaz

r

- v= > yfe;, u bazi (7).

p=1
Iz jednakosti

bk = &
Date,=>y &, odnosno
n o

- —
— p — 1 " . "
Dxtey —>yPe, =0 i Cinjenice da su €, s €,
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¢lanovi baze e samog prostora V' izlazi (zbog linearne nezavisnosti &lanova
baze) da su koeficijenti =0, t;j. -

x#=0=y° pri p&l(m), p1(r).

A to upravo znadi da je v=0, §to se tvrdi relacijom (4).
Na sli¢an se nalin dokazuje

4.7.2. Teorem. Neka je vektorski prostor V=V, (K) dzmenn}e n< oo
neka Je V direktna suma svojik potprostora U,, U, u srmslu da je svaki v, V

predoéiv nra jedincat nacin kao
Y=V, vy priv, €U (i=12);
ako je e'? vektorska baza u prostorn U; (i=1 2), tada _]e eV e vektorska

baza samog prostora V=U, +U,:
L(eWe?)=V; posebno je

dim V = dim U, + dim U,.

(ka’e se takoder da je v,, projekcija na potprostor U; vektora v u smjeru

potprostora U,).
Kao poseban slutaj teorema 4.7.2. imamo

4.7.3. Teorem. Neka je V =V, (K) proizvoljan prostor konacne dimenzije:
neka je e vektorska baza prostora V, a U potprostor od V. Ako baza e ima
izvan U najvise dimV — dim U ¢lanova tj. ako je

(1) k(M\U)Nney<dimV—dimU,
tada je e\U baza potprostora U; posebno je tada

(2) L{eNU)=U, dmU=k(eNU)
(3) dimV =k (eNU)+keNF\U).

Naime 1z identiteta
(4) e={eN U)U(e\(V \U)) i mimoilaznosti (dig)unktnostl) tih dvaju sastojaka

1zlazi
(V=) Le “—“-L.(Eﬂ U+ L (eﬂ(V\U)), a odatle
(5) dimV =dim L(eN\U)+dim L(eN(¥\U)) 1 dalje obrazac (3).
Iz (1), (4) i odigledne relacije dimL(eNU)<dim U izlazi traZena jedna-
kost (2).

Primjedba. Bez uslova (1) zakljuéak (2) ne mora stajati: dovoljno je
posmatrati euklidski prostor ¥'=R3, bazu e=(e;,e,, €;) i potprostor-pravulju U
kroz O na kojoj ne leZi ni jedan od vektora e, e,, ¢;; tada je eNU= @ pa

eU nije baza od U.

4.8. Zadaci o vektorskim prostonma Zadani su ovi ,,vektori®; jesu I i
kako su medusobno linearno zavisni ili uope nisu medusobno linearno zawsm

0. brojevi 3, &7
. kompleksni brojevi 1+24 1—3&2
2. kompleksni brojevi 3—2i, 44351, —3—i?
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