POGLAVLIJE 1L

DETERMINANTA ZADANE MATRICE.
GLAVNA SVOJSTVA DETERMINANATA

1. UVODNA RAZMATRANJA

Uz matricu su vezani razni pojmovi i razna svojstva. Jedan od vrlo vaz-
nih pojmova vezanih za matricu jesu vektori (stupci) matrice te determinanta
matrice (za kvadratne matrice a kao ,,volumen* kvadra Sto ga odreduju stupci
matrice). Na taj nadin dolazimo do pridruZivanja a—deta,

Va*na primjedba. Imajmo na umu da pri pridruZivanju ae—>deta imamo
odredenu funkciju pa deta zavisi u isto vrijeme: i od matrice @ i od svih vek-

tord-stupaca @, d,,... i od svih vektora-redaka 4,., a,.,... 1 od svih vrijedno-
sti (komponenata a,;, @y,,...» dps). Specijalno je korisno shvatiti deta kao
funkciju stupaca ili vektord a,, a,,... pa det{a,, a,...] pokazuje kako volu-
men kvadra zavisi od osnovnih br.dova a,, a,,... Prema tome det[a,, a,,...]
je funkcija od » argumenata (varijabli) a,, a,,... i te su varijable vektori
ai, Ay, ..

Uvijerit ¢emo se da je za matricu a bitno da li je dete=0 ili det a=0.

1.0. Definicija. Regularne i singularne matrice. Konacha kvadranta
matrica (odnosno determinanta det a) je neregularna (singularna) ili regularna, vec
prema tome da li je deta=0 1li deta==0.

Determinantu det g za slufaj kvadratnih matrica oblasti (n, n) za
n=1, 2, 3,...

definirali smo u pogl. 9, § 3. ovako:

det a=2(*‘ 1y» Apy1°Qpy2” * "Cpyms
P

pri éemu p prolazi skupom svih permutacija mnoZine 1(n)={l, 2,..., n}.

Sad éemo dokazati neka vaZna svojstva determinanata. Pri tom je vrlo
korisno imati na umu specijalno matrice, odnosno determinante reda 2, jer su
one vrlo jednostavne, a u drugu ruku mnoga svojstva determinanata se izricu
nezavisno od njihova reda. Nadalje je vrlo korisno imati na umu i geometrijsko

jol
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znafenje determinante kao myjere za sadrZinu orijentiranog kvadra kojemu se
vektori osnovnih bridova §to izlaze iz jednog vrha podudaraju sa stupcima ma-

trice (isp. poglavlje 9, § 1.10).
Imajmo na umu d&injenicu da deta zavisi od n vektora a,, a,,... a,;
ispitat ¢emo kakva je to funkcijal!

1.1. Determinanta dijagonalnih kvadratnih matrica i trokutastih matrica.
Neka je a dijagonalna kvadratna matrica poretka (n, n); to znact da je ay=0
za i#+j. Posmatrajmo op¢i ¢lan u deta; on glasi:

(—1D)?ap,, ap,; Gpy3- - .,

gdje p prolazi permutacijama mnoZine 1(n). No ako je p razliCito od identicke
permutacije, onda je za bar-jedno e<n, p.¥e, a time a;,=0, pa odgova.ra—_
juéi Clan u deta i8Gezava. To znali da je deta=a,, a,,...; tako smo dokazali

1.2. Teorem. Determinanta dijagonalne matrice jednaka je produktu vri-
jednosti na dijagonali te matrice.

1.2.1. Korolar. Determinanta svake jedinicne matrice je 1.

Npr. | 300 0
—3.5.4.6=360.
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Isto tako se dokazuje

1.3. Teorem. Determinanta svake konacne kvadratne trokutaste matrice
jednaka je produktu clanova na dijagonali.

Uistinu, neka je a kvadratna matrica poretka (n, n), gdje ie n prirodni
broj; prema pretpostavel a je trokutasta matrica, tj.

(*) ae;=0 za e>].
Pa neka je
(n (—1)? apy p,5- ..
neki Clan od deta koji je 0. Zbog pretpostavke (*) mora biti
<l =<2,

odatle po redu izlazi p,=1, p,=2 (jer p; == p,), p;=23 (jer je p; & p,) itd.

Dakle se permutacija p svodi na identi¢ku permutaciju mnoZine 1(n), a
to upravo znaci da je €lan (1) produkt vrijednosti na dijagonali.

2. Determinanta je alternirajuca funkcija svojih vektora (stupaca).

ab b a
c d d ¢

2.1. Teorem. Determinanta kvadrame matrice je altermm]uca Junkcija
stupaca (vektora) te matrice,

, optenito:
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Drugim rijeima: Ako u kvadratnoj matrici dva njena stupca zamijene svoja
mjesta, determinanata prelazi u suprotno-jednaku. Npr. (zamjena 2 — 1)

det[a,, a,, a,...]=—det[a,, a,, a;,...]

Govoreci geometrijski: permutiraju 1i se dva osnovna brida u kvadru, sa-
drZzina se kvadra ne mijenja, ali mu orijentacija prelazi u suprotnu.

Recimo da se radt o matrici g sa stupcima a,, a,,-..

Recimo da stupci a,, a, zamijene svoja mjesta. Neka je b ta nova ma-
trica; za nju je dakle |

(1) bi=a,, by=a,, te aj=>by; za j> 2.

Permutaciji p=p,p,... mnoZine 1({(n) odgovara ovaj &lan b(p) u detb:

b(p)=(—1)P by bp,y---. bpya-
Zbog (1) to je dalje jednako

(2) b(P)z(“l)‘pamz Qpy1 Gpyz- * ¢ =(_.]_)1'._'p Ap,1 Qp,2 Apy3 * °

U indeksima se tu pojavljuje permutacija p'=p,p, p;- - -Pn kOja iz p na-
staje transpozicijom prvih Clanova p,, p,. No, transpozicijom ¢&lanova u per-
mutaciji mijenja se broj inverzija za neparan broj (isp. pogl. 3, § 8.6.2): to
znaCl da je ip’=ip + neparno, dakle

(— 1% = (1)
Unesemo 1i odatle (—1)% u (2), dobijemo

b(p)=—(—1)7 Apy Gpyy Gpy3... 5 ). b(p):-—-'a(p'),

gdje je a(p') Clan determinante a S$to odgovara permutaciji p’. No, kad p
prolazi kroz skup 1(n)! svih permutacija od 1(n), prolazi takoder p’ kroz 1 (n)!
pa je zato

detb=2b(p)=— 2 a(p)=—deta.

P el(n)!

Sasvim se slicno dokazuje stvar ako koja god dva susjedna stupca zami
jene svoja mjesta. A odatle izlazi teorem za transpoziciju bilo kojih dvaju
stupaca — bili oni susjedni ili ne bili.

2.2. Korolar: Ako kvadratna matrica ima dva jednaka stupca, onda je
ona singularna, tj. deta=:-0.

Stvarno transpozicijjom tih dvaju jednakih stupaca matrica se ne mijenja;
dakle se ne mijenja ni determinanta detaq; no prema teoremu 2.1. prelazi deta
u — deta; dakle je deta= —deta; odatle izlazi da je deta=0.
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3. DETERMINANTA JE LINEARNO-HOMOGENA FUNKCIJA
SYAKOG SVOJEG VEKTORA (STUPCA)

3.1. Lema. PomnoZi li se neki stupac determinante nekim izrazom, mnozi
se tim izrazom i sama determinanta.

Geometrijski: Ako u nekom kvadru jedan osnovni brid pomnoZimo
sa ¢, pomnoZi se sa ¢ 1 mjera kvadra.

Dokaz. Neka je npr. by=c-a,, by=a; za j>1; tada svaki ¢lan u
det b sadrZi kao faktor: ¢ kao 1 jedan cClan od deta; dakle je det b=c-deta.

xy
u v
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u v

x+x y

u+u v
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3.2. Lema.

.

ako je jedan stupac determinante suma od
dva niza, tada je determinanta jednaka
sumi od odgovarajuée dvije determinante
koje se iz zadane dobiju tako da se odgo-
varajuéi stupac zamijeni prvim, odnosno
drugim nizom. Drugim rijeCima: Determi-
nanta je aditivna funkcija svakog svojeg
vektora. Geometrijski:

Pl(x, z)+ Pl(y, 2)=

=Pl(x+y, z);

tu Pl (x, z) znadi orijentiranu ploStinu kvadra Sto ga razapinju radiyjusvektori x, z,

Dokaz. Pa neka je matrica b takva da je npr.

b_1=?+;, by=aj za j=2, 3,...;

pri tom su f, g dva stupca po n ¢&lanova. Permutaciji p & 1(n)! odgovara u
detb Clan

b(P)=("‘1)ip b.v;l bpzz---: t.
gb(p)=pZ(—l)ﬂp(fpl+gpl)bpzz... =p2(—1)ﬂ’ [o18pyz- . +

—

+ 2 (~1)2.g, a,,... =det[f a,,a,..]+det[g. a,,a,...]
P

Kombiniraju¢i prethodna dva rezultata, imamo ovaj teorem:

3.3. Teorem. Determinanta je homogeno-linearna funkcija svakog svojeg
vektora.

Tako npr.
2.5—-3.2,2, 3 52 3 22 3
2.7—3.1,4, 5| =274 5 |—3] 14 5
2:-4—3.5, 8, —4 4 8 —4 | 58 —4
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3.3.1. Primjer. Nadite determinantu produkta kvadratnih matrica tipa
(2. 2). Neka su zadane matrice

s iis g
s t Xy

Tada je
, | petax pvtay]
O suttx sv+ty |
dakle je
pu-t+gx pv+qy . .
det (ab) = Suttx SVt \=(shvacajucl prvi stupac kao sumu)
pu pv+gy gx pv-+qy .
= + = (shvacaju¢i druge stupce kao sume)
su  Svy+1ty IXx Sv+1ty
pu py pu qy gx qv gx qy { (izluCujuéi faktore iz poje-
T lsuosv| o |su ty Ix Sy tx 1ty ~ | dinih stupaca)
pr pq q p qq
—_ V+X = C Y — TS
uSSv+uSry+er try O+udeta-y—x deta-v+0

=deta-(uy—vx)=deta-deth, tj. det(a-b)=deta detb.

Analogan zaklju€ak vrijedi za konaCne kvadratne matrice uople (teorem 9.2).

4. TRI KARAKTERISTICNA SVOJSTVA DETERMINANATA

Rezultate iz prethodna tri paragrafa moZemo skupiti zajedno pa tako
spoznajemo da za kvadratne konaCne matrice x=[x,, x,,...] pridruZivanje

(1) x —detx odnosno [x;, x,,...]—>det]{x;, x,,...]

ima ova tri svojstva:

1. Determinanta matrice je alternirajuca funkcija stupaca (vektorid) (vidi
teorem 2.1),

2. Determinanta matrice je homogeno-linearna funkcija od svakog svojeg
vektorskog argumenta (teorem 3.3).

3. Determinanta jedinicne matrice je 1 (korolar 1.2).

Zanimljivo je da su ta tri svojstva i dovoljna da okarakteriziraju funk-
ciju (1) u skupu kvadratnih konacnih matrica. (K. Weierstrass).

Stvarno, neka je a proizvoljna matrica poretka (n, n), n & N; tada je

a=[a.1= d,, d3* '];
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no za svaki vektor a, matrice a vrijedi

A;=0aj€+ g€+ T Ay &g+« - -,

gdje je
e;=[ 0 B

i

0
|
| 0
Na taj na¢in imamo ovaj prikaz matrice
(2) a=[aye taye+ - +ap e+, Gpe+apey -, -]
Tu se pojavljuju sve vrijednosti @, matrice a. Uzmimo sada u prikazu
(2) 1z prvog stupca a, jedan d¢lan, recimo ¢lan a,,,€,; neka je isto tako

ap, €p, jedan Clan u a, itd. Za svaki n-Clan niz p=p,, p,, p;,... brojeva iz
1 (n) moZemo promatrati determinantu

(3) [ pi1€p1s Qpy2€pys - - l
Ona je prema lemi 3.1. jednaka
(4) Gp;18p,y2 . | €pi>€pyr* " I

No, kod nizova p moZemo se ogranifiti na one bez jednakih c¢lanova,
jer ako u nizu p,, p,,+ + - ima jednakih Clanova, tada je determinanta u (4)
ednaka 0 (v. korolar 2.2). Ostaje, dakle, slucaj da medu n brojeva p,, p,,- - -
iz 1 (n) nema jednakih; to znadi da je p & 1 (n)!. Tada je oCigledno

| €pyrpyst v+ |=(—1)2 | &, &, €, |.
No prema korolaru 1.2. imamo
| e, e+ -+ |=1.
Na taj nacin determinanta, (4), odnosno (3), postaje

(3) (=1 a5, ap,- - -

No, prema teoremu 3.3. suma svih determinanata (3) je =deta. Dakle
je prema (4) 1 (5) zaista

(6)  deta= (—D%a, a,, -

pel(n)!

A (6) je u pogl. 6, § 3. bila upravo definiciona formula za det a.
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5. TRANSPONIRANJEM KVADRATNE MATRICE
NE MIJENJA SE DETERMINANTA

Dosad smo ispitivali svojstva determinante u zavisnosti od njenih stu-
paca. Sad ¢emo dokazati da analogna svojstva postoje i u pogledu redaka.
Naime, transpozicijom a—- aT postaju reci ili redi¢i stupcima, a stupci redima.
Pri tom, opCenito, matrica se mijenja; naprotiv, determinanta se ne mijenja.
Dokazat ¢emo, naime, da vrijedi |

——> 8,1, Teorem
X u
y v

tj. deta=deta? za matricu poretka (2, 2). Opéenitije, za svaku konacnu kva-
dratnu matricu a vrijedi

Xy
uv

b

det a = det a”.
Permutira li se svaki redak s odgovarajulim stupcem determinanta se ne

mijenja.

Dokaz. Neka je b=a”; permutaciji p mnoZine 1 (n)={1, 2,..., n} od-
govara ¢lan

(l) b(p):(—_l)fﬂbp“bpzz. ©
u detb; no by=ay, pa zato izraz b(p) postaje
(2) b(p)=(—D?a,ay,- -

Tu se pojavljuje produkt a,p a,,, - - -; napiS§imo taj produkt tako da drugi
indeksi budu po redu 1, 2,--.; neka time prvi indeksi daju permutaciju g;
dakle je
(3) G1py Qopy * * * =0qgq1 gy

No, to mijenjanje redoslijeda faktora ima za posljedicu stanovit broj %
transpozicijd u permutaciji p, Cime ona prelazi u identi¢ku permutaciju kao i
isto tolik broj k transpozicija u permutaciji 1(n), ¢ime ona prelazi u permu-
taciju g; zato je (—1)2=(—1)%, (—1)2=(—1), tj.

(4 (—1)7=(—1y
Na osnovu (3) i (4) daje (2) ovo:

b(p)=(—1)2 ag a4, - -

A to znadi da je &(p) ¢lan a(g) u deta koji odgovara permutaciji g, no
kad p prolazi kroz 1(n)!, prolazi i ¢ kroz 1(n)!, pa je dakle

(5) gb(p) =§a(q).

No, po definiciji je (5);,=det b, (5),=deta, pa zbog b=aT jednakost (5)
daje traZenu jednakost deta? =deta.
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5.2. Primjedba. Mada je tek za neke matrice a ispunjeno a? =g, ipak
je deta® =deta za svaku kvadratnu konadnu matricu.

Vel 1 za slufaj n=2 dobiva se time pravilnost koja s obzirom na geo-
metrijsko znaenje determinante nije nipoSto odigledna.

Kombinirajuéi teorem 2.1 1 5.1, dolazimo do ovog teorema:

3.3. Teorem. Determinanta kvadratne matrice je alternirajuca funkcija
svojih stupaca (redaka).

54. Primjer. U kakvoj su vezi determinante matrica
tﬂf:[‘{":»l.’r ds, A3, ']: [6_3, s oy Ay ]?

Transpozicijom stupaca a,, aj prelazi matrica a u [a,, a3, 4, a4 - -);
ako ovdje transponiramo stupce a,, a.;, dolazimo do matrice b; kako deter-
minanta svaki put prelazi u suprotnu, znali da je:

detlasa,a,- - -]=—det[a;a;a,- - -]= —(—deta).
Na 1sti se na€in dokazuju ova dva teorema:

3.5. Teorem. Ako u matrici a stupac (redak) x premjestimo kao po-
Cetni stupac (redak), dobiva se matrica kojoj je determinanta =(—1)*deta.

3.6. Teorem. U matrici a promatrajmo redak a;, i stupac agj premjesti-
mo taj redak da postane prvi redak, a u rezultatu premjestimo stupac j tako
da dode na prvo mjesto; za dobivenu matricu b vrijedi ovo:

det b=(—~1)* det a,

by, = ay.

6. O POJEDNOSTAVLIJENJU DETERMINANATA

6.1. Teorem. Ako u determinanti koji stupac (redak) dodamo kojem dru-
gom stupcu (retku) determinante, determinanta ne mijenja svoje vrijednosti. Isto
vrijedi ako smo prethodno stupac (redak) koji smo dodavali pomnoZili kakvim
izrazom.

Dokaz mu je kratak. Tako npr. ako u matrici @ dvostruk stupac a, do-
damo stupcu a,, dobivamo matricu

la;+2a,, a,, a;,...]
pa za pripadnu determinantu imamo
detf[a;+2a;, a,,..]=det[a, a,..]+det[2a,; a, a5 a,..]=
=deta+2det[a, a, a; a,...]

No, posljednja determinanta =0, jer ima dva jednaka stupca: prvi i treéi.
Teoremom 6.1. mnogo se sluZimo.
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