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npr., linearna jednadZba Ox=2 ofigledno nema rjeSenja, tako se i1 pitanje
da 1i zadan linearmi sistem ima ili nema rjeSenja svodi putem eliminacije na
slicno pitanje: ako nas eliminacije ne dovedu do apsurda 0-=top, znak je to da
Jje rjeSenje linearnog sistema osigurano i da je to bas§ ono koje smo usput dobili
ili ga ve¢ gotovo dobili.

Dokaz gornjih tvrdnji itznijet éemo u poglavlju 15. o rangu matrica.

2.7. Gaussov postupak pri rje§afanju linearnih jednadZbi s numerickim
koeficijentima. Gaussov postupak je specijalan slu€aj metode protivnojednakih
koeficijenata.

Inace, moZemo pretpostaviti da radimo sa sredenim sistemom lmearnlh
Jednadzbl i

2,7.1. Kod Gaussova postupka je vaino da u zadanom sistemu S jednadibi
odaberemo jednu jedinu jednadibu — vodeéu jednadibu i u njoj odredenu
nepoznanicu, odnosno vedeéi élan. Pred vodedu jednadzbu stavimo zvjezdicu
da je lakSe i1 bolje vidimo. Vodeéi ¢lan u vodeéoj jednadZbi markiramo tako-
der, npr. tako da ga uokruZimo, podvuéemo, uokvirimo i sl. Vodeéu nepozna-
nicu ¢emo eliminirati tako da primijenimo metodu protivno-jednakih koeficije-
nata, 1 to sparuju¢i tu vodecu jednadzbu i svaku ostalu jednadZbu sistema.

Na tako dobiveni sistem jednadZbi primjenjuje se opet isti postupak,
itd. do kraja.

2.1.2. RjeSenja sistema S’ tako dobivenih »vodelih jednadbi« podudaraju se
s rjefenjima polaznog sistema S.

2.7.3. Izbor vodece jednadzbe i vodele nepoznanice. Izbor se vrsi prema
karakteru samog sistema jednadzbi. U praksi se obi¢no radi ovako:

a) UoCt se ona nepoznanica x; uz koju stoji koeficijent najvede apsolutne
vrijednosti.

b) Zatim se ona, odnosno jedna jednadzba u kojoj doti¢ni ¢lan dolazi,
proglasi za vodeéu; neka je to jednadzba i.

¢) Ta se vodeda jednadzba i pomnoZi reciproCnom vrijedno$éu »vodedeg
= - b L W e —-l * .- = d
koeficijenta«; dakle se jednadzba i pomnoZi sa aj ; time se dobije jednadZba J.

d) Zatim se ta nova jednadZba- J pomnoZi, za svaku jednadZbu j+ i,
koeflcuentom — a;; od Xz u jednadZbi j i napravi suma te nove Jednadzbe 1
jednadZbe J

Time se dobije novi sistem jednad:‘&bi s nepoznanicama bez Xx; u svima
jednadzbama osim u jednoj. Na taj novi sistem prlm_]en]u_]e se opet isti postupak:
1zabere se u njemu vodeéa jednadZba i Vodeca nepoznanica. .

2.7.4. Zbirna kontrola. U praksi se uz Svaku zadanu jednadZzbu sistema
nadopisuje u poseban stupac jo§ i suma svih njenih koeficijenata, pa se s tim
sumama radi isto Sto i sa Clanovima doticne jednadZbe; u svakoj novoj jednadZzbi
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koja se pri postupku dobije mora suma njenih koeficijenata biti jednaka broju
koji se Gaussovim postupkom dobio na tom mjestu.

2.7.5. Vaian slu¢aj iz prakse. Cesto se ima posla sa skupovima po »
jednadZbi po n nepoznanica, no da koeficijenti pri nepoznanicama ostaju isti:
mijenjaju se samo desne strane. Time se podaci o rjeSavanju jednoga takvog
sistema mogu upotrijebiti i za druge sisteme: ostaje sve isto osim onog dijela $to

se odnosi na desne strane.

2.7.6. Specijalno je vaZan slucaj kad su desne strane wjediniéni nizovig,
tj. nizovi sastavljeni od samih 0 osim jedne jedine 1. Ako je, npr., rije¢ o tri
jednad?be s tri nepoznanice, desne strane bi po redu bile:

1 0 O
0 1 O |
0 0 1 (ovo Citaj po stupcimal).

Pripadna su rjeSenja u vrlo pravilnoj vezi s rasporedom koeficijenata nepo-
znanicd (isp. izrafunavanje inverzne matrice 4! zadane matrice a; poglavlje

12; § 3).
2.8. Zadaci o numeri¢kom rjeSavanju linearnih jednadzbi.

1. Primijeni topovski postupak i rije§i ove jednadZbe; provedi zbirnu
kontrolu 1 pokus.

1) —-2x+3y+4z=— 38 2) 3x+5y+4z= 0
2x—3y+4z=-—16 —6x—2y+5z= 1
2x+3y—4z= 20. Tx+ y—9z=—2,

3) 3x,+2x,+3x+ x=-—29 4 3x— 0,2y+0,03z=4

— X+ 2X,—3 X, + 2%, =— 2 6x4+ 3,5y+4,1 z=2,3
2x,—4x,+ X;3—53x,= 29 8x—12 y+04 z=6.
X, +3x,— X3— X,=— 2.

5 X+ X+ X3+ X4= I 6) S5x—4y+3z+ u=-—-8
X{— Xp— X3+ Xg= 3 2x—3y— z = —1
2x,—3x,—4x,+5x,=—12 Ox+7y— 2u=—9
X+ X,— X;+2x,= 3 —x+4y+ z+3u= 0.

7 2x,+3x,— x3+5x,=2 8) 3a+4b— c—3d=—1
3x,— Xy+2x,—Tx,=3 a— b+2¢—3d= 0
4x,+ x,—3x,+6x,=4 a+3b+ c+ d= 0

X, —2x;+ x3‘_‘6-x4=1- a+ b+ ¢+ d= 0,
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9) 3u, +4uy,— u;—3u,=—1 10) x1+x2+---+- -1
— U+ 2u;—3u;= 0 Xy R Xy X, +xﬂ-—2
w+3u+ uy+ U= 0 x1+x2+x4+ c+X,=3
uy+ Uyt U+ u,= 0 . - Coe e e

2. Ruem ove skupove jednadzbi stavljajuéi na desnu stranu sve moguce
odgovarajuée jediniCne normirane vektore tj. jedini¢ne nizove:

1) 2x-3y=1]0 2) 3x45y— 4z= 3) a—3b+4c—2d=
| S5x— y=011 2x—3y+ z= —2a+ b.f—"20+. d_;—”,
6x+ y—14z= - 3a—-2b+5¢c—2d=

—4a+ b+2c¢c+3d=

-Literatura: Faddejev-Faddejeva [1], Faddejev-Sominski] [1], Greub [1], Lichnero-
wicz [1], Mal’cev [1], Mitrinovi¢-Mihailovi¢ {1], van der Waerden [1]. -



POGLAVLIJE 9.

SISTEM LINEARNIH JEDNADZBI
S OPCIM KOEFICUENTIMA. POJAVA DETERMINANTE

1. DVIJE LINEARNE JEDNADZBE. DETERMINANTE STUPNJA (2,2)

1.1. Neka za nepoznate vcliCine x, y vrijedi:
b
+
. —b
Pri tom su a, b, ¢, d, ¥, ¢’ brojevi ili brojevni izrazi.
- PomnoZimo prvu jednadzbu sa &', odnosno —a’, te drugu jednadZbu sa

—b, odnosno a, 1 zbrojimo dobivene ]ednadzb, (taj smo posao naznacCilt u (1)
51mb011c*k1 s onim Sto smo pripisali desno od c-ova).

Dobijemo ove dvije jednadzbe:
(ab—a' b) x=b"c—bc’
(ab'—a'b)y=ac'—ad'c.

ax —I—by = - —a

(1 +

dx+by=c -a

(2)

1.2. Sistem (2) je narodito Jednostavno i pregledno graden;, naime; .

1) u svakoj jednadZbi sistema (2) dolazi jedna jedina od napisanih nepo-
znanica polaznog sistema (1);

2) koeficijent od svake nepoznanice u (2) je jedan te isti izraz narocito
pravilno graden od koeficijenata svih nepoznanica u (1)

(3) i desna strana u novom sistemu (2) ima sliénu gradu (stmkmru) kao 1
koeficijent nepoznanica u (2); ta se struktura sastoji u tom da se radi
o razlici dvaju produkata po dva faktora.

1.3. Definicija. lzraz ab’ — a’' b zovemo determinantom ili opred_]ehteljem
JednadZbi (I) ili pravokutne tablice -

a b
a b’
1 ta se determinanta oznaluje sa ' o
det® ¥ il det [“ b] i 0% i |90
alb ab ab a b
297
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tj. oznaka determinante dobije se iz oznaka tablice tako da se pred tablicu stavi
det ili D ili da se tablica stavi u uspravne zagrade. Prema tome

a b
a b’

(3) —~ab'—a'b.

Smisao te definicione jednakosti sastoji se u tome da se jedna strana jed-
nakosti (3) moZe svuda zamijeniti drugom stranom te jednakosti (3). Tako npr.

3 10
l Giosxsmx'ﬂcoszx+sin2'x(=l);
—SIn X CcOS X
1.5 _4.6— 2 4 itd.
{6 5

1.4. Koeficijenti nepoznanica tvore »fablicu koeficijenata« pa se zovu ele-
menti ili ¢&lanovi it koordinate ili komponente te tablice. Radi preglednosti,
obifaj je da se tablica stavi u uglaste zagrade. Ako tablicu koeficijenata prosi-
rimo i ,,stupcem‘ ostalih koeficijenata jednadzbe, dObl]B se w»prosirena tablica«
zadanog sistema Jednadzbl (1); ona glasi: -

(4) a b (: odnosno [a b c].

a b c a b

1.5. Réci ili redici, stupci i dijagonale pravokutnih tablica. Govori se o
prvom retku ili drugom retku te tablice (4) ili kakve druge tablice. Specua.lno
u tablici |

alb

koeficijenata nepoznanica jednadibi (1) prvi redak ili prvi redié¢ glasi a b; drugi
redak glasi a" b'; prvi stubac je a; drugi stupac je b. Glavna dijagonala je
| a’ b

a, odnosno a b’; ona pocinje lijevo gore. Sporedna dijagonala je 5, odno-
b’ | 4

sno b a', jer Citamo i piSemo najprije ono §to je u gornjem retku pa onda

ono §to je u narednom retku. Sporedna dijagonala poéinje desno gore.

1.6. Retke numeriramo rednim brojevima 0, 1, 2.... ili prirodnim broje-
vima 1, 2.... odozgo prema dolje; stupce numeriramo sli¢no, i to od lijeve
strane prema de.s'noj strani. Tako se govori o prvom retku, drugom retku itd.
Isto vrijedi 1 za stupce: prvi stupac, odnosno po redu prvi stupac, drugi
stupac 1itd.
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Npr. u pravokutnoj tablici
3 4 5
—1 3 2 redak drugi
4 1 8 redak treéi
redak drugi glasi —1 3 2.

Glavna ,,dijagonala*“ je 3 3 8; a sporedna dijagonala je 5 3 4,
,Sjeci§tess ili ,,polje** (1, 1) je zauzeto sa 3; ono drugo 3 leZi u sjeciStu (2, 2).
Dijagonala koja zavrSava dolje desno glasi 3 3 8; a ona koja zavrSava dolje
lilevo glasi 5 3 4,

redak prvi

1.7. Oblast (domen) ili stupanj tablice. Ako pravokutna tablica ¢ ima r
redaka i s stupaca, kaZe se da je ona oblasti, ili poretka ili stupnja rxs ili
potpunije 1(r)x1(s) 1 piSfe Domt=rxgs ili potpunije Domf=1(r) x 1(s);
sjetimo se da 1 (r)={1, 2,...}.

w
r

Umjesto r x s moZemo pisati {r, s) odnosno (1 (r), 1{s)).

1.8. Definicija determinante za tablicu stupnja 2 x 2. Deferminanta ili
opredjelitelj pravokutne — zapravo kvadratne — tablice stupnja 2 x2 jest
razlika produkta elemenata u tablici na glavnoj dijagonali 1 produkta onih ele-
menata koji su na sporednoj dijagonali.

c 1

0 1

za bilo kakve brojevne izraze m, n.

0 0

Npr. c¢=
0 0

za svaki 1Zraz c; 0=( l dak je 0=

1.9. Upotreba pojma i oznake za determinante. Smisac gornje definicije
1 oznake gornje determinante sastoji se u tomc da se na pregledan nadin vidi
veza izmedu determinante 1 njenih elemenata prema ulozi koju ti elementi imaju,
Ta e se ideja vidjeti osobito kasnije, kad nam pod ruku dodu determinante
s mnogo vise elemenata.

1.10. Cramerov teorem (u specijalnom slucaju) glasi ovako:

Iz ax +by =c
ax+by=c
. : a b ¢ b
1z1az1 X =
a b ¢ b
a b ) — a ¢
a? b.f a!‘ c.f

Rijelima: iz zadanog sistema jednadZbi (1) izlazi drugi sistem, koji je graden
ovako: svaku nepoznanicu sistema (1) pomnoZimo determinantom sistema (1) i
napifemo da je taj produkt jednak determinanti koja iz determinante zadanog
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sistema (1) izlazi tako da u njoj stupac koji odgovara doticnoj nepoznanici zamje-
nimo onim $to stoji na desnoj strani sistema (1).

1.11. Cramerov teorem. Vrlo je plodna naucna tekovina da taj izraz vrijedi
ne samo za linearan sistem od 2 jednadZbe s 2 nepozmnanice nego za svaki kona-
can linearan sistem koji ima toliko jednadzbi koliko ima nepoznanica. To je tzv.
Cramerov teorem? (za dokaz vidi pogl. 11 teor. 7.9.2. 1 12, § 2.1.2).

1.11.1. Tako npr. iz

3x+5y=—4
(1) 2x—-Ty= 3
izlazi odmah 3 5 . —4 5
| 2 =7 3 71
ti, (—21—10)x=28—15, tj. —31x=13,
dakle - x=—13/31=—-04...
Slicno —31y=} , ; J, tj, —3ly=17, tj. y=—17/31.

1.11.2. Iz jednadZbi

2xX+5y—4z=2
(1) x—2y+ z=5
| 4x'—|—'5y—7z.=0

1zlazi
| 25 —4 2 5 —4
(2) 1 —2 1 |x=|5 —2 ]
4 - 5. —7 0 5 —7
2 5 —4| |2 2 —4
(3) 1 —2 1 |y=|1 5 1
4 5 7| | 4 0 —7
2 5 —4 2 5 2
(4) 1 2 1 |z=|1 =2 5
4 5 —7 4 5 0

1) Gabriel Cramer [Kramer] (1704—1752): Inrraductmn a P analyse des lignes courbes
algébriques, Genéve 1790. (Uvod u analizu algebarsk:h krivulja). Tim djelom uvedene su deter-
minante u naucnu literaturu. -
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1.11.3. Opéenito (za dokaz vidi pogl. 11, 7.9.2.), ako imamo # nepozna-
tih veli¢ina | S . |
xl,xm...’ Xy
i n jednadZbi oblikaV
Qp X+ Xyt c 00 Oy Xy =€

(5) Ay Xy + Ay Xp+ * » » T Ay Xy =Cy
Ap X) T Ay X5 + + + » +Qup Xy =Cy,
tada je
.5 * C
11.%> 1% 1 :
X, — Sve drugo
! ostaje
- lpy Qyy ** * Apg Cn
dyy - ¢+ din a,y ¢ 4y -
xz: [ ] [ ] [ ]
Ay =+ "~ Ay | Qpy Cp Qp3 - -
T R 7 g **:81,p—1Cr -
xﬂ= [ ] [ ] -
Ay = * * Qpp Ay * * * Qu,p—1 Cy

Samo nastaje pitanje: §to zapravo znali determinanta sistema linearnih
jednadZbi (5) kad u njemu ima 3 ili viSe nepoznanica, tj. kad je n=>3?
Tako npr. §ta bi znadila determinanta trefeg stupnja:

a b ¢
=|a, b, ¢, |="?

a; by ¢

1.12. Geometrijsko znacenje determinante. Pogledajmo S§ta geometrijski
zapravo znafi determinanta

a b
a b

Radimo u koordinatnoj ravnini.
Svaki stupac koeficijenata sistema
na$ih jednadzbi odreduje jednu tac-
ku; tako imamo tacke:

=ab'—a’'b.

A=(a, a)
B=(b, b
C=(c ¢")

i pripadne radijus-vektore

OA, OB, OC. Sl. 9.1.12.

1) JednadZbe (5) ne moraju biti linearne u odnosu na x,, x,, -+, Xj.
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