POGLAVLIJE 12
CRAMEROV TEOREM. INVERZIJA MATRICA

U ovom poglavlju upoznat éemo se poblize s Cramerovim teoremom O
riefavanju sistema od » linearnih jednad’bi po m nepoznanica (broj nepozna-
tih velitina jednak je broju zadanih jednadZbi) i to odmah primijeniti da
nademo inverznu vrijednost a! regularnih kvadratnih matrica ¢. Oba su pro-
blema od osnovne teoretske i praktiCne vrijednosti.

1. POSTAVLJANJE PROBLEMA

Promatrajmo # linearnih jednadzbi za »n velifina x,- - -, Xp—y, Xp!

n
,———-—-——-—-—uﬂ-‘“—_——-———u—“\
Ay X+ QX+ a3 X3+ o A8 Xp=0
(1) a21x1+ ------------- + ‘IZﬂxﬂ: )
R A R aﬂﬂxn_bﬂ
Tu se pojavljuju matrice
a1 an X1 b1
X2 bz
a= , X= , b=} = |,
Any* * *8nn | [ Xn_| __bn_

te matrica [a, b]=[a.;,- - -, @.5, b]. Matrica a zove se matrica sistema (1); [a, b]
se zove profirena matrica sistema (1),

Sam sistem (1) moZemo pisati matriCno ovako:
(2) S . ax=b.
Odmah se vidi koliko je matricni nalin pisanja ekonomicniji i pregledniji.

1.1. Problem je ovaj: zadano je a,b; treba naci x. U toj oznaci odmah
se postavlja mnogo oplenitiji problem: ako su a,b zadane bilo kakve dvije mat-
rice, pokusajte odrediti matricu x iz veze (2).

27 P. Kurepa: Visa algebra, knjiga prva 417
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2. CRAMEROV TEOREM

Teorem (G. Cramer, 1750)
2.1. Iz skupa jednadibi (1) za svako v&={1,2, . . , n} izlazi
def
3) deta-x,=b fa,,+b,fay,+ « - - +by fa,,=deta(v);

pri tom je fay,—=det(a\a;,)-(—I)", tj. fa;, je kofaktor od a;, u matrici a;
nadalje je a(v) matrica koja iz a nastaje kad joj stupac a., zamijenimo stupcem
b sistema (1).

Ako je deta==0, tada je:

: zbifbiv (”=1:.2: A l‘!)
deta ;5

(4) Xy =

jedno jedino rjeSenje sustava (1).

2.1.1. Primjedba. Iz sistema (1) proizlazi sistem (1*) bez obzira na to
da li matrica [a,b] zavisi ili ne zavisi od veli¢ind x,. |

2.1.2. Dokaz Cramerova teorema. PomnoZimo r jednadzbi (1) po redu

kofaktorima fa,;,fa,,- - -, fas, Pprvog stupca matrice a i zbrojimo tako dobi-
venih n jednadzbi. Izlazi
(51) (ay fay +ay fay + - - - +ay fay, + - dx,+(apfayt+ - - - F
t @y for e )Xt o =bfay+ b fay+ - - - +byfay - -+,
n n
tj. Z ( z avufavl)xu= zbvfaw'
p=1 \ y==l S

Prema Laplaceovu pravilu (pogl. 11, § 7.8) koeficijent od x, tu je=deta;
po istom pravilu koeficijenti ostalih nepoznanica u (5,) jesu=0; izraz na desnoj
strani u (3,) jest deta(l), gdje a(l) oznaduje matricu koja iz matrice a
nastaje tako da se stupac a., uz x; u (1) zamijeni stupcem

T b

- Na taj nalin jednadzba (3,) postaje

(6,) deta-x,= > byfag—deta(l).
| =1 S
Na slitan nagin (kako?) — shvatite tu 1 kao varijabilan indeks — dobiva

se poput (6,) ovaj sistem jednadzbi:

(6‘,) o h deta-xv= i bsfﬂ;v -"=det d (HV), | '

. v=]

gdje je v=1, 2,- - -,n. Time je Cramerov teorem dokazan.
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. .-Ako je deta=0, tada je jaisnd. da (3)=>(4). No, ako pri tom veliine

ay, by (i,j=1,2,+ - -,n) ne zavise od x;,X,,- - - X, onda je jasno da su sistemi
(3) 1 (4) medusobno ravnovaljani -(ekvivalentni). A

DokaZimo jo§ da pri deta=0 veliine (4) zadovoljavaju (1). Stvarno, neka

je k&{1,2,- - -,n}; uvrstimo (4) u lijevu stranu k-te jednatine u (1); imamo

n . .
Z akvfajv

R B bfa & -
Rt b v=1
> gy Xy= D Ggy D = > b =

(prema Laplace-ovu pravilu 11 § 7.8.)

Time je Cramerov stavak 2.1. potpunoh- dokazan. ~

2.3. Primjer. Zadane su Jednadzbe
| x—2y = 1
(3) 3x+4y— z= 2

- o —2X +3z=—3,
Matrica sistema glasi: s L

(6) ad= B 4 —1],
=2 o - 3y
pa je deta=1-4.34+(—2-—2.—1)—(—2-3-3)=26.

Prema Crameru je
26 x=det a(x) = 2. 4 —1]| = (razvijte, po treéem retku)=
=3 0 3 -

Z3.243.8=18,

. - x=18/26=9/13.
too1 o) ..
26y=deta)= 3 . 2 —1|=(razvijte po prvom retku)=3+7=10,
: - ) TP R - —_.12 --,-__,3 Y B T T A PR DRI - D S
26 z=deta(z) = 3 4 2|=-—14.
| —~2 0 =3[

Traeno je rjeSenje x=9/13, y=5/13, z=—7/13.

7).
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3. Specijalan slu¢aj kad desne strane jednadZbi Cine istaknut jedinicni niz.
3.1. Definicija. Niz je diadski i jedinicni ako mu je jedan ¢lan =1,
a svi druglt =0. - -

3.1.1. Primjer. Zamijenimo desne strane u primjeru 2.3, po redu jedi-
ni¢nim nizovima 1, 0, 0: zatim 0, 1, 0 i najzad, 0, 0, 1. Prvi sluCaj daje

sistem

x—2y =1
3x+4y— z=0
—2x+ 4z=0.

Koriste¢i se podacima iz primjera 2.3. (deferminanta je ista), imamo

1 —2 0
26x= |0 4 —1 | =(razvijajuéi po prvom stupcu)=fa
0 0 3
' (=komplement od a;)=12, tj. 26x=fa; =12
Isto tako:
1 1 0
26y= 3 0 —1|=fa,=-T,
—2 0 3
1 —2 1
—2 0 O
Oznacujuéi sa x., traZeni vektor
X Jayy
y|; izlazi da je 26 x.,=| fa,,
z_ ~ | fay;

Drugim rije€ima, iz ax.;=1., izlazi u naSem primjeru:
Jay

deta-x.,=| fa,,

Jays |

pri tom fa,. ozna&uje redak algebarskih komplemenata $to u matrici a pripadaju
elementima njenog retka a, .

'"_"fal'r

Promatrajmo sada slucaj kad desna strana glasi

1-2= 1 ’
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oznadujuéi nepoznanice sa X.,, tj. 8a X5, Xy, X3, Imamo po Crameru:

Drugim rijeima, sistem ax.,= 1., ima rjeSenje

6] [ fau |
X : 3 : f tj. x 1 fa
27260 | deta| 7P 2 deta”
|__4- _f£123 . | -
- 0 1_ o 1 -fa31 ]
Analogno iz ax.,=1..= |izlazi x.,= a-. =
st 3 3 0 3 detaf > det a Jas,
_ 1 i |..fa33 -
o T—= 27 T—1/137
1 | o
=% 1= 1/26
10 [ 5/13 |

3.2. Na taj smo nadin za matricu

1 -2 0
a=i 3 4 —1
—2 0 3

promatrali- tri sistema jednadZbi s jednom te istom matricom a, a s desnim
stranama 1.,, tj.

(1] 0 01
1.1= 0 "y 1.2= I 3 1.3m 0
0 | 0 ] 1 |

x']_ = le L x'2 = .7(-'22 ) x'3 = x23

| X314 - L X3z -'_xsa_

" Tako dobijemo i matrice

1 0 0] 1 C 12 6 —2 1 T %y X X5 |
[1-1:.1-25 1-3]= 01 0}, —{— 17 3 1 |= X1z X33 X3 | =
0O 0 1 26 i 8§ —4 10 | | x5 X535 X33
i - fay Jfay fay
(7) =[x, X, Xag]=x= fau fazz fdaz N N f(a)T
deta| °, de ta -

| Sfaa fay fass .'..l
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—— — . .. A .

3.3. Lako se provjeri da za gornje matrice 4, x u (6).1 (7) vrijedi:

(8) . ax=jedinicna matrica=diag. (1),
To znad¢i da dobivena matrica (7), zadovoljava relaciju (8). Oznacimo i
C g : : 1 _
sa fa matricu Ciji su elementi fay, tada je (7), ™ (fa)?, gdje a? ozna-
eta

cuje transponat od a (zam_]ena odgovaraju¢ih redaka 1 stupaca) Drugim ryje-
¢ima za na$ primjer matrice a iz (6) vrijedi:

(T
®) S - deta —dlag (4

Odmah ¢emo se uvjeriti da ta formula 'vrijedi za svaku regularnu kvad-
ratnu konacnu matricu 1 time cemo do¢i do “jednog osnovnog matematickog
teorema linearne algebre Prirodno je faktor od a u (9) nazvati inverzna matrica

od a 1oznacitl ga sa a1,

4.1. Definicija. Za kvadratnu matricu @ neka fa oznaCuje ma-
tricu koja i1z @ nastaje tako da joj se svaka vrijednost zamijeni algebarskim
komplementom,

tj. po definiciji | N
(D =Sy,

gdie kao obiéno fa; oznaduje produkt od (—1)#** i determinante koja se iz
matrice a dobije brisanjem retka a;. i stupca a.; tj. fag=(—1)"% det (a\_aik).

Npr.
[3 4 1 —5
f[s 1]_[—-4 3]'

| 3 4717 1 —4
/ [5 1] _[_5 3]'
Vidi se da je (fa)T =f(a7). -Sj@timo s¢ da (aT); = ay;.

4.2. Definicija adjunkte (v. pogl. 11, § 14,19) Adjunkta zadane kvad-
ratne matrice a zove - se matrica faT. MoZemo je oznaCiti sa Aa ili af. Dru-
gim rije€ima, ako u matrici g svaku vrijednost zamijenimo pripadnim algebar-
skim komplementom, dobijemo odredenu matricu jfa. Transponat te matrice
zove se adjunkta Aa matrice a; dakle je

(Aa)y, = fe ain.;i

(imajte na umu obrnut red indeksa na lijevoj i na desnoj stranil).

N A[ 3 57 [ 3 5T=f 3 —1 :[4 —5
Pl -t 4 =1 4] s af 3]



'8 4.3.—§ 5.1. INVERZNE MATRICE 423

Isto tako, za matricu

B 0°
a=| 3 4 —1 |prelaz ay— fa; daje:
- —2 0 3 | |
C 12 —7 8 °
a—~>fa=| 6 -3 —4|;
—2 1 10
transponat od te matrice je Aa, tj.
" 12 6 —2
da=(fa)¥=| -7 3 1
8 —4 10

——> 4.3, Teorem. Za svaku konaénu kvadratnu matricu a vrijedi
a(fa)T = (fa)T a = diag (det a).

Dokaz se sastoji u neposrednoj primjeni Laplaceovog teorema o determi-
nantama. Nadimo, npr., produkt a (fa)¥; nadimo (ik)-vrijednost toga produkta:
(faT)y = (po definiciji mnoZenja) =redak ;. puta stupac (faT).;; no k-stupac
od fa? je k-redak u fa; dakle je:

(afaT);y = a;.0 fag. = (osnovni Laplaceov teorem)=

1 za i=k.

~deta.8*, gdie o =[
0 za ik

To upravo znali da je afa” dijagonalna matrica sa svim elementima na
dijagonali jednakim det a.

4.4. Teorem. Za svaku regularnu konacnu matricu a vrijedi

T T |
a- Ja = Ja -a=diag (1).
deta deta :

Ova) teorem izlazi iz relacije u prethodnom teoremu dijeleci je sa deta.
Teorem 4.4. osigurava egzistenciju inverzne matrice za kvadratnu nesingularnu
matricu, tj. za matricu za koju je deta==0.

4.5. Iz a-Aa=diag(deta) izlazi det da=(deta)™1. Zaista, navedena
jednakost omogudéava da zakljuéimo da veza deta=0 daje vezu det Aa=0.
U protivnom b1 bilo det Aa=0, tj. postojala bi matrica (A4a)"l. MnoZenjem
ishodne jednakosti sa (Aa)~1 dobivamo a=diag(deta)-(4a)-1=0, Sto je nemo-
guée jer veza a=0 znali da su svi matriéni elementi matrice a jednaki O,
pa dakle i Aa=0. Ako je pak a nesingularna matrica, tada prema Binet-
Cauchyjevu teoremu imamo:

det (a - Aa) = det diag (det a), t].
det a - det Aa = (det a)™.
Kako je detaZ0, to je det Aa=(det a)"1,
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5. INVERZIJA MEDU MATRICAMA

5.0. Priprema. Problem inverzije zadane matrice g, tj. pronalaZenje
matrice x, za koju e biti ax=xa=diag(l,1---1) od osnovne je praktilne i
teoretske vrijednostiV. Problem je w vezi s rjeSavanjem linearnih sistema kojima
je a matrica. Teoretski stvar se teoremom potpuno rjesava za kvadratne ma-
trice; prakti¢ki stvar jo§ nije rijeSena, specijalno za (», n)-matrice s velikim n. U
novije vrijeme ulinjen je u tom pogledu znatan napredak primjenom brzo-
metnih radunskih strojeva.

Problemom inverzije nekvadratnih matrica bavili su se N. Bjerhammar,
M. Stojakovié¢ 1 dr. |

——> 5.1. Definicija. Inverzna ili reciproéna matrica zadane kvadratne (n, n)-
matrice a je svaka matrica x za koju je

(ld) | ._ax=1ﬂ 1
(1;) | .xa=1.,,

gdje 1, oznaluje jedinicnu matricu. Inverzna matrica od a oznauje se sa
a1 ili —a. Dakle je po definiciji:

(2) aal=1, kao i ala=1,.
Odatle se odmah ocitava da je (a~1)-1=a.

5.1.1. Definicija. Ako j¢ ab=1,, tada se kaZe da je b desni inverz
ili desni reciprok od a i piSemo b=agz1, odnosno da je a lijevi inverz ili lijevi
reciprok od b 1 piSemo a=b;1,

5.1.2. Odmah ¢éemo dokazati da za matrice a konaénog poretka desni
reciprok od a ujedno je i lijevi reciprok od a, pa se¢ podudara s recipronom
matricom g¢1; i dualno: ljevi reciprok od ¢ ujedno je i desni reciprok od a
i podudara se sa g-1; tada je ¢! jedneznafno odredena matrica (stvar je
mnogo zamrSenija ako je oblast matrice beskonacna! Isp. § 6.5).

fat
| . det a
odmah ¢emo dokazati da a' nema drugih znacenja. |
Stvarno, neka za kvadratnu matricu a vrijedi relacija (14); pri ¢emu je
n prirodan broj. |
Odatle izlazi da je i x kvadratna matrica 1 Dom x=Doma.

Prema teoremu 4.4. matrica

e jedno znalenje za a-1'; medutim,
€ J

Iz (1;) izlazi
det (ax)=1.

1) Principijelno, nase je stanoviite da se uz svaki proces ima promatrati i obrnut proces,
Zato uz svaku zadanu matricu @ treba promatrati i antimatricu —a kao protupreslikavanje
onog preslikavanja §to ga kao operator definira matrica a. Specijalno, za regularne kvad-
ratne matrice a bilo bi oprav danije definirati a—1! pomoéu a-'a= 1,, jer sefunkcije slazu (kompo-
niraju) piuéi ih zdesna nalijevo. No, iz praktinih razloga, ipak na ovom mjestu definiramo
pomodéu relacije a—'a=aa-'=1,, jer su skalarne jednadzbe za vrijednosti od a~?! vise u
skladu s uobiCajenim pisanjem lincarnih sistema. A prema ve¢ dokazanom teoremu 4.4. nas-
luéujemo da je desni inverz od a ujedno i lijevi inverz od a. o -
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Primjenom osnovnog Binet-Cauchyjeva teorema (pogl. 11, § 9) imamo dalje
(2) - ~ deta-detx=1. |

To zna¢i da je deta==0: matrica a je regularna. Zato mo¥emo proma-
trati i matricu faT/deta, s kojom smo se ve¢ upoznali. MnoZeéi (1) sprijeda

/i
matricom ja , dobijemo:
deta
‘g T
fa ax == Ja -1,
det g det a
7 -
()i
| det a deta
(po teoremu 4.4)
T
1,-x = fa , tj.
deta
T
(3) ax=1mx=12 .
deta
Na osnovu toga, teoremom 4.4. osigurano je da iz ax=1 proizlazi
- _
xXa = l,x:f(a) te
| det a
(4) 11
det a

Sli¢no se dokazuje da iz (1;) izlazi (15) i (4).
Najzad, iz relacije (2), (3) 1 (4) proizlazi

deta-detal=1, tj.
(5) det g-1==(deta)-! = 1/det a.
Skupljajuéi gornje rezultate, dobivamo ovaj

~——— 5.2, Osnovni teorem o inverziji kvadratnih matrica. Neka je a kvad-
ratna matrica konacna poretka (m,n); regularnost matrice a, tj. nejednakost
- deta==0, potreban je i dovoljan uslov da postoji inverzna matrica a-! kao
rfeSenje jednadibi ax=1=xa. Iz deta =0 nuino proizlazi

1

deta
det a1 =(det a)1.

al= faT; te

Iz ax =1, nuino proizlazi x = a’'; isto tako iz ya =1, nuino izlazi
y=a1t (isp. § 5.1.2).

5.3. Inverz produkta. Teorem. Za kvadratne nesingularne matrice a, b
istog konacnog poretka vrijedi (ab)-!=b-1a-1: inverzija produkta je distributivna,
ali obrnutim redom. Analogno za tri i vise faktora ay. vrijedi:

1 .. 1 R DV
(qa,- apy'=a; - - " Qy laz 1‘5”"'1 L
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Stvarno, po definiciji imamo (ab)(ab)~'=1,. MnoZeéi to sprijeda naj-
prije sa @' pa onda sa b-1, dolazi se do iskazanog teorema za matrice 4 i b.
Induktivno se teorem dokaZe za slu¢aj 3,4, - - faktora. Specijalno, kad su svi

faktori medusobno jednaki, gornji teorem prelazi u:
5.4. Lema. (a2)'=(a"1)2 i opcenito (@®)t = (a M)~ tj.
(1) (@¥)1=(a ')

za svaki prirodni broj k=1,2,- - -
Pri tom vaZi ova definicija:

5.5. Cijele potencije regularnih kona¢nih matrica. Definicija. Za kvad-

ratnu matricu reda n stavljamo &=1,, a'=a a?’=a-a,---, Za prirodni
broj k stavljamo aF*!'=a(a¥). Ako je a regularna kvadratna matrica, onda

stavljamo a—%=(a—1)¥ za svaki prirodni broj k.
5.6. Teorem. Za svaku kvadratnu nesingularnu konaénu matricu a vrijedi
gk . gl = gk+l (ak)t = akl,
gdje su k, ! proizvoljni cijell brojevi; specijalno:
(@) 1=a i (a2)3=a"

Teorem se¢ izvodi iz gornje leme 5.4. Zadovoljimo se da dokazemo ovu
relaciju jos za sludaj k=-—2, I=-—3, jer se analogno obraduje op¢i slucaj

k<0, I<0. No, (a2)-3= (po definiciji)= [(a)2]3 =(po obrascu (1)) = {[(a?)~"]-1}3 =
={a23=a?- a2 a?=(zbog asocijacije) = a® =a?3 =g 23,

5.7. Operator inverzije prema T-operatora i *-operatoru.

Teorem. (a)*=(a*)"; specijaino (¢)T=(a®)!; pri tom x-—>x7
znadi transponiranje matrice x; a x* zna¢i xT (uzeti konjugiranu il spreg-
nutu matricu od x7T).

Stvarno,
1 * 1 \* 1
(a1)* =( Aa) =(Aa)*( ) — Ag*
det a det a det a *
(to se lako vidi); dalje je to
|
= Aa* =(a*)1,
deta* (@%)

6. DIJELJENJE MATRICA. LINEARNA MATRICNA JEDNADZBA

6.1. Matri¢na jednadzba ax=»5. Naulili smo rjeSavati matriCne jed-
nad’be ax=1, (isp. § 5.2); rjeSenje je x=a!=faT/deta (ukoliko je deta==0).
Na sli¢an se natin rjeSava matriéna jednadZba ax=»5 ako je det a$0. MnoZe-
njem sa a-! sprijeda izlazi

a!(ax)=a>'b ili
(@ la)x=ab, tj.
x=a'b- jer je ala=1I po definiciji 5.1.
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6.2. Matritna jednadiba xa=b. Isto tako iz xa=b izlazi

x=bal.

U opéem je sludaju a'b=£ba-l. Matrica a-'h, ba—' mogu se zvati lijevi
i desni kvocijent matrica b i a. Na taj je nafin jasno da imamo dva obrata
mnoZenja: lijevo dijeljenje i desno dijeljenje.

6.3. Cramerov teorem i inverzija matrica. Znamo da se sistem line-
arnih, jednadZbi moZe pisati i matrino ax=»b(a je matrica sistema, x je
stupac od nepoznanica, b je stupac desnih strana). Tad je x=a-'b. Drugim
rije¢ima, poznavanje inverza a-! matrice @ omoguéuje nam da neposredno rije-
§imo svaki linearni sistem s tom matricom a. dovoljno je a~! pomnoZiti stupcem
desnih strana jednad?bi. U tome je velika prakticna i teorijska vaZnost inver-
tiranja matrica. |

6.4. Sto je s matritnom jednad?bom ax=»b ako je a neregularna kva-
dratna ili nekvadratna matrica? Ubuduée éemo obradivati neke sluCajeve takvih
jednadZbi! Imajmo uvijek na umu jednadZbe oblika ax=»5 i pratimo kako se
razvija naSe znanje o njima!

6.5. Zadaci o inverziji matrica. 1. Nadt a7, fa, fa®, a-! za matricu a

0 1 3 4 5
1) | : 2) c?s o SIn o : 3) :
0 1 —sino COSa 5 3 O

3 5§ 4° 1 0 0] x 0 u
Hl2 1 2913 |0 x ul; 6 (0 1 0]}
0 3 5| 0 v y | v 0 y
'x u 0] '3 —5 47
210
v y» 0f; 82 1 5}; 9)[1 | 2]-
0 0 1. 8 —9 13

Za koje je sludajeve u navedenim primjerima ¢! odredeno?

1;. Nadi desni inverz matrice @ iz prethodnog zadatka; 1;. Nadi lijevi
inverz matrice g iz zadatka 1,

2. Odredi x i y iz ax=>b, ya=>b ako a i b znade ove matrice:

l)35_34.2)'4127'222'_
4 21715 2/ 3 5113 ’
1 7 4

5 3 2
6 | 14 4 4
5 7 27 171 r1 1171 1 11
a=(4 7 3| b=]21].12 2|:|2 2 2|
'3 2 4 3] {3 3] L3 3 3.

3. Ako se zna rjeSenje x iz ax=2>, rijesi by=a.
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POGLAVLIE 12. CRAMEROV TEOREM. INVERZIJA MATRICA

72 matrice @ 1 b iz zadatka 2 nadi tjeSenje jednadibe a-lxa=»5’

ukoliko rjeSenje postoji.

. MoZe li postojati obratna matrica m—! matrice m za koju zakljucak
 mx=my=>x=y nije ispravan? Npr. m=03, gdie je Sy— =1 (i=

=2,3,- . '): a ]ﬂa.ée Sik=0 te x=(0, 0: 0,- . -)T:.y.ﬂ[].:O,- . .]T.

. Ako matrica I+x ima svoju reciprocnu vrijednost pa ako-je

(I+x)"'=I+y, tada je x+y+xy=[0]. Dokazi!

. Ako je produkt aaT regularna matrica, tada je a” (aaTy! jedan desni

inverz ag—! od a; dokaZi to. Nadi bar jedan lijevi inverz od a.
Pri tom g moJe biti i nekvadratna, odnosno singularna matrica.
Navedi primjere. - | |

. Promatraj ovu matricu x:

ld 2 1 —1] 5 17 8 —27
Slorz o ) 85 4
I-'_'l 1 -;2- "'2 4 20_

79 8§ 49 —17 137
| g 108 —20 -—12 16
— | 49 —20 37 — 1 11 }|;
16| _17 —12 — 1 69 53
13 16 11 53 55

uvieri se da vrijedi x2=x i uople x®=x za svaki prirodni broj !
PokuSaj naéi jo§ koje rjeSenje jednadZbe x2=x (npr. da bude
Dom x = (4,4)). RjeSenja jednadZbe x2=x zovu se idempotentne matrice.

. 1) Neka je matrica a takva da je aTa regularno; stavimo

a:')) =g (aTa)'aT,

uvjeri se da je aﬁo) kvadratna matrica i da zadovoljava x2=x; kao 1

xa=a, promatraj slucaj

1 1] [2 1] 2 1 11
a=12 31, |1 1], 1 2 —1
1 2] |0 2 1 —1 1
—1 1 1]
0 1 1

2) Za 'x=a:m nadi x(x—1I), (x—1I) (x+1), (X—I)n zaé n=273,.- -
3) Ako je aaT regularna matrica, nadi: x=a20}=aT (aaT)la, x2,

(x—1I) x, x™ .
. - " 0 n * [ 4 * W . »
Bjerhammar naziva matrice aj ),‘ a;)xzvanredmm jedinicnim matricama.

Literatura: Andeli¢ [3), Blanu8a [1], Denis-Papin, Kaufmann [1], Gantmaher {1],

KriZani¢ {1], Kurepa Svetozar 1], Lichneroewicz [1], Mac Duffee [1], Mal’cev [1], Zurmuhl [1].



POGLAVLIJE 13.

SISTEM HOMOGENIH LINEARNIH JEDNADZBI.
VEKTORSKI PROSTORI. LINEARNA ZAVISNOST
I LINEARNA NEZAVISNOST

0. POSTAVLJANIJE PROBLEMA. UVODNA RAZMATRANIJA

Dosad smo rijeSili jednadZbu ax=» svaki put kad je a kvadratna
kona¢na i regularna matrica, dakle deta==0 (ovaj uvjet regularnosti za slucaj
da je a broj postaje aZ0). JednadZba ima rjeSenje x=a'b. Sad ¢éemo
uslov regularnosti zabaciti, ali &emo staviti ogranifenja na matricu b 1 pret-

postaviti da je ona nula-vektor 0.

0.1. Prema tome, problem glasi:
Rijesiti jednadZbu |
(1) -,

ili eksplicitno: madi miz x=(xw)w od n &lanova x. tako da bude zadovoljen
sistem S, ovih k homogenih jednadzbi:V:

| A X+ Fayxy+ =0
(S) i Ay Xy + + - +ayXy+ - =0
| as1 X, + +a;vxv+ . = 0,
odnosno ____T
(So) 2ayx,=0  (i=1,2--- k)
11 pomodu skalarnog produkta: |
(1) a;.0x=0.

Pri tom su k i n prirodni brojevi; i, odnosno v prolazi intervalom od
prvih k£, odnosno n prirodnih brojeva.

1) Indeks O u S, podsjeéa nas da imamo posla s homogenim sistemom jednadzbi (de-
spe su strape jedpnake nuli).
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