2.28. Neka je (x,) niz realnih ili kompleksnih brojeva.

1° Dokazati da konvergencija sva tri podniza

(1 (23,05 (%2,_1)5 (x5,)

povladi konvergenciju niza.
2° Da 1 iz konvergencije dva od nizova (1) sleduje konvergencije niza (x,)?

3 Da li konvergencija svih nizova (x,),ex (s = 2, 3,...) povia¢i konver-
genciju niza (x,)? '
|

Redenje. 17 Ako su sva tri niza (1) konvergentna, tada, prvo, podnizovi

(2) (xga) 1 (xgn)

niza (xy,) (2 = 1, 2, . . .) konvergiraju ka istoj granici, pa zatim, kako su nizovi (2) redom podnizovi
nizova (xy,) i{x, 1), poslednja dva niza imaju istu graniénu vrednost. To, medutim, znali da
Je miz (xn) kKonvergentan.

2° QOdgovor je negativan za svaku kombinaciju pe dva od nizova (1): za x, = (— 1)®
{n=1,2,...3 prvadva niza (})konvergiraju, a tredi divergira; ako je x, = 0 ili x,= 1 prema tome
da li je broj » prost ili sloZen, niz (x,) divergira iako su prvi i tre¢i od nizova (1) konvergentni;
najzad, ako je x, = Ozan — 2k (k = 1,2,...) i x, — 1 za sve ostale vrednosti », tada drugi i treci
od nizova (1) konvergiraju, a niz (x,) divergira,

3° Qdgovor je negarivan, §to dokazuje drugi od primera navedenih pod 2°: u ovom sludaju
svi nizovi (x;),en S = 2, 3,...) konvergiraju ka broju 1, a niz (x,) divergira.



2.29. Dokazati Stolzovu teoremu:
Ako je y, strogo rastuci niz i pri tome v,— + © (n—> 4 o), tada
- L R — W
Boy LTy -8 =
n->+oo_‘y" n—>+o y" = Vit

pod uslovom da limes na desnoj strani postoji, kao konacan broj ili kao pozitivna
ili negativna beskonacnost.

Dokaz. Neka je
Xy = Xpe
L =lim =2
n>+0w Yy — Yy—1
konacan broj i neka je & (> 0) proizvoljno izabrano. Tada postoji prirodan broj n, takav da je, za
svaki prirodan broj & veci od ng, y; > 0 i

Xp — Xpo
| RS .Y
Ve — Vi1
tj.
L -k — -0 < xp — X1 < (L + ) (Y — Yh-D Yk — Ya-1 > 0).
Stavljajuci u poslednjoj dvostrukoj nejednakosti redom &2 =n, + 1,...,n (n > n,) i sabira-
judi sve te nejednakosti, dobijamo
(L — &)y, — yno) < X, — Xng <L + ¢ Un "‘yno) (n > ny),
ili kako je y,> 0, ’
x x x
=t (L —e)( —yﬂ’)< = o —"’+<L+e)( —y—"') (n > ny).
n In Yn In In

Pustajucéi ovde da n— + o0, dobija se

x sia, R
L—e¢<lim Z < lim —"§L+e;
n—)Tm yﬂ 'l-'>+°°yn

; X, x,
pustajuéi potom da & - + 0, dolazi se do zakljuka da niz =~ konvergira i da je lim - = L.
Yn n—»>+wo Yn
Na slitan nalin ustanovljava se da tvrdenje va%i i u slulajevima kada je L=+ o ili
L := — oo,

Piimedba. Istim metodom moZe se dokazati i sledeée opstije tvrdenje:

Ako je y, strogo rastudi niz i pri tome y, - + ®© (n > + ), tada je, za bilo koji realan
niz x,,

5 Xy — Xp— " X, B o
fim —— 2L <lim 2&lim 2« Tm -
n>+twdn " ¥n-1 ,Sre¥n n>t®Yn n>+® Yy — Yp-a

Xn — Xp-1

2.30. Ako je ay =0, ay =11 ay4y —2a, + ay_; =2 (n > 1), tada je a, = n?.
Dokazati ovo metodom matematicke indukcije.
2.31. Dokazati da Fibonacciev niz

g =0, uy =1, u,,, =u,+ u,,, (n prirodan broj ili nula)
zadovoljava sledeée jednakosti:

1* Z Up = Upyo — 1 (n > 0),
k=0



2.54. Dokazati da niz
n 1
a,=Y — —logn m=1.2.4)
%

konvergira. (Njegov limes y poznat je pod imenom Eulerove konstante i ima vred-
nost y = 0,5772156649 .. .).



Dokaz 1. Uporedno sa datim nizom posmatzacemo niz
n

1
b= D~ lE(mH D (1=1,2,..)

k=1
Kako je
n+ 1 .
a, — b, = log >0 80,38, =1,2,..
. n 4+ 1
lim (a, — b= lim log = 0,
n—>+o n—>+cw n

1 1 v 1
a,.+1—a,,=m—log(n+ 1)+Iogn-:n g —log(l G —;)

1 n+1 .
=——-[1—10g(1+——) ]<0 m=1,2,...), 1. a; {5
n+ 1 ]
1 2 i 1 - 1 (i + . )
—_ = — Z =2 e == | O )
byia b, | og(n+2)+ log(n+ 1) o1 2 A1
l 1 H+1 .
=——[l—log(l+ ) ]>0(n=1,2,...),t).b,,1‘,
n+ 1 n+1
nizovi a, i b, konvergiraju ka zajedni¢kom limesu y -= lim a, = lim §&,, pri emu je

n—+cw B>+
bhi<by<- - <h,<y<g;<++-<ag<a B=34...).

Pomoc¢u ovih nejednakosti mogle bi se izratunavati priblizne vrednosti Eulerove konstante y,
uz procenu greske, ali takav postupak bio bi prili¢no zametan. Iz njih, medutim, odmah izlazi

3 3
da ye(0,1), a takode i preciznija procena -"2— —logd<y< ; — log 2.

1 1 o
Dokaz 2. Na osnovu jednakosti a, — a,,,= log ( 1+ ;) ~?1_-—F-1’ i nejednakosti (videti 2.53)

(B

n n

1 1
o | j (i S L) [ SO
n+l< og( ) ( )

zakljuCujemo da je a, > a,,,, tj. dati niz je opadajuéi.
Iz desne nejednakosti u (1) redom izlazi

n n 1 ”k+1 n 1
1 1+—|< —_ 1 —_< —

Sairg)< 3 5. weM< >

k=1 k=1 % k=1

tj.
n l 1
g+ De > -, lopl 1 4 —] <y,
pa) k n
k=1
Na osnovu poslednje nejednakosti zakljudujemo da je a,> O.
Dakle, dati niz opada i ograniten je, §to zna&i da je konvergentan.

2,55, Ako je

1 1 1 1
ey e 4 = + o —,
n Jn+1 |n+2 'n+n

e U
odrediti lim —~

n—>-+o Vn



2.74. 1° Dokazati teoremu:
Neka je &, , > 0(k=1,..,n,n=1,2,...). Ako

ak n

—Z—1 (n— 4+ o)
bk,n
uniformno u odnosu na £, tj. ako za svako & (> 0) postoji takvo m da n >
Ten < g (k=1,...,n),
bk,n

tada je

lim Zakn— lim Zbkn,

N>+ p=y n—>+w p—

pod uslovom da limes na desnoj strani ima konadnu vrednost.
2° Nadt grani¢ne vrednosti sledeéih nizova:

@ a,,=i[[/1+k“ J (b # 0,4 > 0);

k=

n

By b = Zsinzk_zla {a #0);

k=1 n

M

k
) c, = Z[a;—l] (a > 0);
|

k=

o aeified)

H

Refenje. 1° Ako stavimo

Ghn

=14 epp (k=1,..,n;,n=1,2,..),
bkn

imamo

) Z Qpn = z ben + Z ko b -

k=1

n

Iz konaénosti limesa niza b, izlazi da postoji takvo konaéno M > 0 da je
k.n p

k=1

2 Y bpa< M (n=1,2,...).

m povlaci



Ako.je a;, > b; > 0, dokazati da je

2 | a,>b,>0,

(3) Tyiy < an’ bn+1 > bn’

(4) lim -a, = lim b, = |/ab,
n—>+oo ti—> 4 oo

Dokaz. Dokazatemo samo jednakost (4). Prema (3), niz {(a,) opada, a prema (2) je ograniden.
Stoga je niz {(a,) konvergentan.
Na osnovu (3), niz (b,) raste. Kako je, prema (2), a1 > aa > by, niz (b,) je ograniden, pa

je i konvergentan i vazi lim b, > 0.
n— -+

Ako stavimo lim a, =1, 1 lim &, =1,, iz (1) dobijamo
n—+ oo n-»+4ce

1 1
lim a,=—( lim a, 4+ lm &), 4. I = — (U, + I
n—+c 2 i ‘n>too 2

odakle je

L=04L =1 t. lima,= limb,=1>0.
f—> 40 nr+wo
Sli¢no. dobijamo ako ovaj postupak primenimo na jednakost kojom je definisan niz (&,).
Sada ¢emo odrediti I. 1z (1) izlazi
Opr1 bpr1 = ay by,

odakle je
ag bk = a3 bl.

Kako je
lim (apby) = lim ap - lim b =1* 1 lim (agby) = a, &,,
k>t k>+w k>t k—»t

dobijamo I = {a, b,.

Primedba. Nizovi formirani pomecu formula (1) nazivaje se aritmeticko-harmonijske ili harmo-
nijsko-aritmeti¢ke sredine. O ovome videti:

P. S. Mitrinovi¢ i P. M. Vasié: Sredine, Matematitka biblioteka, sv. 40, Beograd 1969,
str. 52—55.

2.78. Dati su nizovi (a,),en 1 (8,)sen pPozitivnih brojeva, definisani sa
Gy = 4, +2 bﬂ’ b,ﬁ.] =a, + bn’ a, =3, b]_ = 2,

. . .. . a . S .
Dokazati da su ¢lanovi niza (c,).en gde je ¢, = —7, naizmeniéno vedi i manji
kel b N
n

od )2, i da je

lons — V2| < %m— 17,

Na¢i limc,.
f—>+ @

Resenje. 1z datih relacija sleduje

a, + 26, cp+ 2

a, + b, B G +1°
Kakojea,> 0ib, > 0 {(nec W), zakljudujemo dajei ¢, > 0 {nc MN). Na osnovu (1), dobijamo

() Cprr =

(2) p _ Vz—: Cp + 2 _ Vi" _ - (Vz_“_ 1) Cn -+ Vi- (Vi_ - 1)
e ¢ + 1 ¢, + 1

- _Vf_‘i(cryg—),
cy + 1



Neka je £ > 0 proizvoljno izabrano. U saglasnosti sa pretpostavkom, postoji m takvo da

-1
ak”<ﬂ—/r n>m; E=1,...,n.

Dalje imamo, s obzirom na (2), za n > m

n

To znadi da im ) g by = 0. Iz (1) onda izlazi

nr+ D0 po

lim z Qpn = lim 2 bk,n

H—>T O Ee—1 >t p_

Primedba 1. Uslov by, > 0(k=1,...,n; n=1,2,...) moie se zameniti uslovom da by,
ne menja znak za dovoljno veliko =

Primedba 2. Kolicnik ay ,,/bk , svakako konvergira ka 1 uniforreno u odnosu na & ako je

@
apn = fap) Beu = glepy h=1,..,n n=112,.. Iim — =1,
x>0 g (x)

gde ¢, uniformno u odnosu na k& teZi ka nuli kad n - + co.
ka- 1 1
2 a)Zak=1,...,0 jecpp= — < max (——- . -&) » odakle izlazi da ¢, teZi ka nuli kad
n n-n
n = 4+ oo uniformno u odnosu na k. Uzimajuéi u obzir dokazano tvrdenje pod 1° i primedbu
2 i uofavajudi da

lrx—1
/ x —
¥ N -1 (x — 0),
— X
P
dobijamo
n
k-1 I ni-t
lim g, = — lm = — lim
nto P n—->+cok§ nd P>t M —(n— 14
1
. n 1
= — lim — =
? n—>+ao;1_(1__1')q Pq
n

Ovde je primenjena Stolzova teorema. MoZe se postupiti i na sledeéi nain (definicija odre-
denog integrala u Riemannovom smislu za ¢ = 1 i dopunski rezultat za 0 < ¢ << 1 (videti 2 49

1

lim qul: lim Z( )q_ll S;qldt

B o — n—>r+4w© 9
B Kako je
2B—1 2n—1
—"—;‘—a .<__2_"'|a| (kﬁl,...,n),
n n
istim rasudivanjem kac napred dobijamo -
_ _ W 2kh—1 . a
lim b, = lim ———a= lim —n*=a.
n—+ow n>+w n? nr+w B

k=1



Kako je ¢, > 0, iz (2) izlazi

Cn > -VE =y < VT, O < Vé—:} Cpt1 = VZ_
3 = - .
Kako je ¢; = 0 > V2 , zakljuujemo da je

Cay < Vi_, Can—1 = V—z— ("EN)-

iz ¢, > 0 (neN) sleduje

2 -1 = 1
A R
<cn+1 1/ 2

Na osnovu ovega, iz (2) izlazi
= V2| < 3 le = V2,

i dalje
- V7| (n=2,3...

lc,,—

Odavde, _
lim |c;— V2 |=0, 4 lm ¢, =V2.
n >+ n— -+

2.85. Dokazati da niz

pe ] fab? + x.2
X03 x—‘L/—a +x 34 vy xn+1:l/f_—+xn’"' (O<x0<b; a>0)

a-+1 a+1
strogo raste i da je ograniCen. QOdrediti lim x.
n—+ @

Resenje. Ispitajmo da li je

. . ab® + x,t
(1) Xe < X1, 1. Xg <V a + 13 .

7 Nizevi i redovi
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. ) . ab® + x,*
Pretpostavime da ovo nije taéno vec da je xy = V~_+1—°- . Posle kvadriranja dobijamo
a

(a+ Dxtzabl+xioaxZab’= %220 (jerje a > 0.
Ovo je u kontradikciji sa pretpostavkom x, < b, pa je zaista x, < x,.
Pretpostavimo sada da je x,_, < x, za neko x. Tada je

ab?+ x, 2 ab® -+ x,* f ab® + x,° ' a b + 2,2
— < e | —— <} " ox, < o

a-+1 a+1 a+1 a+1
Prema tome, metodom indukcije dokazali smo da niz x,, xy, . . ., x,, . . . raste.
Dokazaéemo sada nejednakost x, < b (n = 1,2,...). Zan = 1 ovo je talno jer je
ab? -+ xy?
—_IL < B e xd < b (uslov zadatka),
a+

Ako za neko n vaii x, < b, tada je takode
a b? + x,° ab® + b

< = b ¢ x,4; < b.
a+1 a+1 i

Ovim smo zavriili induktivni dokaz dajex, < b(m=1,2,...).
Dati niz raste i ogranicen je s gornje strane. Prema tome, niz ima graninu vrednost.

o . ab® -+ xf . .
Ako stavimo lim x, = 1, tada iz x,,, = {/ ———— sleduje r = lim x, = &.
n-y>+o a -+ 1 n>+w

2.86. Dokazati da je niz a, = Vﬁ, Q. = 1/2_a‘n {(n=1,2,...) konvergentan.

2.87. Dokazati da je niz (), gde je
= 04w

n+l b

T+ u,

ograniten sa gornje strane. Odrediti grani¢nu vrednost ovog niza.

u1==C>0,

2.88, Ispitati konvergenciju niza (a,) &iji je opsti ¢lan
la a . 1 a

) an=[1—_][1—2—]---[1—u) (n=1273..)
na nﬂ na

gde je a realan broj.

Resenje. Akojeu =0,tadaa, =0 (n= 2,3,...)1stogalim a, = Q.
>4 0

Ako je a > 0, imamo

— 1
0<a 1~ (n=123..2
ne
i odatle je ponove lim a, = 0.
7>+ co
U slutaju kad « < 0, stavljajudi a = — §, dobijamo
n\f con B
2 y=(— 11 (uB — | (_)—1... —1 =2,3,...).
@ =ror o ((3 ) () o )
Za f =1, prema (2}, imamo a, = (— 1)"-!, tako da niz (1) za ¢ = —1 oscilira izmedu

konacnih granica.



