2, ZADACI 1 PROBLEMI IZ NIZOVA 63

2° Da bi realan broj L bio gornji limes niza (a,), potrebno je i dovoljno da,
za svako & > 0, nejednakost a, << L + & bude ispunjena za dovclino veliko #, a
nejednakost a, > L — & za proizvoljno velike vrednosti n. Da bi realan broj 7 bio
donji limes istog niza, potrebno je i dovolino da, za svako & > 0, nejednakost
a, > | — € bude ispunjena za dovoljno veliko n, a nejednakost a, <!+ ¢ za
proizvoljno velike vrednosti n.

3° Neka su (,) i (b,) realni nizovi. Ako je za n dovoljno veliko a, < b,, tada je
lima, < limb,, lima, < limb,

B>+ n>+c B0 n->4co

Dokaz. 1° Neka je za n dovoljno veliko @, < A €R. Tada je niz ograniten sa gornje stranei
stoga je lim a, <+ 0. Ako bi neka tatka nagomilavanja niza bila veta od A, bilo bia, > 4

n->+o
za proizvoljno velike vrednosti #, u suprotnosti sa pretpostavkom. Stoga, ako je lim a, € R,
n—>-+wx
mora biti Iim a, < A. Poslednja nejednakost oligledno je tatna i kada je Tim a, = — .
n—>—+co #~—> - 00

Neka je a, = a za proizvoljno velike vrednosti n. Ako je niz i ogranifen sa gornjc stranes
tj. ako postoji realan broj b > a takav da je au < b(n € N), tada oligledno postoji podniz (ap,)
niza (a,) &ji se svi &lanovi nalaze u intervalu [g, 5]. Niz (ap,,) onda, prema Bolzano-Weierstrassovom
stavu, ima tacku nagomilavanja ¢ € [a, b]. Dakle, niz (a,) ima tada talku nagomilavanja ¢ = a i
stoga je u tom sludaju lim &, > c¢. Ako niz (a,) nijje ogranifen sa gornje strane, imamo

n->+c0
lim a, = + © = a.
n~>-+w@

Na sli¢an naéin dokazuju se poslednja dva tvrdenja pod 1°.

2° Neka broj L u odnosu na niz {(a,) ispunjava navedene uslove. Tada je, prema 1°, za svako
s> 0

L—-s< lim a, <L + ¢;
n>+tw
puitajuéi da ¢-> 4 0, dobija se Tim a, = L.
n=>+w
Neka je L = lim g, Tada je L tatka nagomilavanja niza {z,), pa morz, za svako
n=>-+owo
>0, biti a,e(L — &, L + &), 1. a, > L. — & sa proizvolinc velikim vrednostima n. Ako, sa

nekim fiksiranim ¢ > 0, ne bi bilo 2, < L + £ za # dovoljno veliko, imalo bi se, sa istim s
2, = L -+ = za proizvoljno velike vrednosti » 1 stoga, prema 1°, L = lim a, =L + 3> L.
n—>+wo

Dobijena protivretenost dokazuje da mora za svako ¢ > 0 biti @, < L + ¢ ukoliko je n dovoljno
veliko,

Tvrdenje koje se odnosi na broj I analogno se dokazuje.

3° Pretpostavimo da je za n dovolino veliko a, < 3, Neka je

a= lim a,> lim &, =2,
n->+ H—>= o
inekajs e > ¢ > b Onda je za n dovoljno veliko @, > ¢. Zaista, ako je ¢ £ R, ovo izlazi iz drugog
tvrdenja pod 2°, a u sludaju kad je a = + o0, iz &injenice da je tada Im @, = + co. Prema
. r—+®

drugom tvrdenju ped 2° 1 s Zinjenice da d = — oo znell da je niz

:
(2, 3a donjs strane neograniten, za proizvoljno velike vrednost » je &, < ¢ Dalkle, za proiz-
¥oljno velixo # je mda g, > 4, Dobijena protivrefnost sa polaznom preipostavkom dokazuje
daz 13 pretpostavka povia®l nsiednakost g < 5.

Drugo tvrderie analogno se dokazuje,
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2,20, 1° Doks 2 72 blio koja dva niza a, i b, (n = 1, 2,.. ) vaZe nzjzdnskost
Umoo - lm s < limfa, + b)) < lima. + hmc < Ym(a, + 3
Aot prosr >4 o n>+o e n>4m
< lim a, + lim b,
n->+w fn—>+wo
uz iskljudenje onth nejednakosti koje sadrie jzraze 4+ o0 — o0 ili — 0 + .

2 Akojea,>0i%,>0{xn=1,2,...), dokazati da vaze i nejsdnakosti

lim a, lim b, < lim (ap,) < lima, imd, <Tim (¢,5) < lima,lim,

n>te aA-—r+D nrtom >t NEE B0 n>to #>r4w

uz iskljulenje onih koje sadrZe proizvode 0 - (+ o) ili {(+ w)- G

Ako limta, = ¢ postofi kao konalan broj, dokazati da je

n—+ 0
11m(a,,+b)~a—|—hmbn, hm(a +b)——a—{—ilmb
H oo B>t n—>+ o n->+w®

Akojeuz o a >0i by >0 (n=1,2,...), dokazati da je takode

lim (asb,) = alimb,, lim(ap,) =alimb,.

o0 [y n-»+cw 1>+

Refenje, Neka je

lim g, =1, lm b,=1, lm a;=0L,, lm b,=L,
nifw n-r+oo n>+to @

Od nejednakostd u 1°, dokazalemo samo

(i) L+ Ly< lim (g, +b,) < Ly, + Ly,
n—++co

a od onih u 2° samo

@ Li, € lim (a,8,) < LiLy (@G by = 0 (neN).

Ny 4o
Dokazi ostalih pe}tdnakosti su analogni.

1° Meka su £, 1 L, realnd brojevi. Ako je tada ¢ > G unapred dato, za n dovoljno veliko je,
prema prethodnom problemu pod 2°,

{3) Gy < Ly 45 by<Ly+e
i odatis
Gy + by < Ly 4+ Lo+ 22
za dovolino velike n. Odavde je, prema prethodnom problemu pod 1°,
Hm {g, + b)) < Ly 4 Ly + 2=

>+t
Pudtajudi da e - + 0, dobija se desna nejednakost (1). Ako j= jedan od imssa L1 L, ;ed-
nak + o0, & drugl > — o, desna nejednakost (1) oigledno vaii. Neka je, dalje, L, = — @ i
L, < + oo, Tada postoji ac R takvo da je
{43 b, < a za svako n.

Ako je me R proizvolino {zabrano, bite

o SR T
{3} g, <m0, za dovslinog veliko »

oy b By <o, za dovoling veliko a
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To zoafi da je u overn sluaju lm (@, + &) = — o, tj.
n— -+
Wn @y + dy) = — w = L, + L.
n=>+cw

Neka je I, L, € R, Tada j2, sa unapred izabranim £ > 0,

&) a, > 1y — & za n dovoljno veliko,
(N b, > Ly — & za » proizvoljno veliko,
i odatle

ay, + b, >+ L, — 25¢ za n proizvelino vzliko.
Qdavde, prema prethodnom problemu pod 1°, izlazi
lim (ap + b =21 + Ly — 2.
n—>+o
Pudtajudi da £ — + 0, dobija se lim {ag + by} =1 + L, Ako je jedan od limesa 1, i L,
n-r+ 0

jednak — co, a drugi < + o, leva nejednakost u (1) odigledno vaZi. Akojel, =4 w0i L, > —w
postoji @ € R takvo da je

(8) by > @ za n proizvoljno veliko,

i sa unapred datim M € R je

% an > M — a, za n dovoljno veliko.
Prema (8) i (9),

1) Oy + by > M, za n proizvoljno veliko,

Akojely > — ® i L, = 4+ o0, slitno se ustanovljava da takode vaZi (10), sa proizvoljnim
unapred datim realnim brojem M. U oba slutaja, niz (an + by) je, dakle, sa gornje strane neograni-
gen i stoga

m (ap + b)) = + o0 =1, + Ly

n->+4c0
2° Pretpostavimo da je a, = 0, b, = 0 (neN). Neka su, prvo, L, i L, realni brojevi. Tada

za n dovolino veliko ponovo vaZe nejednakosti (3). MnoZenjem se ustanovljava da je za dovoljno
veliko » :

ap b, < Ly + &) (L + 6);
odatle,

IiTn-(an bn) = (L1 + &) (La + &)
—> -

n
i dalje (¢ = + 0)
Hm (g, 8,) < LyLa.
n->r-tow .
Ako je jedan od limesa L, i L, jednak 4+ o, a drugi > 0, desna nejednakost {2) ofigledne
pOnoOvo vazi.
Neka je 0 <]; < +0, 0< Ly < +o0 ineka je 0 <z <min{{;,L,}.

Tada su ponovo ispunjeni uslovi (6) i (7), pri Cemu je. I, — ¢ = 0, Ly, — ¢ = 0. MnoZenjem
se ustanovijava da je

ay b, = (I, — &) (L, — &) za n proizvolino veliko,

i odatle, prvo, lim (g, 6,) = (1, — &) (L — &), pa zatim (¢ = 0 +) lim (g, ;) = ,L,. Ako je jedan
fi—+ 0 n—>- 0

od limesa /, i L, nula, a drugi < 4 o, leva nejednakost u (2) otigledno vaZi. Neka je L=+ ©
i Ly > 0. Tada postoji ac (0, + =) takvo da je

(11) by > a, za n proizvolino veliko,
i sa unapred datim M0, + =) je

M
(12) a, > —, za » dovoljno veliko.
LI

3 Nizovi i redevi



Prema (11) i (12) je
(13) a,b, > M, za n proizvoljno veliko.

Ako je /y > 01 L, = + oo, na sli¢an nalin ustanovljava se da je uslov (13) ispunjen s
proizvoljnim M€ (0, + ). U oba sludaja je, dakle, im (a, b,) = + o« = [,L,.

n—>+w

Ako je lim a, = a€R, tada obe nejednakosti u (1) vaZe i uz to je lim a,= lim a,=¢
n->+o n;—-l_-—m n—>+o

tako da se dobija

a + lim b, < Iim (a, + &,) < a + lim b,
n>+®© np>+oo n—>+a@

i odatle lim (a, + b,) = a + lim b,. Na slian natin dokazuje se da je tada lim (a, + b,

n->+w n->+cw n>+tw
= g + lim b,. Ako je jo3 a > 0, tada obe nejednakosti u (2) vaZe, tako da se dobija
n—>-+4o

a limb, < lim (a,8,)<a limb,,
n->+w0 n—>--o0 n—>-+o

tj. im(a, b,) =a lim by, i sliéno lim (a,b,)=a lm b,
n>+o L n>+o n—>+w

2.21. Dokazati slede¢a tvrdenja:
1° Za svaki realan niz (a,) (n€ N) je

li_rrl(——an)=——l?nan, li—m(-—an)=—1i_mha”.

n—>+w n->+w n—->+wo B> F
2° Akojea, >0 (n=1,2,...), tada je
. 1 1 — 1 1
hm —_—= — e | llm —_— .._.l'—..,
ST @, lim a, n>to @, lim a,
n->+o n->+c0

gde se, pored opste konvencije = 0, uzima da je (1)— = + oo.

+ o
ReSenje. 1° Ako je L =_l§_rﬁa,,ER i ¢ > 0 je proizvoljno izabrano, tada je, prema problemu
2.19 pod 2°, e
a, < L + &, za dovoljno veliko #,
a, >L — ¢, za proizvoljno veliko #z,

tj.

—a,>—L —¢ za dovoljno veliko n,

—a, < — L + ¢ za proizvoljno veliko n,
i odatle, ponovo prema 2.19,

lim (— a,) = — L = — lim a,,.
n->+ow >
Ako je L = + o, niz (a,) je sa gornje strane neogranien; niz (— a,,) je onda neocgraniden

sa donje strane i stoga

lim (— g, = —0 = — lim a,,.
n——;}:‘w n—>-+4



Ako je, najzad, L = — oo, tada je lima, = — 0, pa imamo lim (— a,) = + « i odatle

n—>-co n—>+ o
lim (—a,) =+ = — L= —1lim a,.
ns>+tew n—>+w

Na osnovu prethodno ustanovljenog, za bilo koji niz (a,) je

lima, = lim (— (—a,)) = — lim (- a,),
";‘-TOO Vl::oo =>4 00
1j. L
lim (— a,) = — lim a,.
n—> -+ ﬂ—>?o
2° Neka je
(1) ' a>0 n=1,2,...).
Ako je L = lima, € (0,+ ) i &€ (0,L), tada je
: n—>- 0
a, <L + ¢ .za n dovoljno veliko,
a,>L—¢e>0, za n proizvoljno veliko,
i odatle
1 1 ; :
2) — > s za n dovoljno veliko,
a, L +e¢ :
1 1 _— .
3 — < 5 za n proizvoljno veliko.
a, L—c¢
Prema problemu 2.19 pod 1°, iz (2) izlazi
: 1
lim — > 5
n—:ao ay L +e
aiz (3)-
. l 1
lim — < .
n>+ow L—e
Pustajuci da ¢ > + 0, dobija se
. 1 1
lim — = — =——.
2>t @ L lima,
A->+

Ako je L = 0, tada je, sa proizvoljno izabranim M€ (0, + «),

1 1
O<a, < —, 4. —>M, za dovoljno veliko n,
> M Gy
§to znadi da je
. 1 R | i 1
im —=lm — =40 =—= —0r.,
n>tw 9n n>+ow Gn L lim a,

n>+w
Ako je L = + o, tada, sa unapred datim & € (0, + o), imamo

1 ‘4 - :
a,> —, tj, — <e¢ zan proizvoljno velixo.
g d"

Qdatle,



1° Dokazati: Ako je niz (e,) razloZen na konaan broj nizova (1) i ako su S,
Sp> Sps -+ > S, redom skupovi tataka nagomilavanja nizova (a,) i (1), tada je

(2) S=5us u--ud.
Sem toga, ako svi nizovi (1) konvergiraju ka broju a, tada i niz (a,) konvergira
ka a. .
2° Dokazati primerom da divergentan niz moze bii razloZen na beskonalno
mnogo nizova koji svi konvergiraju ka istom broju, tako da jednakost (2) ne mora
biti tana u sludaju beskonaZnog razlaganja.

Refenje, 1° VaZenje inkluzije
3) So285uSu---uS
otigledno je.
Nekajex 5, U S, U --+ U S, Tada postoje pozitivni broizavi ep, &, . . ., & 1 prirodni bro-
Jevi fp, Ngy o vy r.fg tako daje |x — apﬂ{ > & 23 N > Hpy |x — aqn| T EGZAN > Myy e e ixﬂa,-rj > &
z2 7 > 7. Stavimo
€ = min (ep, &g, .. -, &), A = max (pnp, Ty v o Sn,p
bice, ofigledno, |x — a,| > £za n > m, 5to znadi da je x ¢ 8. Time je dokazana inkluzija
O SCSyUSguU -+ US,
1z (3) i (4) izlazi (2).
.. Tvrdenje koje s cdnosi na specijelan sludaj izlazi iz (3) i iz otigledns &injenice da je niz
Xoji se moZz razlofiti aa konalno mmogo ogranidenih nizova i sam ocgramiden.

2° Neka iz
g, =0,3k0 je n=2 (k=0,1,2,...),

2, = 1, u supromom sludaji,

a1
2
2 (an—1)

fole

) € TR N

)5 RS (32}2(2’:“ !)}) EERER

i) GiTerglaa.

Frimedba. Ako je niz (a,) razoijzn na konacan broj podnizova, bez tefloia se dokazuje i da |

4

(a) inf ¢, jednzk nsjmaznjem od infimuma podnizova,

(b) sup a, jednak najvsiem od supremuma podaizova,

{cy m @, jednak najrmanjem od donjih limesa podnizova,

(4) im a, jednak najvelem od gornjih limesa podnizova.
n=r
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(1) lim a, = inf (sup a,),
h-~+-+ o n=l vy=n

@) lim o, = sup (infg,).
n—:co n=l v=n

Resenje. Dokazujemo samo jednakost (1). Dokaz jednakosti (2) je anzlogan. Stavimo

L =imaea, L,=supa, Ly=1nf{supa,).
n-¥ 40 =0 n=1 »>=>n

Ako je L = -+ -0, nejednakost
(3 Lys L

svakako vazi. Ako je L <= 4+ =, 1 L < « € R, tada, prema stavu 1.1.2.18, postoji neM takvo
da je av < a{p = n), pa I, =sup (@) < a. Odavde, kako je Ly < L,(n=1, 2,...), izlazi
vy
Ly <o, Pudtajudl da @ — L, dobija se odatle (3).
Sa drugs strane, iz o» <~ L,(» Zm; n=1,2,...), prema 1.1.2.17,sleduje L = limay, <

Y- 0
< Lyn=1,2,...) Odatle.
) L <infL, == L,.

n=1

Iz (3) i (4) izlazi (1).

-~ — - . . B s « - - - . M

2.28. Neka je (x) niz realnih ili kompleksnih brojeva.
17 Dokazati da konvergencija sva tri podniza

(D (20, (%2, 1) (25,)

povladi konvergenciju niza.

2° Da li iz konvergencije dva od nizova (1) sleduje konvergencije niza (x,)?

3* Da li konvergencija svih nizova (x,,) ex (s = 2, 3,...) povlai konver-
i

genciju niza (x,)?
]

Refenje. 17 Ako su sva tri niza (1) konvergentna, tada, prvo, podnizovi

(2) (%g0) 1 (xan)

niza (x3,) (# = 1, 2, . . .) konvergiraju ka istoj granici, pa zatim, kako su nizovi (2) redom podnizovi
nizova {,;) 1{x,,_ ), poslednia dva niza imaju istu graniénu vrednost. To, medutim, znadi da

je niz (x.) konvergentan.

2% Qdgovor je negativan za svaku kombinaciju po dva od nizova (1): za x, = (- 1y
(m=1,2,...), prvadva niza (1) konvergiraju, a tre¢i divergira; ako je x, = 0 ili x,= 1 prema tome
da li je broj » prost ili sloZen, niz (x,) divergira iako su prvi i tre¢i od nizova (1) konvergentni;
najzad, akejex, = O0zan = 28 (k= 1,2,...)1x, = 1 za sve ostale vrednosti », tada drugii treci

od nizova (1) konvergiraju, a miz (x,,) divergira,

3° Qdgovor je negativan, §to dokazuje drugi od primera navedenih pod 2°: u ovom sludaju

svi nizovi (xp),en (s = 2, 3,...) konvergiraju ka broju 1, a niz (x,) divergira.



2.29. Dokazati Stolzovu teoremu:
Ako je y, strogo rastudi niz i pri tome v,—> + o (n—> 4 o), tada
A X '. X — Xp
By E=%m B2k
n»+eo_‘y" n—>+ao yn =, Yo

pod uslovom da limes na desnoj strani postoji, kao konacan broj ili kao pozitivna
ili negativna beskonacnost.

Dokaz. Neka je
Bl X

n>+o0w ¥y — Yp—

konadan broin neka je & (> 0) proizvoljno izabrano. Tada postoji prirodan broj n, takav da je, za
svaki prirodan broj & vedi od ng, y; > 0 i

Xp — Xp—
= <L +e
Ve ™ Yk

L —¢e<
tj.
L=k —Ye-0) <xp— 21 <L+ )Wk — Yi-1) Vk — Va1 > 0.

Stavljajuci u poslednjoj dvostrukoj nejednakosti redom & =n, + 1,...,n(n > n,) i sabira-
juci sve te nejednakosti, dobijamo
(L — &y, — yno) < x, — Xny < (L + &) (v "'J"no) (n > ny),
ili kako je y,> 0,

i Ve x Lis A
—"—+(L—s)( a_")<—"< e +(L+c)(1-—y—") (n > ny).
Yn In Yn n Yn

Pustajuci ovde da n— + o, dobija se

. X sz 40
L—e¢<lim 22 < Iim —"§L+e;
n>tow In  m>to Yy

T : ; . . X sl §.. X,
pudtajuéi potom da & - + 0, dolazi se do zakljutka da niz - konvergira i da je lim - = L.
In n—>+o Yp
£ Na slitan nalin ustanovljava se da tvrdenje vaZi i u sluajevima kada je L=+ o ili
sz = Q0

Piimedba. Istim metodom moZe se dokazati i sledeée opstije tvrdenje:

_ Ako je y, strogo rastudi niz i pri tome y, > + © (n > + o), tada je, za bilo koji realan
niz x,,

: Xy — Xp— . x -— X TR
lim 2 "xsllm Z <1lim 2 < Tim
n>t+wd¥n " ¥Vn-1 ,51e¥n n>t@Vnp n>+o¥y — Y-

Xpn — Xp-1

2.30. Ako je ay =0, @, =11 ayyy —2a, + ay_; =2 (n> 1), tada je a, = n’.
Dokazati ovo metodom matematicke indukcije.



2.30. 1° Dokazati da jednaina e* = ax (¢ > 0) ima dva, jedan ili nema ni jedan
koren prematome dalijea > e, a=e¢ili a <e.

2° Dat je niz (1), gde je
U,y = U, & " U1 (uy 1 uy fiksirani realni brojevi).

Ako je g™ > euy 1 4, nije vete od vedeg korena jednacine

Yo,
(0 o=
14

?

tada daii niz monotono konvargira kKa manjem korenu jednaZine (1). U svim ostalim
slucajevima niz (1,) je monoton i divergentan.
Dokazati ova tvrdenja.

1 3 e ag-g
2,40, Dokazat da g, — g, ;—d {n— + ) povladi — —d (n— + ).
3
Dokzz. Smvijajudl, saglasno pretpostavei,

Gy — Qpoq =4 + £, (e, = 0 (1), 1> + o),
dobiiamo

L)
=]

n
1
-1-—uz £y 4+ 4 {n—> -+ i,
"i2

H3
=8

gdakls tyrdenje neposradno izlazi na osnovu Caughyave eoreme (1,1.2.22.1),



