
·1. PREGLED TEORIJE NIZOVA 1 REDOVA 

1.1. NIZOVI 

1.1.1.1. Svaka funkcija а: N -+ С naziva se nшоm kompleksnill brojeva ili krace, 
kompleksnim nizom. Ako је, specijalno, а : N -+ R, tada se а naziva nizom realnih 
brojeva јlј realnim nizom. Kompleksni i геаlпј nizovi zovu se brojni јlј numeriCki 

• 
nzzo'Ul. 

U teoriji brojnih nizova umesto а (п) cesto se pise аn, U,,,deni раг 
naziva se n-tim Clanom niza а. Cesto se, radi I\:raceg izrazavanja, kaze da је 
дап niza а. Егој п naziva se tada indeksom "Clапа аn , 

Sam niz а оЫспо se oznacava sa а" (п = 1,2, ... ). 
Upotrebljavaju se takode sledece oznake: 

a,,(nEN); (an)nEN; (аn); (a 1,a2, .•• ); аn, 

Skup N је domen јlј skup indeksa niza (аn) (videti 0.8). 

(п, аn) 
• 

а, п-Н 

Skup а (N) naziva se skupom v1"ednosti ili antidomenom niza (аn) (videti 0.8). 
U prethodnom izlaganju skup N moze se zameniti skupom Nm = {т, т + 

+ 1, ... }, gde је mENo. Kako se ovaj opstiji slucaj u pogledu pojmova i rezultata 
пе razlikuje bitno od slucaja kadaje domen niza N (stav 1.2.2.1), u ovom pregledu 
teorije nizova ogranicicemo se па slucaj niza sa domenom N. 

1.1.1.2. Ро definiciji, niz (an)nEN је ogranicen ili neogranicen zajedno sa svojim 
skupom vrednosti. 

Za realan niz (a,,)neN brojevi sup ан i inf аn, koji se redom nazivaju 
nEN nEN 

supremum i infimum niza, definisani su sa 
def def 

sup а" = sup а (N), inf а" = inf а (N). 
nEN nEN 

Ake је sup а, < + оо, kaze se da је [еаlап niz (an)nEN 5 gornJe strane ogra-
nEN 

nicen; u suprotnom slucaju, isti niz је s gornje strane neogranicen. Pojmovi »5 don;e 
5trane ogranicen niz« i '>5 donje 5trane neogranicen niz« analogno se definisu. Za 
niz koji је i s donje strane ogranicen kaze se krztko da је ograniCen,. ako niz пјје 
ogranicen, kaze se da је neogranicen. 

1.1.1.3. Monotoni nizovi. Ako је аn < аn+l (п Е N), kaze se da је [еаlап niz 
(an)"EN (тonotono) rastuci. Ako је аn > аn+l (п Е N), niz (an)nEN је (тоnосоnо) 
opadajuCi. Prethodnim nejednakostima u kojima su redom znaci < i > zamenjeni 
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sa < i > redom se deYinisu strogo (јlј striktno) raslUci i strogo (ili striktno) opada­
juci niz. U sva cetiri slucaja kaze se da је niz monoton; u poslednja dva kaze se i 
da је оп strogo јlј stnkcno monoton. (U drukCijoj terminologiji, umesto rastuci, 
opadajuCi, strogo rastuci i strogo opadajuCi niz kaze se redom: neopadajuci, 
nerastuCi, rastuci i opadajuci niz. U daljem izlaganju koristicemo uvek prvi па­
Сјп izraZavanja.) 

Realan niz moze топоюпо rasti, monotono opadati, itd. i za п > т, gde је 
т ЕО N Yiksirano, јЕ za dovoljno· veliko п, uko1iko роsюјi т ЕО N (koje se пе рге­
cizira) takvo da је аn < аn+l za п > т, itd. 

Upotrebljavaju se takode sk::l~:e oznake: 
. . . 

r?,stucl П1z; 

"... op<:dajuCi niz; 

(an)nEN t 
(an)"EN ,ј. 

1.1.1.4. Podniz. 

" . strogo rastucl шz; 

strogo opadajuCi niz. 

Za niz Ь" (п = 1,2, ... ) kaze se da је podniz niza (an)nEN ako је 

Ь" = ар" (п = 1,2, ... ), 
gde је р" (п = 1,2, ... ) strogo rasruci niz ргiгоdпih 1-,rojeva. 
1.1.1.5. Konvergencija. Granicna vrednost. Kaze se da је niz (an)nEN kon­
vergental1 јlј dn konvergira (tеБ) ka broju а ako za svako Е > О postoji takav broj 

по Е N da је \аn - аl < Е za svako п > по; 
drugim reCima, ako svaka okolina* tacke а sadrzi sve C1anove niza (а ,,)"EN Сјјј su 
indeksi dovoljno veliki. U tom slucaju, Ьгој а zove se granici1a vrednost јlј limes 
Пlzа (O,,)"~N i pise se 

lјта =а јlј 
п , (11-+ +со). 

II.-јо. +- оо 

Cesto se za niz kaze samo da konvergira јlј da је kOi1~'ergentan, bez роmјпјапја 
Ьгоја ka kome konvergira. 

Niz koji kопvсгgiга ka пиlј zove se nula-niz. 
Za niz koji пс kопvегgiга kaze se da divergira јlј da је divergentan. 

1.1.1.5.1. Za гсаlап niz (a,.)"EON kaze se da tezi ka +со (ka pozitivnoj beskonac-
nos[i) i pisc 

а,,-» +со (n-+ +со), јЕ 1im оп = +со, 
11 ........ -t оо 

ako za svako Л1 > О postoji по ЕО N takvo da је а" > М za svako п > по. Analogno 
sc definise zпасе:lјс iskaza >шiz (a"),,EN tezi ka -со (ka negativnoj beskonacnosti)(,; 
оdgО\~[Јгајuса oznaka је 

с1" -+ -со (п-+ +со), ili ]јт а" = -оо. 
П-+ + оо 

Za геаl11е nizove koji teze ka +со јlј ka -со kaze se takode da s[varno 
divergil"aju. Rcalni nizovi koji nisu пј konvergentni пј stvarno divergentni nazivaju 
se oscilatomim nizo,"'ima. S obzirom па druge varijante prethodnih oznaka, ako 
а,,-+ +со (п-+ +со), odnosno аn -+ - со (п-+ +со), kaze se i da је +со, 

odnosno - со, limes niza (a")"EN' 

* Okolinol1l tacke (broja) а и sistemu kompleksnih brojeva naziva se (и jednoj varijanti 
tog рајта) s\'aki disk (otyoreni krug) sa centrom u toj tacki i poluprecnika F > О, а u sistemu 
realnil1 brojcva svaki interval oblika (а - о, а + о) со > О). 
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1.1.1.5.2. Kaze se da kompleksan niz (an)"EN lezi ka оо (ka beskonacnosli) i pise 

а"-+ оо (n-+ + оо), ј1ј lim а" = оо, 
n-t+ оо 

1.1.1.6. Tacka nagomilavanja. Za komp1eksan Ьгој а kaze se da је tacka па­
gomi1avanja niza (an)nEN ako za svako ё> О i svako по Е N postoji prirodan broj 
п > по takav da ј е 1 а" - 111 < ё; drugim recima, ako svaka okolina tacke а sadrzi 
Clanove niza (a,,)nEN sa proizvo1jno ve1ikim indeksima. 

1.1.1.7. Donji i gornji limes. Neka је (an)nEN геа1ап niz i S skup sVlh njego­
vih tacaka nagomi1avanja (S moze biti i prazan skup). Gornjim limesom (sinonimi: 
limes superior, gornja lacka nagomilavanja) niza (a,.)nEN naziva se e1ement L skupa 
R", koji se оdгеduје па sledeCi паСјп: 

L= 

f +00, ako је niz (ал)nЕN neogranicen s gогще strane; 
1-00, ako је niz (a,,)nEN s gornje strane ogranicen i skup S је pra-
Ј zan (t;. ako је 1јт а, = - оо); 
I '11-++00 

1 sup S, ako је niz (an)nEN s gornje strane ogranicen i skup S пјје 
l prazan. 

Analogno se definise donji limes (limes inferior, donja tacka nagomilavanja) 
пizа (аll)n Е N· 

Gornji 1imes 
. 

шzа (a.)nEN oznacava se jednim od sledeca dva simbola 

1јm а, ј1ј 1јт sup аn , 
n-+ + оо , 

n-+т со 

а donji 1imes istog niza jednim od simbo1a 

lim а· 1'11' l' . f п lт ш аn· 

Prema odgovarajuCim tvrdenjima u 1.1.2, gornji i donji limes jednoznacno 
su odredeni (kao e1ementi skupa R~) za svaki геаЈап niz i svaki od пјЉ је tacka 
nagomi1avanja niza u slucaju kad је konacan. Stoga, ako је 1јт аnЕ R, јmато 

n--;.. -1- со 
~' 

1јт а" = тах S, а ako је lim а" Е R, tada је 1јт а" = тјп S. 
n-++ оо --

n_+оо 71_+00 

Cesto se u slucaju kad је realan niz (an)nEN neogranicen s gornje, odnosno 
s donje strane, kaze da је simbo1 + оо, odnosno - оо, njegova tacka nagomi1a­
уапја. Ako se оуа konvencija usvoji, tada se, uz па prirodan паСјп па skup R", 
prosiren poIedak skupa R (videti 0.10), gornji i donji 1imes mogu bez ograni­
сепја definisati па sledeCi паСјп: 

а takode i ovako: 

l ' def S 
lт а" = sup , 

n-++оо 

def 
Јјт а, = тах S, 

n-..:,.. + со 

1· def. f S lman =ln, 
n-++со 

def 
lim аn = тјп S. 
n~+co 
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. аn 1.1.1.8. Ako је 11m- = 1, pise se аn 
n-~-i-U)b 

" 
~ Ьn (п -->- + оо) i kaze da se • 

Пlz 

(а"),, Е N аsiЩ1Jtо{ski pOllasa kao niz (Ьn)"Е N (јlј da је рГ\'ј niz asimptotski jednak 
dгugоm). 

Neka su (а,,) ј(Ь,,) геаlпј nizovi i neka је Ьn > О (п Е N). Tada se pise: 

. а " П1z _С 

Ь" 
ogranicen; а" = о (Ь п) ako 

. а" . 
П1z - tezl ka О. 

Ь" 
1.1.2. TEOREME О KONVERGENCIjI I О ТАСКАМА 

NAGOMILA V ANJA NIZOV А 

Na pocetku navodimo jedan stav iz osnova matematicke analize, koji posebno 
igra fundamentalnu ulogu u teoriji ЬгојпiП nizova. 

1.1.2.0. Svaki пергыап i sa gornje strane ogranicen skup геаlпiП Ьгојеуа јта 
supremum, а svaki пергаzап i sa donje strane ogranicen skup геаlпiП Ьгојеуа јта 
infimum. 

N avcdcni stav пе odnosi se direktno па nizove, аlј se bitno koristi u dokazu 
nekih najvaznijih od sledecih {еогеmа о Ьгојпјт nizovima. Sve опе od {iП teorema 
u Cijoj formulaciji јlј u vezi s kojima пјје izriCito гесепо da је гес о геаlпјт nizo­
ујmа odnose se па opsti slucaj kompleksnog niza. 

1.1.2.1. Ako se doda јlј oduzme konacan Ьгој clanova nizu, ili se izmene vrednosti 
konacnog Ьгоја njegovih сlапоуа,l пе тепјаји se: njegova ogranicenost (odnosno 
neogranicenost), njegova konvergencija, granicna vrednost i tacke nagomilavanja. 

1.1.2.2. Granicna vгеdпоst niza је i njegova tacka nagomilavanja. Obrnuto пе 
vazi. Niz moze imati samo jednu granicnu vrednost. 

1.1.2.3. Ako niz tezi ka а, tada i svaki njegov podniz tezi ka а. 

1.1.2.4. Tacka nagomilavanja podniza nekog niza је tacka nagomilavanja tog 
• 

Пlzа. 

1.1.2.5. Ako је а tacka nagomilavanja nekog niza, postoji podniz toga niza koji 
konvergira ka а. 

Sledece dvc teOl"eme odnose se па геаlпе nizove. 

1.1.2.6. Ako је а" < .", < сп za dovoljno veliko п i ako је lјт а" = lim Сп = Ь, 
n-++со n-++ оо 

tada је niz Ь" (п = 1,2, ... ) konvergentan i lјт Ь" = Ь. Ргј tome Ь moze biti 
n-++со 

proizvoljan element skupa R",. 

1.1.2.7. 10 Ako је а" < Ь" za dovoljno veliko п i ako postoje lјт а" i lјт Ьn' tada 
,,-++00 n-++ro 

је lјт а" < lјm Ьn ' 
fl-+ + со ,1-+ + XI 

2° Ako је lјт а" < lјm Ьn, tada_' је а" < Ь" za dovoljno veliko n. 
n-++:ХЈ n-++со 

1 Citalac се lako dati precizno tumacenje ovim formulacijama. 
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1.1.2.8. Теогета о konvergenciji monotonih nizova. Svaki monoton i ogra­
пјссп геаlпј niz је kon,·ergentan. • 

Ргј (t,me, ako је ni" Са,,) opadajuCi i (s gcrnje strane) ogranicen, vaZi lјт а,. 
n---+ + оо 

= sup ап, а ako је opadajuCi i (s gornje strane) ogranicen, јтато lјт а" = 
n>Ј 1'I-?+ОО 

= inf аn . 
n>Ј 

1.1.2.9. Dedekindova teorema. Neka su аn i Ьn СП = 1,2, ... ) геаlпј nizovi 
saosobinama: а,,7' ,Ь,," СП = 1,2, ... ); а,,< Ь" (n= 1, 2, ... )ј lјт (Ьn - аn) = О. 

1'1--++00 

Tada su оЬа оуа niza konvergentna i njihova zajednicka granicna vrednost с zado­
voljava dvostruku nejednakost а" < с < Ь" СП = 1,2, ... ). U slucaju kad је аn t ' 
Ь" {. СП = 1 ,2, ... ) pretllOdna dvostruka nejednakost moze se zameniti preciz­
пјјот: аn < с < Ь" СП = 1,2, ... ). 
1.1.2.10. Bolzano-Weierstrassova teorema. Svaki ogranicen niz:ima Ьаг jednu 
tacku nagomilavanja. 
1.1.2.11. Da Ы Ьгојпј niz konvergirao, potrebno је i dovoljno da bude ogranicen 
i da јта samo jednu tacku nagomilavanja. 
1.1.2.12. Cauchyev kriterijum konvergencije. Da Ы niz Can)"EN konvergirao, 
potrebno је i dovoljno da za svako с> О postoji nоЕ N takvo da је 

lap - aql < с za р 2: q > по. 
1.1.2.13. Ako је niz Can)nEN konvergentan, tada је konvergentan i niz јаnј 

СП = 1, 2, ... ) i vazi . lјrn :аn! = lјт аn . 
п -.+00 n".+ОС 

Egzistencija i konacnost limesa па levo} strani пе povlaci egzistenciju limesa 
па desnoj strani. 

1.1.2.13.1. LJz konvenciju I ± ОЈ I = + ОЈ, za геalпе nizove vaze оЬа tvrdenja 
prethodne teoreme и kojoj је konvergencija (tj. egzistencija konacnog limesa) 
zamenjena egzistenr.ijom limesa и R"". 

1.1.2.14. Ako su nizovi а" СП = 1,2, ... ) i Ь" СП = 1,2, ... ) konvergentni, tada 
su konvergentni i nizovi а" + Ьn , аn - Ь", а" Ь" СП = 1, 2, ... ) i tada је 

lјт Саn + Ьn) = lim а" + lim Ьn' 
n--++со n-++оо 1'1-++00 

(1) lјт Са" - Ьn) = lјт аn - lim Ьn' 
n-+ + о:) 1'1-++00 n-++оо 

lјт Саn Ь,,) = Нт а" lјт Ьn ' 
n-++оо n-++оо 1'1-++00 

Ako је јо!; lјт Ь" # О, tada је i niz аnјЬ" (п dovoljno veliko) konvergentan • • • 
1 vazl 

jednakost 

(2) 1· а" lm -= 

lјт а. 
n-++оо 

• 
n-++оо Ь 

" 
lјт ЬN 

n-++оо 

Egzistencija i konacnost Ыl0 kog Cposebno) od Hmesa па levim stranama 
jednakosti (1) i (2) пе povlaCi egzistenciju пј lim аn пј Нт Ьn' 

1'1--++00 n-++оо 
2 Nizovi i redovi 
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• 

1.1.2.14.1. Uz isk1juccnje Sltlcajeva kad se па desnoj strani jav1ja jedan od izraza 

+00 -оо, -со +00, о· (±со), (±оо)' О, 
±оо 

±оо 
, 

sva tvrdenja tсогеше 1.1.2.14, u kojoj је konvergencija zашепјепа еgzistепсiјош 
1iшеsа u R"" vaze i u R oo . 

1.1.2.15. Ako је gornji 1iшеs rea1nog niza konacan, оп је пајуеса tacka 
1ауапја (tj. таksiшuш skupa tacaka nagomi1avanja) tog niza. Апа1оgпо 
vazi za donji 1iшеs. 

• nagoml-
tvгdепје 

1.1.2.16. Da Ы rea1an niz (а )nEN imao liшеs u R oo (tj. kопvегgiгао ili tezio ka " . 
pozitivnoj i1i negativnoj beskof1acnosti), роtгеЬпо је i dоvоlјпо da bude 

lim а" = liш аn. 
п--*+оо 

П-+тСО 

1.1.2.17. Neka је (a")"EN rea1an niz. Ako је а" < А za dovo1jno ve1iko п, tada 

је 1iш аn<А; ako је аn>а za ргоizvоlјпо velike vrednosti п, tada је lјт аn>а; 
п-++оо п-++оо 

ako је а" < А za proizvoljno velike vrednosti п, tada је liш аn < А; ako је аn> а 

za dovoljno ve1iko п, tada је 1im а" > а. 
п-++оо 

1.1.2.18. Da Ы realan broj L Ыо gornji 1imes realnog niza (a")"EN' potrebno је 
i dovo1jno da za svako Е > О пејеdпаkоst а" < L + Е bude zadovoljena za dovoljno 
ve1iko п, а пејеd::шkоst а" > L - Е za proizvoljno velike vrednosti n. Da Ы rea1an 
broj 1 Ыо donji limes istog niza, роtгеЬпо је i dovo1jno da za svako Е > О nejed­
nakost а,. > 1 - Е bude zadovo1jena za dovo1jno ve1iko п, а nejednakost аn < 1 + Е 
za proizvo1jno ve1ike vrednosti а. 

1.1.2.19. Neka su а" i Ь" (п Е N) realni nizovi. Ako је za п dovoljno ve1iko аn < Ь", 
tada је 

1јт а" < 1јт Ьn i lim а" < 1im Ьn ' 
11-+ + оо п--++оо п--++оо 

(Tvrdenje 1 о teoreme 1.1.2.7 је specija1an slucaj оуе tеогеше.) 

1.1.2.20. 1 о Neka su (a")"EN i (b,.)"EN dva rea1na niza. Uz isk1jucenje slucajeva 
kad se јаУ1јаји izrazi koji петаји smis1a, vaze sledece nejednakosti: 

• 
ПЈе 

1im а" + 1im Ь,. < 1im (а" + Ь") < 1iш аn + 1im Ьn ' 
71-++00 11-"'+00 n--++-=о n·++со 

1im а" + 1im Ь" < 1јт (а" + Ьn) < 1im а" + 1im Ьn ' 
n-++оо n~+co n-++оо n--++оо n-++оо 

20 Ako је јо!; а" > О, Ьn > О za dоvо1јпо ve1iko 
kao napred, vaze nejednakosti 

п, tada, uz isto ogranice-

1јт а,,' 1im Ь"::;: Iјт (аn Ьn) < lim аn ' Iјт Ьn' 
n-++оо п-++оо п--++оо п-++оо п-++оо 

~jт аn , Iјт Ь" < 1im (а" Ьn) '< 1im аn , 1im Ьn ' 
п--?-+со п.,. +00 п-++оо п-++оо п-++оо 
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• 

1.1.2.21. Za svaki геаlап пiz (a,.)"EN је 

liш (- а) = 
" 

liп} ан, liш (- а,,) - li!l1 а,," 
11--+ + оо 7/--++0) 

Ako је ан > О СП = 1,2, ... ), tada 
. 
Је 

1 1 1 1 -
lim - lim . , 

liщ 
, 

1l-+toc а" liщ а" 
,1--+ + Ф а" а" 

71--+ + со n--++оо 

gde рогеЈ • . 
kопvепсiје 

1 
= О, 

. 
da • 1 

se, \'ес USVОЈспе UZЈШCl Је 
+00 О 

.Ј.. ~ , ~. 

1.1.2.22. Stolzova teorema. Neka su (an)nEN i (b,,)nEN dva геаlпз. пiZ>1. Ako 
Ь" ----'7- +00 (n----'7- +(0) i Ь" t za п dоvоlјпо ve1iko, tada је 

1iщ < 1im • 

n--+ -1- оо Ь" - Ь"-Ј 

Posledica 1. Sресiја1по, pod istim pretpostavkama, iz egzistencije 1imesa 

1im 

li 
аn 

Щ --еgzistепсiја 1imesa 
n-+-1-о::; Ь 

п 

= lim 

kao i jedl1akost 

• 

Ь" - Ь"_l 

Egzistel1cija leуе stral1e posledl1je jednakosti пе pov1aci egzistenciju desl1e strane 
iste jedl1akosti. 

Stolzova teorema iша jos sledece posledice; 

1.1.2.22.1. Саисћуеуа teorema. Ako је 1iщ аn = а, tada је 

Posledica 1 Stolzove 

(п = 1, 2, ... ) kощрlеksап 

1im 
1 

. 
teoreme Ј 

. 
шz. 

n-++оо 

" 

Cauchyeva teorema • vaze i kada је а" 
Ј 

1.1.2.22.2. Ako је ан> О (n= 1,2, ... ) i liщ а"= а, tada 
'1--++00 

је lјт ( П akY = а. 
11->- + ХЈ k= 1 

1.1.2.22.3. Ako је а" > О (п = 1,2, ... ), tada је 

2* 

1· аn+l 1" 1/ 1'­Јт --< lт а ,,< lт 
- "-

n--+ + оо 'Ј-++СО 

а l/n < liщ " -
n·++оо а 

п 

• 
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Spccijalno, pod i s tоП1 
. . . 1" а +r! 

rrеtроstаvkош, 12 1т п = а izlazi lјт 
II-+- +СС а 

п 

1.1.2.23. Nekoliko partikularnih rezultata 

I _11 I ] u + 1 

1.1.2.23.1. а" = 1 + -Ј t, {Јп = 1 т - (п = Ј, 2, ... ); 
п п 

liш а" = liш /3" = е Е (2,3); 
11--+';'- ':(.' n~ +00 

з 
О < е - а" < {Ј" - а" < - - (п = 1, 2, . .. ); 

. n . 

. ( 1 1 1) е = l1т 1 + _. + - + ... + -- . 
ll .-?r co 11 21 п! 

Broj е, zujednicki limes nizova аn , /3" i i ~ (п = 1, 2, ... ), је transcenden­
k~ O k! 

сап i јта decimalni razvoj е = 2,7 Ј 828 18284 59045 ... 

1.1.2.23.2. Нт 1 -1- Ј + ... +~-10PI) = У = 0,5 772 1 5664901532 ... 
11 -+ ...Ј· 0С' 2 11. 

Вгој у zove se Eulel'ova konstanta. 

P,·imedba. Ја. nјје ustanavljel10 da lј је у racianalan ili iracianalan broj. 

1.1.2.23.3. lјт а" = 0 (ј а ј < 1). 
n~+cc 

1.1.2.23.4. lјт 
п 

= 0 
n--+ -I " се а" 

( Ј ај > 1). 

1.1.2.23.5. lјт 
а" 

=0 -
n--+ + оо п! 

(аЕ С). 

1.1.2.23.6. lim а l ! » = 1 (а > О). 

1.1.2.23.7. lim n l fn = 1. 

1.1.2.23.8. Stirlingova formula. 1 NaveScemo dva oblika ove formule. 

Precizniji oblik : 

, O,r 
n! =V2 л;nn"е-nТI2n(0 < (Ј < 1' nEN). 

" ' 
Мапје precizni oblik: 

п! - V2л;n пп е-" (n-+ +00). 

1 Detaljnije о Stirlingovaj formuli Yideri: 
D. S. MitrinaYic, saradnik Р. М. Vasi,,: Аnаliriёkе nejednakosri. Beograd 1970, str. 

175-179. 
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1.1.3. FUNКСЮNАLNI NIZOVI 

1.1.3.1. Ројаm funkcionalnOf[ niza ј,,(х) (п = 1,2, ... ), gde su х 1-+ j.(x)realne 
funkcije realne nezavisno promenljive sa istim domenom, definise se па slican 
naCin kao ројгш brojnog niza. 

Rea1ne funkcije rea1ne promenljive mogle bi se, u prethodnom tekstu 1 u nekim 
od sledecih rezultata, zameniti kompleksnim funkcijama kompleksne promenljive, 
а1ј izlaganje koje s1eduje pretpostavlja da је гес о nizovima realnih funkcija (еаЈпе 
promenljive. 

1.1.3.2. Ako је konvergentan Ьгојпј niz koji se dobija od niza (j,,(X»)nEN stavljajuci 
х = хо, kaze se da jUl1kciol1alni niz (J,,(x»)nEN konvergira u tacki х = хо · 

Skup svih tacaka u kojima niz (fn(X»)nEN konvergira zove se skup konvergenclje 
ovog funkciona1nog niza. 

Ako је 1јm ј,/х) = ЈСх) za svako хЕ Е (с R), funkcija Xl-+j(x) naziva se 
n·+-т-оо 

granicnom junkcijom niza (Јn( ))"EN па skupu Е. 

1.1.3.3. Neka је Е ( с R) skup па kome su sve funkcije Л, ј2, ... definisane. 
postoji nenegativan геаlап Ьгој М takav da је Ifn(x)1 < м za svako х Е Е 
svako п Е N, kaze se da је niz Л,ј2, ... unijormno ogranicen па Е. 

Ako 
. 
1 za 

1.1.3.4. Neka su sve funkcije ј" ј2' ... deГinisane.na skupu Е ( с R) . .Ako za svako 
Е> О postoji nоЕ N takvo da је Iјn(х) - ј(х) I <." za svako п > по i svako хЕ Е, 
kaze se da niz ј,,(х) uniformYlo konvagira ka. junkciji х I-+f(x) па skupu Е. 

Ako је skup Е int~rval, onda se u 1.1.3.2, 1.1.3.3 i 1.1.3.4 па svim mestima 
reCi »па Е{< mogu zam~niti recima »и (intervalu) Е«. 

1.1.3.4.1. Neka је Gn(x) .= Iј,,(х) - ј(Х)1 za dati skup Е (с R) i neka је 

!I" = sup G,,(x) (п = 1, 2, ... ). 
хЕЕ 

Da Ы niz ј"сх) па Е uniformno kопvегgiгао ka ј(х), potrebno је i dovoljno da bude 
lјm ;1" = О. 

n-+ + оо 
Ako хnЕ Е(n = 1,2, ... ) 

mпо ka ј (х) па Е. 

-- - - -
i lјт G" (хn) > О, tada ј,,(х) пе konvergira unifor-

11--+ + оо 

1.1.3.5. Cauchyev kriterijum za uniformnu konvergenciju. Funkciona1ni 
niz (fn(X»)nEN uniformno kO:1vergira па skupu Е (с R) ako i sаЋЈ a~<o za svako 8 > О 
postoji по Е N takvo da је 

Iјр(х) - Џх)1 < 8 

za svako р > q > по i za svako хЕ Е. 

1.1.3.6. Ako su sve funkcije xl-+j,,(x) (п = 1,2, ... ) перге:,ј,јп~ па skupu Е(с R) 
i niz (fn(X»)"EN па Е uniformno konv~rgira kaf(x), оја је i funkcija х 1-+ ј (х) пе­
prekidna па skupu Е. 

1.1.3.7. Neka је јn(х) (п = 1,2, ... ) niz realnih fиnkcija koje su и Riemannovom 
smis1u integrabilne u intervalu [а, Ь] (-оо < а < Ь < +00). Ako Qvaj niz u 
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. а, Ь] uniformno konvergiгa ka funkciji х r-+ ј(х), tada ј efunkcija х r-+ ј (х) и 
[а, Ь) u Riemannovom smislu integrabilna i vazi jednakost 

ь ь 

:irn S јп (х) dx = S ј (x)·dx. 
n~+oo а а 

1.1.3.7.1. Teorema Arzela. Neka је svaka od funkcija х r-+ јn(х)(n= 1,2, ... ) 
u Riemanno\'o.l1 smislu integrabilna u interva1u [а, Ь] (-оо < а < Ь < +00). 
1'1.1:0 је оуај niz u [а, Ь] uniformno ogranicen i konvergira ka funkciji х-+ ЈСх) 
izoja је u [а, Ь) integrabilna u Riemannovom smislu, tada узZј jednakost (3). 

1.1.3.8. Neka su sve Љnkсјје Jl,j2' ... definisane u intervalu (а, Ь) (а < Ь), i 
l1eka su ispunjeni sled~6i uslovi: 

I Ј niz ј,/ х) (п = 1, 2, ... ) konvergira za neko хо Е (а, Ь); 
2' sve funkcije х---+јn'(х) СП = 1,2, ... ) imaju konacne vrednosti za svako 

хЕ Са, Ь); 

у nizj.'(x) (п = Ј, 2, ... ) uniformno konvergira u svakom zatvorenom in­
ter\oaiu sadrzanom u (а, Ь). 

Tada: 
а) niz јn(х) (п = 1,2, ... ) uniformno konvergira u svakom zatvorenom 

interva1u sadrzanorn u Са, Ь); 
Ь) gгапiспа funkcija х 1-+ ј Сх) niza ЈnСх) СП = 1,2, ... ) ima izvod u (а, Ь) i 
с) г(х) = lim ј.'(х) za svako хЕ Са, Ь). 

n---i>" + ос, 

Primedba 1. Prethodna teorema cesto se navodi u (za dokaz) jednostavnijem obliku u kщпе 
se pretpostavka 2" zamenjuje pretpostavkom da su svi izvodi х -+ Јn'(х) СП = 1, 2, ... ) nepre­
kidni и interva1u Са, Ь). 

p"imedba 2. Uz zamonu па svim mestima Е (с R) sa Е (с С), definicije 1.1.3.2, 1.1.3.3 i 
1.1.3.4, као i teoreme 1.1.3.4.1, 1.1.3.5 i 1.1.3.6, va,e i za nizove kompleksnih funkcija котр-
1eksne рюmепlјi,·е. Teorema 1.1.3.7 takode јта svoj analogon za slucaj kompleksnih funkci­
onalnih nizova. 
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