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pa je

1 1 1 1
/Sinx dv = / tan(z/2) 2cos?(z/2) de —/;dt—log 4+,

tj.

/1 d:)::log|tan§|+0. A

sin x

Primer 2.1.5. Kako je cosz = sin(z + 7/2), na osnovu prethodnog primera,
smenom z = t — m/2, dobijamo

1 1 1 t
/cos:z: v /sin(x+7r/2) v /sint og | tan 2 | +C.

tj.
1 r w
/cosx dxr = log | tan(§ + Z) | +C. A
Primer 2.1.6. Smenom z = acos®t + bsin?¢ (0 < t < 7/2) integral
1
/ ——dx (a<x<b)
V- ab-2)
postaje
1
[——do=2[at=2+cC
NCEDICED)
— 2arctan /=2 + C,
—x
jer je

x—a:(b—a)sin2t, b—x:(b—a)COSQt,

Tr—a

dx = (b — a)sin 2t dt, tan? t = 5 A

_m.

Primer 2.1.7. Za odredivanje integrala

/ (arctan z)3 e
1+ a2

1
uvedimo smenu ¢ = arctanz. Tada je dt = —— dz, pa je
14z

3
/de:/t?’dt:ifl—l—cz

T+ 22 (arctan x)4 +C. A

1
4
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2.2. Metod parcijalne integracije

Teorema 2.2.1. Neka su x — u(x) ¢  — v(x) diferencijabilne funkcije
takve da x — u(z)v' (x) i x — v(z)u () imaju primitivne funkcije. Tada je

(2.2.1) /udv = ww — /vdu.

Dokaz. Na osnovu ucinjenih pretpostavki o diferencijabilnosti funkcija u
i v, jednakosti
d(uv) = wv'dz + vu'dr = udv + vdu,
kao i na osnovu ucinjene pretpostavke o egzistenciji primitivnih funkcija za
wv’ 1 vu/, zakljuéujemo da vazi (2.2.1). O
Na osnovu jednakosti (2.2.1) zasniva se metod parcijalne integracije. Za

njegovu primenu na odredivanje integrala [ f(z)dz potrebno je podinte-
gralni izraz f(x)dz predstaviti u obliku

f(x)dr = u(z)v'(z)dx = udv.

Na taj nac¢in odredivanje integrala [ udv svodimo na odredivanje integrala
[ vdu, koji u izvesnim slu¢ajevima moze biti pogodniji za dalju integraciju.

Primer 2.2.1. 1° Stavljajuéi v = logz, dv = dz (= du = (1/z)dz, v = z)
imamo

/log:z:dx:xlogx—/d:)::x(logx—l)—i—C.

2° Integral [z%logxzdz (a # —1), takode, odredujemo primenom metoda par-
cijalne integracije stavljajuéi

u = logx i dv = z%dx.

Naime, imamo

xa—i—l :130'
] dr = 1 - d
/x ogx dx a+1og:1: /a+ T

1
2t 1
= logz — ——— :
a+1<ogm a+1>—|—C’ A

Primer 2.2.2. Ako u integralu

S = /ear sin bz dz (ab #0)
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uzmemo da je u = e*® i dv = sinbxdz, pri ¢emu je, naravno, du = ae®dx i
—(1/b) cos bz, dobijamo

axr
(2.2.2) S = _eT cos bx + %/emC cos bz dz.

Sliéno, stavljajuéi u = e** i dv = cos bx dx, imamo

ax

(2.2.3) K= [ " cosbrdr = eT sin bx — %S.

Iz (2.2.2) i (2.2.3) sleduje

eax

= ore (asinbx — beosbz) + Cy
a

eax

2 + b2
gde su C7 i C2 proizvoljne konstante. A

(bsinbz + acosbzx) + Ca,

Napomena 2.2.1. Integrali K i S se mogu dobiti integracijom kompleksne

funkcije z — e(@T®)% Naime, iz
. (a+ib)x
K+iS= [eot®rgp =S 4 (0 +iC
+14 /e T T + (C1 +1iCo),
sleduje
e’ ibx
K= +b2Re{a—zb)e P+
i
a:c b
S = a2+b21m{a—zb e' }—i—Cg

Primer 2.2.3. Za odredivanje integrala

/ arctan x dx

stavimo u = arctanz i dv = dz. Tada je du =1/(1 + x2)dx iv =z, paimamo

T
/arctanxdx:xarctanx—/—dx
14 22

1
= zarctanz — 3 log(1 + z%) + C,

jer je (do na aditivnu konstantu)

x 1 2x 1 9
/1+x2 v 2/1+x2 z = 5 log(l+27)
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2.3. Metod rekurzivnih formula

U nekim slucajevima moguce je primeniti metod parcijalne integracije
na odredivanje integrala funkcija koje zavise od celobrojnog parametra, na
taj nacin Sto se polazni integral I,, (n — celobrojni parametar) izrazava
rekurzivno pomocu integrala I,,, (m < n).

Do sliénih rekurzivnih formula moguée je doéi i na neki drugi nacin.

U svakom slucaju, ovaj nacin odredivanja integrala svodi se na nalazenje
rekurzivne formule oblika

(2.3.1) In=0In_r1,... In_p).

Da bi se, na osnovu rekurzivne formule (2.3.1), odredio integral I,,, potreb-
no je znati uzastopnih k integrala oblika I,,. Naravno, ako se znaju integrali
Iy, ... ,I;_1 onda je moguce odrediti integrale I,,, za svako n > k.

Ovakav na¢in odredivanja integrala I,, poznat je kao metod rekurzivnih
formula.

Tlustrova¢emo ovaj metod na nekoliko primera.

Primer 2.3.1. Posmatrajmo integral
In:/xa(logx)ndx (a #—1;n e N).

Ako stavimo u = (logz)" i dv = z%dzx, imamo

n -1 . 1 a+1
du = —(1 " = .
u x(ogx) x i V=t
Tada je
a+1
Ip = Z+ 1(logx)" - Fnl /aca(logac)”_1 dz,
tj.
zott n
2.3.2 In = 1 " I .
(232) w= o)~

Formula (2.3.2) predstavlja rekurzivnu formulu za odredivanje integrala I5,. Na
ovaj nacin, odredivanje integrala Iy, sveli smo na odredivanje integrala I,,_1. Uza-
stopnom primenom formule (2.3.2) moguée je odredivanje integrala I svesti na
odredivanje integrala I1, za koji smo u primeru 2.2.1 pokazali da je

zatt 1
I = logz — ——— .
1 CH_l(ogx a+1>+0 A




246 INTEGRACIJA FUNKCIJA JEDNE REALNE PROMENLJIVE

Primer 2.3.2. Neka je

1

Ako stavimo u = 1/(2? + a®)" i dv = dz, imamo du = —2nz/(x? 4+ o?)"dz i
v = z. Tada primenom metoda parcijalne integracije na I, dobijamo

e o [Ty
"T @2 e +2n (22 + a2)nt1 "

Kako je
2 2 2 2
x (z°+a%)—a 9
[ G = [ G =t

imamo .

fn (22 + a2)™ + 2n(In — a2In+1)a
tj.

1 T 2n —1
(2.3.3) Iny1 = 9ol ($2 —|—a2)” + 9l I, (n=1,2,...).

S obzirom da je

1 1 T
Ilz/mdxzaarctana—i—c,

iz rekurzivne formule (2.3.3) moguce je odrediti I, zan = 2,3,... . Na primer, za
n =2in =3 imamo

1 azx x
Ir = 53 (m + arctan E) +C,

1 2a°z 3ax z
I3 = 8ab ((x2+a2)2 + 221 a2 +3arctana> +C. A

Primer 2.3.3. Neka je
Inz/tannxd:p (n € Np).
Zan =01in=1imamo

In=xz+C i I, =-log|cosz|+ C.
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Neka je n > 2. Tada imamo

I, = /tann_thaandx
_ 1
:/tann 2x< 5 —1>d:p
cos2 x
= /tann72xd(tanx) — I, o,
tj.
I, = . tan” o — I,,_o.

Poslednja formula predstavlja rekurzivnu formulu za odredivanje integrala I,
(n > 2). S obzirom da su poznati integrali Iy i I;, uzastopnom primenom ove
formule mogucée je dobiti I, za svako n > 2.

Na primer,

1
14:/tan4:1:dx: gtangx—lg

1
=3 tan® z — (tanz — Ip)

%tan?’x—tanx—l—x—l—a A

Primer 2.3.4. Ako je n > 2, za integrale
Sn=/sinnxdx i Kn=/cosnxd:p

vaze rekurzivne formule

. n—1
Sp = ——sin” 1xcosx—|——5’n,2
n n

_ . n—
Kn = = cos" 1xsmx—|——Kn,2.
n n

Dokazimo sada formulu za Sy. Ako stavimo u = sin” 1
du = (n — 1)sin® 2

integracije, dobijamo

z i dv = sin xdx, imamo
rcosxdr i v = —cosx. Tada, primenom metoda parcijalne

Sp = —sin" ' zcosz + /(n —-1) sin" 2 z cos® z dx

= —sin" ' zcosz + (n—1) /Sinn_2 x (1 — sin? x) dz,
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tj.
nSy = —sin" !z cos x + (n—1)Sp—_2.
Kakosu So =x+C, S =—cosz+C, Kg=x+4C, K; =sinx + C, integrali
Sn 1 K mogu se odrediti za svako n > 2. Tako imamo,

5

1
Sg = ~3 sin” x cosx + 254

1 1
= ~5 sin® x cos = + g<_1 sin® x cos = + %Sg)

—lsing’xcosx— 3sin3:1:cos:1:—|— §(—lsingccosgc—i— 1S )
6 24 g\ 2 2°0)

tj.
Sg = cosx(—%sinSx — Q—ZSingx — %Sinx> + %x—I—C’. A
Primer 2.3.5. Ako je
1
= [ et (el #Hine),

a + bcosx)™

vazi rekurzivna formula

1 bsinx
(n—1)(b%2 —a2) | (a+ beosx)n—1

I, = —(2n—3)alp—1+ (n—2)In—2|.

Za odredivanje I videti odeljak 3.3 (posebno primer 3.3.1). A

2.4. Metod neodredenih koeficijenata

U slucajevima kada nam je unapred poznat opsti oblik primitivne funk-
cije moguce je za integraciju koristiti metod neodredenih koeficijenata. Ilus-
tovacemo ovaj metod na jednom jednostavnom primeru.

Posmatrajmo integral

/ P (x)de (A £0),

n
gde je z +— P,(x) = Y apa”* polinom n-tog stepena. Nije tesko uociti da
k=0
¢e, u ovom slucaju, primitivna funkcija imati oblik e**Q,(z), gde je @,
polinom, takode, stepena n. Pretpostavimo da je

Qn(z) = Z brpa®,
k=0
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gde su by zasad neodredeni koeficijenti. Tada, diferenciranjem jednakosti
AT _ Az
/e P, (z)dzr = e Qn(x) + C,

dobijamo
e M P, (x) = e M Qy (x) + e”Q%(x),
.
AQn(z) + Q' () = P, (x).

Dakle, imamo

/\f: bpz® + z": kbpxF 1 = 2": akxk,
k=0 k=1 k=0

tj.
n—1 n
> (Abg 4 (k+ Dbyr) 2% + Abpa™ = aga®,
k=0 k=0

Na osnovu metoda neodredenih koeficijenata, iz poslednje jednakosti sle-
duje

Qn
bn:_7
A
1
bp =5 (ax — (k+ Dbga)  (h=n—1,...,1,0).

Primer 2.4.1. Pri odredivanju integrala fe_zr(xS

da je

—x) dx treba pretpostaviti

/e_Qgc(ﬂv3 —x)dx = e 2 (bg + b1z + ngz + b3x3) +C.

Diferenciranjem ove jednakosti i skra¢ivanjem sa e 2% dobijamo

:L’3 —x = (b1 — 2bg) + (2bg — 2b1 )z + (3b3 — 2[)2)&12 — 2b3x3,

odakle sleduje

Dakle,

/e_Qgc(ﬂv3 —x)dx = —ée_zr (1 + 2z 4 627 + 4x3) +C. A
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3. INTEGRACIJA ELEMENTARNIH FUNKCIJA

3.1. Integracija racionalnih funkcija

Ovo poglavlje je posveceno integraciji nekih klasa elementarnih funkcija
koje se ¢esto javljaju u primenama. To su, pre svega, racionalne funkcije,
a zatim i neke jednostavnije klase iracionalnih funkcija, kao i neke trigono-
metrijske funkcije. U ovom odeljku razmatraéemo samo klasu racionalnih
funkcija.

Neka su P i () polinomi sa realnim koeficijentima, takvi da je stepen
polinoma P manji od stepena polinoma @, tj. dg P < dg Q. Kao $to znamo,
takva racionalna funkcija z — R(z) = P(x)/Q(x) naziva se prava racionalna
funkcija (videti [15, str. 292]).

Kako se opsta racionalna funkcija, za koju je dg P > dg @, uvek moze
predstaviti kao zbir jednog polinoma i jedne prave racionalne funkcije, to
se integracija opSte racionalne funkcije svodi na integraciju polinoma i inte-
graciju prave racionalne funkcije.

Primer 3.1.1. Posmatrajmo integral

dx.

J_/x6+3x4+:1:3—5x2+4x—7
o xd + 522 +4

Deljenjem brojioca imeniocem u podintegralnoj funkciji z — R(z) dobijamo
(videti [15, str. 292, primer 5.1.1)

:1:3+x2—|—4:1:+1

R(z) =2° -2+

x4 4+ 522 +4
Tada je
3 2
o4+ +4r+1
J= 2_9 d
/(x + x4+ 522 +4 ) *
1 5 23+ 2% +4z+1
3ac x—l—/ x4 4522 +4 *
Kako je
(3.1.1) :1:3+a:2+4x+1_ T " 1
o 2t 4+5224+4 0 1422 4422
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imamo

J:%x —2x+1log(1—|—x)—|——arctan—+0 A

1z ovog primera moze se videti da je za integraciju prave racionalne funk-
cije x — R(x) = P(z)/Q(z) veoma vazno njeno rastavljanje na parcijalne
razlomke (formula (3.1.1)). Opsti slucaj rastavljanja prave racionalne funk-
cije na parcijalne razlomke razmatran je u [15, str. 293-298|.

Neka su P i () polinomi sa realnim koeficijentima, takvi da je stepen
polinoma P manji od stepena polinoma @, tj. dg P < dg @. Pretpostavimo

da polinom ) ima realne nule a1, ... ,a;,, sa redom viSestrukosti 71, ... ,7m,
i parove konjugovano-kompleksnih nula oy 4+ i5,... ,q; + i8;, sa redom
viSestrukosti s1,...,s. Naravno, mora biti

m l
Zrk +2Zsk =dgQ.
k=1 k=1

Parovima konjugovano-kompleksnih nula oy +i06, odgovaraju kvadratni fak-
tori #? + prx + qr (pr = —20ak, qr = o2 + ($7) odgovarajude visestrukosti
Sk-

Kao sto je poznato, polinom ) moze se faktorisati u obliku

m l
(3.1.2) Q)= AJ[(x —an)™ H (2 + prx + i)™,
k=1 k=1

gde je A koeficijent uz najvisi stepen u polinomu . Ovo omoguéava da
se prava racionalna funkcija z +— R(z) = P(z)/Q(z) rastavi na parcijalne
razlomke ¢iji oblik zavisi od oblika faktora u (3.1.2). Tako imamo

m T Akn ko My + Niy,
(3.1.3) ZZ ZZ (22 4 pr + qr)"

klnl klnl

gde se nepoznati koeficijenti Agy,, My, Ngn, odreduju metodom neodrede-
nih koeficijenata.

Pretpostavimo da je prava racionalna funkcija z — R(z) = P(z)/Q(x)
definisana za svako xz € I, tj. da polinom @) nema nula u intervalu I. Na
osnovu (3.1.3), integracija prave racionalne funkcije zahteva nalazenje inte-
grala oblika

an/id:g i Kn_/ Mz + N
(z —a)" (z2 +px + q)"
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Integral J,, je jednostavan i za njega vazi

Jy = Alog |[x —a| + C,

A
J":_(n—l)(:n—a)"—1+0 (n>1).

Razmotri¢éemo sada integral K,,. Kako je

2 2
x2+pw+q:(w+§> +q—%,

uvodenjem nove promenljive t = x + p/2 i stavljanjem a? = ¢ — p?/4 > 0,
nalazimo

K, / Mx+ N
(22 + px + q)"

t 2N — Mp 1
=M dt dt.
/ @rar T T / (2 + a2)n

Za n = 1 imamo

2N — Mp

M
K, = —log(t? + a®
1 5 og(t* +a”) + 0

t
arctan — + C,
a
tj.

M 2N — M 2
(3.1.4) K, = 5 log(z?® + px + q) + 271) arctan 33274‘29 +C,
a a

gde je a = (¢ — p?/4)'/2.
U slucaju kada je n > 1 imamo

M ON — M
T Pr

(3.1.5) K, = 2(n — 1)(t2 i az)n—l 2

gde je integral I, odreden u primeru 2.3.2.

Primer 3.1.2. U cilju odredivanja integrala

1
—d
/1—|—£E3 .



