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Primer 2.2.6. Funkcija

B (—m1<z<1),

fo(x):{\/E 1<z < +0),

nije diferencijabilna u tacki x = 1, jer je

. , . 1 1
31 )= lim =g

B

Dakle, f/(1) ne postoji. Nije tesko zakljuciti da je f'(0) = 01 da za ostale vrednosti
za x vazi nejednakost f’(x) > 0. Prema tome, neprekidna funkcija f je rastuéa u
intervalu (—1,+00). A

Vazi i sledeCe tvrdenje:

Teorema 2.2.3. Neka je x — f(z) (a < x < b) diferencijabilna funkcija i
neka je a € (a,b). Ako je f'(a) > 0, tada postoji okolina U(«,d) u kojoj je
funkcija f rastuéa. Ako je f'(a) <0, tada postoji okolina U(c,d) u kojoj je
funkcija f opadajuca.

Zbog toga se Cesto kaze da ako je f'(a) > 0 da funkcija f raste u tacki
x = a. Isto tako, ako je f'(«) < 0 kaze se da u tacki x = « funkcija f opada.

Primer 2.2.7. Funkcija z — f(z) = 22 (z € R) u tacki © = —2 opada, jer je
f(—=2) = =4 <0, a u tacki x = 1 raste, jer je f/(1)=2>0. A

U stvari, funkcija f raste u tacki x = «, ako istovremeno: za svako
z € (o — §, ) vazi nejednakost f(z) < f(a) i ako za svako x € (a, a + 9)
vazi f(a) < f(x).

Isto tako, funkcija f opada u tacki = «, ako istovremeno: za svako
x € (o — §, ) vazi nejednakost f(z) > f(a) i ako za svako x € (a, a + 9)
vazi f(a) > f(x).

Kao sto vidimo, ¢injenica da neka funkcija f raste, ili opada, u tacki «
predstavlaja, u stvari, jednu lokalnu osobinu te funkcije u tacki z = a.

Nije tesko zakljuciti da ako je neka funkcija rastuéa (opadajuéa) u nekom
intervalu, da ona raste (opada) u svakoj tacki tog intervala, ali, i obrnuto,
ako funkcija raste (opada) u svakoj tacki nekog intervala, tada je ta funkcija
rastuca (opadajuca) u celom tom intervalu.

Primer 2.2.8. Funkcija z — g(z) = e® (z € R) raste u svakoj tacki, jer za
njen izvod ¢’ vazi nejednakost ¢'(z) = e” > 0 za svako z € R. A
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2.3. Lokalni ekstremumi funkcija

Jos u prvoj glavi (videti odeljak 1.1) napomenuli smo da se kaze da
funkcija = — f(x) (x € D) ima minimum, u oznaci miB f(z), ako pos-
e

toji in{) f(x) i ako taj infimum pripada skupu vrednosti funkcije f, tj. ako
re

in{) f(z) € f(D). To, u stvari, znac¢i da funkcija  — f(z) ima minimum

Te

ako u skupu D postoji tacka = = «, takva da je

fla) = inf f(x) = inf(f(D)).

xzeD
Isto tako, kaze se da funkcija = +— f(z) (x € D) ima maksimum, u oznaci
max f(z), ako postoji sup f(x) i ako taj supremum pripada skupu vrednosti
z€ €D
funkcije f, tj. ako sup f(x) € f(D). Dakle, to znac¢i da funkcija z — f(x)
D

xE
ima maksimum ako u skupu D postoji tacka z = [, takva da je

f(B) = sup f(z) = sup(f(D)).

zeD

Kao §to vidimo, ovako definisani minimum je zaista najmanja, a maksi-
mum najveéa vrednost funkcije x — f(z). Zbog toga se, ponekad, za tako
definisani minimum kaze da je to apsolutni minimum, a za maksimum da je
apsolutni maksimum funkcije f.

Napomenimo da je uvek f(D) C [ ig’) f(x), sup f(x)] Samo se po sebi
r zeD

razume: ako je f(D) interval, polusegment (poluinterval) ili segment, onda
su vrednosti inf f(z) i sup f(z) njegovi krajevi.
zeD z€D

Slede¢im dvema definicijama uveS¢emo neke nove pojmove.

Definicija 2.3.1. Za tacku a € (o, 3) kazemo da je tacka minimuma funk-
cije z — f(x) (z € (a,)) ako postoji 6 > 0 takvo da je f(z) > f(a) za
svako = € U(a,d). U tom slucaju, za funkciju f kazemo da u tacki a ima
minimum f(a).

Definicija 2.3.2. Za tacku a € (o, 3) kazemo da je tacka maksimuma funk-
cije z — f(x) (z € (a,)) ako postoji § > 0 takvo da je f(z) < f(a) za
svako = € U(a,d). U tom slucaju, za funkciju f kazemo da u tacki a ima
maksimum f(a).

Nije tesko zakljuciti da ako je funkcija z — f(z) (a < z < b) rastuca, da
je tada f(a) minimum, a f(b) maksimum funkcije f na segmentu [a,b]. 1
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obrnuto, ako je f opadajuéa funkcija, tada je f(a) maksimumi f(b) minimum
funkcije f(z) za x € [a,b].

Za najmanju i najvecu vrednost neke funkcije, tj. za njen minimum i njen
maksimum, ¢esto se kaze da su to njene ekstremne vrednosti ili da su to njeni
ekstremums.

Kako je svaka diferencijabilna funkcija istovremeno i neprekidna, na os-
novu druge Weierstrassove teoreme (videti: glava III, teorema 2.3.2) nepo-
sredno sleduje da svaka na segmentu [a, b] diferencijabilna funkcija ima i svoj
minimum i svoj maksimum.

Dokazaé¢emo sada neka tvrdenja koja se odnose na ekstremne vrednosti
funkcija.

Teorema 2.3.1. Ako funkcija x — f(x) u tacki a € (o, 8) ima ekstremum,
tada ili funkcija f u toj tacki nije diferencijabilna ili je f'(a) = 0.

Dokaz. Ocigledno, u skladu sa definicijama 2.3.1 i 2.3.2, ¢injenica da u
tacki a € (o, §) funkcija f ima ekstremum znaci da postoji okolina U (a,d) C
(a, B) takva daje f(a) > f(x)ili f(a) < f(x),zax € U(a,d). Prema tome, u
tacki a funkcija f dostize svoju najmanju ili svoju najveéu vrednost. Stoga,
na osnovu Fermatove teoreme (videti teoremu 1.11.1), zaklju¢ujemo da ako
postoji f'(a) vazi jednakost f’(a) = 0, ¢ime je dokazan jedan deo tvrdenja
teoreme.

Naravno, ako f’(a) ne postoji, funkcija f u tacki a nije diferencijabilna.

Ovim je teorema dokazana. [

Primer 2.3.1. Ocigledno, funkcije  — f(z) = 22 i 2 — g(x) = |z| u tacki

x = 0 dostizu svoje minimalne vrednosti. Pri tome, za funkciju f vazi f’(0) = 0,
a fukcija g nije diferencijabilna u tacki x =0. A

Napomenimo da jednakost f’(a) = 0 ne znaci da diferencijabilna funkcija
x — f(r) ima ekstremum u tacki = a. Na primer, funkcija z — f(x) = 2®
(z € R) ima u tacki z = 0 izvod jednak nuli, ali u toj tacki nema ekstremum.

Teoremom 2.3.1 se, prema tome, utvrduje potreban uslov da funkcija
x — f(x) u tacki x = a ima ekstremum.

Medutim, vazi i sledece tvrdenje:

Teorema 2.3.2. Neka je funkcija x — f(x) neprekidna u tacki x = a i neka
je diferencijabilna u okolini U(a,d) C («, 3), sem mozZda u tacki a. Ako su
vrednosti f'(z), za svako x € U(a—,9) i za svako x € U(a+,0), razlicitog
znaoka, funkcija f u tacki x = a ima ekstremum.
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Dokaz. Razlikova¢emo dva slucaja: slucaj kada je

(231) f(z) >0 (a—d<xz<a) i flz)<0 (a<z<a+d),

a zatim, slucaj kada je

(23.2) fl(z) <0 (a—d<z<a) i ) >0 (a<z<a+d).

Razmotrimo prvi slucaj. Neka, dakle, za © € U(a,d) vaze nejednakosti
(2.3.1). Tada, na osnovu Lagrangeove formule

f@) = fla)=f@—-a) (a<f<a ili z<E<a)

zakljucujemo da je razlika f(z) — f(a) uvek negativna, tj. uvek vazi ne-
jednakost f(z) < f(a), jer su, zbog (2.3.1), f'(§) i  — a razli¢itog znaka.
Vrednost f(a) je, prema tome, najveéa vrednost funkcije f za x € U(a, ),
§to znaci da u tacki = a funkcija f dostize svoj maksimum.

Na slican nac¢in dokazuje se da u drugom slucaju, tj. u sluéaju da vazi
(2.3.2), funkcija f u tacki z = a dostize svoj minimum. [

Primer 2.3.2. Neka je z — f(z) =sinz (0 < x < 2m).

1° Kako je f'(z) = cosz i

T T . 0 T
cosx >0 (5—5<x<§) i cosx <0 (§<x<§—|—5>,

na osnovu teoreme 2.3.2 zaklju¢ujemo da u tacki x = 7/2 funkcija f dostize svoj
maksimum f(7/2) = 1.
2° Isto tako, funkcija f, zbog

cosx <0 <3—7T—(5<a:<3—7r> i cosxz > 0 (3—7r<a:<3—7r—|—6),
2 2 2 2
prema teoremi 2.3.2, u tacki x = 37/2 dostize svoj minimum f(37/2) =—-1. A

Primer 2.3.3. Kao $to smo videli funkcija z — |z| u tacki # = 0 ima minimum,
iako u njoj nije diferencijabilna, $to je u skladu sa teoremom 2.3.2. A

Napomenimo da su uslovi teoreme 2.3.2 samo dovoljni uslovi, ali ne i
potrebni da bi funkcija f imala ekstremum u tacki * = a. Naime, ako
funkcija * — f(x) (x € (o, )) ima u tacki x = a ekstremum, na primer
minimum, to ne znaé¢i da mora postojati okolina U (a, 0) takva da je f’'(z) < 0

kada z € ﬁ(a—,é) if'(x)>0akox e ﬁ(a—l—,&).
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Tlustrova¢emo ovaj zakljucak slede¢im primerom:

Primer 2.3.4. Posmatrajmo funkciju

222 + z2 sin 1 (x #0),
T

0 (z =0).

z s f(2) =

Neka je x # 0. Tada iz nejednakosti
—1 <sin l <1,
x
jedno za drugim dobijamo
22 §x2 sinl §:1:2 i z2 < 2952—|—952sinl < 3:1:2,
x x

odakle, zbog f(0) = 0, sleduje dvostruka nejednakost

(2.3.3) 2 < f(z)<32° (z€eR).

Kako je min 22 = min 322 = 0, iz (2.3.3) neposredno zaklju¢ujemo da funkcija
z€eR reR

f, utacki x = 0, ima minimum f(0) = 0.

Medutim, ni u jednoj od okolina U(0—,¢) ili U(0+, d) funkcija

x»—>f/(gv)zélgv—l—%csinl — cosl
x x

nema stalni znak. Sta vige, ona ga u svakoj od njih beskona¢no puta menja. A

Teorema 2.3.3. Neka je funkcija v — f(z) dvaput diferencijabilna u tacki
x =a inekaje f'(a) =01 f"(a) # 0. Tada funkcija f u tacki a dostize svoj
maksimum ako je f"(a) <0, a minimum ako je f"(a) > 0.

Dokaz. Pod navedenim uslovima, za funkciju f vazi Taylorova formula

f"(a)
2!

f(x) = fla) + (z—a)’+ Ra(z) (v —a),

tj. jednakost

fl@)=fla)=—F—(@@-a?+o((z-a)?) (z—a).
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Kako je

51 (x — a)?

zaklju¢ujemo da postoji okolina U(a,d) tacke = a u kojoj vazi

RQ(IL') < 1
f”(a) 5 9
5 (x — a)?
§to, zapravo, znaci da vazi nejednakost
1| f"(a) 2
Bao)| < 5 [ 152~ a)

Prema tome, u okolini U(a, ), razlika f(x) — f(a), tj. zbir

/"
LD (@~ 0 + Rafo),
f"(a)
ima isti znak kao i izraz 51 (x — a)?, tj. kao izvod f(a).

Dakle, ako je f”(a) > 0, za x € U(a,d) vazi nejednakost f(z) — f(a) > 0,
tj. funkcija f u tacki x = a dostize svoj minimum.

Ali, ako je f"(a) <0, za x € U(a,d) vazi nejednakost f(z)— f(a) <0, tj.
funkcija f u tacki x = a dostize svoj maksimum. [

Primer 2.3.5. Neka je z — f(z) = 22 (=1 < z < 1). Kako je f'(z) = 2z i
f"(z) =2, zbog f/(0) =01i f”’(0) = 2 > 0, na osnovu teoreme 2.3.3, zakljuéujemo
da je f(0) = 0 minimum funkcije f.

Akojexz — g(x) =sinz (0 < x < m), tada je, isto tako na osnovu teoreme 2.3.3,
g(m/2) = sin/2 = 1 maksimum funkcije g, jer iz ¢'(x) = cosz i ¢’ (z) = —sinx
sleduje ¢'(7/2) =0i ¢"(r/2) = -1 <0. A

Na slican nacin moze se dokazati sledece opstije tvrdenje:
Teorema 2.3.4. Neka je funkcija x — f(x) n puta diferencijabilna u tacki

T = a i neka je

flla)=f"(a)=-=f"Ya)y=0 i f"a)#£0 (n>2).
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Tada, ako je n paran broj, funkcija f u tacki a ima ekstremum, i to:
minimum ako je f(a) > 0, a maksimum ako je f™(a) < 0.

Ako je n neparan broj, funkcija f u tacki a raste ako je f(a) > 0, a
opada ako je f™(a) < 0.

Primer 2.3.6. 1° Neka je f(z) = 2% (=1 < 2 < 1). Na osnovu izvoda
Df(z) = 42>, D*f(z) =122%, D3f(2) =242, D f(z) = 24,

zaklju¢ujemo da funkcija f, u tacki = 0, ima minimum f(0) = 0.
2° Ako je g(z) =z +sinz (7/2 <z < 37/2), tada je
g () =1+cosz, ¢"(x) = —sinz, ¢"(z) = — cosz,
odakle sleduje
Jm=¢"m=0 i ¢"(m)=1>0.
Prema tome, na osnovu teoreme 2.3.4, zaklju¢ujemo da funkcija g u tacki z =7

nema ekstremum. Ona u toj tacki raste. A

Na kraju, napomenimo da se, u skladu sa ovim razmatranjima, konven-
cijom uzima da funkcija x — f(z) (r € D) u svakoj tacki a € D za koju
je f(a) izolovana tacka skupa f(D), dostize svoj ekstremum. Naravno, u
konkretnim sluc¢ajevima, prirodu tog ekstremuma nije tesko utvrditi. Zan-
imljivo je da se u izolovanoj tacki a skupa D, za koju je f(a) izolovana tacka
skupa f(D), takode konvencijom uzima da funkcija f istovremeno dostize i
svoj minimum i svoj maksimum.

Primer 2.3.7. Funkcije

2 (@#0), ooy et @#0),
wf(x)—{l alo o g(x)—{_l ol

u tacki x = 0 imaju, respektivno, maksimum f(0) = 1 i minimum ¢g(0) = —-1. A

Primer 2.3.8. Kako oblast definisanosti funkcije z — f(z) = z(v/z — 1+ 1)
¢ini unija skupova {0} i [1,400), tj. skup D = {0} U [1,4+00), tacka x = 0 je
izolovana tacka tog skupa. Kao sto smo naglasili, konvencijom se uzima da u tacki
x = 0 funkcija f dostize i svoju minimalnu i svoju maksimalnu vrednost

min f(z) = max f(x) = f(0) = 0.
Inace, funkcija f u tacki z = 1 takode dostize svoju minimalnu vrednost
min f(z) = f(1) =0,

jer je rastuéa za x € [1,+00). A
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2.4. Konveksnost i prevojne tacke

U odeljku 1.6 (glava I) dokazali smo nekoliko teorema koje su se odnosile
na konveksne funkcije. Izmedu ostalog (videti teoremu 1.6.2), dokazali smo
da je funkcija x — f(z) konveksna na (a,b) ako i samo ako je

(2.4.1) (2 — ) f(w1) + (21 — 22) f(2) + (7 — 21) f(72) > 0,

za svaku trojku vrednosti x1,x,z2 € (a,b) za koju je 1 < x < x3. Ovde
¢emo dokazati nekoliko tvrdenja koja se odnose na konveksnost diferencija-
bilnih funkcija.

Teorema 2.4.1. Diferencijabilna funkcija x — f(z) je konveksna (strogo
konveksna) na (a,b) ako i samo ako je njena izvodna funkcija f' neopadajuca
(rastuéa) na (a,b).

Dokaz. Pretpostavimo da je f konveksna funkcija na (a,b), tj. neka za
svako x1,x, 29 (a < 1 < © < x5 < b) vazi nejednakost (2.4.1).

Kako je zg — 1 = (z2 — ) + (x — x1), nejednakost (2.4.1) je ekvivalentna
nejednakosti

f(z) — f(21) < flzo) — f(z)

2.4.2
( ) T — X1 - To — X

(1 < x < x2),

odakle, jedno za drugim, dobijamo

f'(z1) = lim f@) = flay) < lim fx2) — f(=) _ flx2) — f(z1)
T—Xq r — T T o1 To — T To — T1
i
f(x2) = lim M > lim f(z) = f(a1) _ f(z2) — f(z1) ‘
T—T2 To9g — X T r—oxs T — T To — T1

Prema tome, za svaki par vrednosti z1,22 € (a,b), za koji je 1 < xq,
vazi nejednakost f'(z1) < f'(x2), $to kazuje da je f’ neopadajuéa funkcija
na (a,b). U slucaju stroge konveksnosti funkcije f, u (2.4.2) vazi stroga
nejednakost, odakle, na osnovu Lagrangeove teoreme, sleduje

f/(gl) _ f(l')—f(.il'l) < f(xg)—f(l') — f,(£2),

r — X To9g — X
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gde je £1 < &1 < x < & < x9. Prema tome, za svako x1 < xo postoje &1 1 &
(§1 < &2) za koje je

fllx) < (&), fl&)<f(&), (&)< fl),

tj. f'(z1) < f'(x2). Dakle, ako je f strogo konveksna funkcija na (a,b), tada
je f’ rastuca funkcija na (a,b).

Neka je sada funkcija f’ neopadajuéa na (a,b). Na osnovu Lagrangeove
formule, za a < 1 < x < x5 < b imamo
flz2) — f(z)

[OZ10) gy o H2I0) )

(2.4.3)

gde je 1 <& < x <& < x9.

Kako je f’ neopadajuéa funkcija, vazi nejednakost f/(&1) < f/(&2), odakle,
obzirom na (2.4.3), zakljucujemo da vazi nejednakost (2.4.2), pa, prema
tome, i njoj ekvivalentna nejednakost (2.4.1). Dakle, funkcija f je konveksna.

Ako je f’ rastuéa funkcija, stroga konveksnost funkcije f, tj. stroga ne-
jednakost u (2.4.1), sleduje iz nejednakosti f'(&§1) < f'(&2). O

Primer 2.4.1. Funkcija z — f(z) = z*

z — f'(z) = 423 neopadajuca.

(z € R) je konveksna, jer je funkcija

Za funkciju = — f(z) = e* vazi f'(z) = e*. Kako je f’ rastuca, funkcija f je
strogo konveksna. A

Na slican nac¢in moze se zakljuciti da vazi i dualno tvrdenje:

Teorema 2.4.2. Diferencijabilna funkcija © — f(x) je konkavna (strogo
konkavna) na (a,b) ako i samo ako je njena izvodna funkcija f' nerastuca
(opadajucéa) na (a,b).

Primer 2.4.2. 1° Funkcija z — f(z) = 4z — z* (z € R) je konkavna na
intervalu (—oco,+00) jer je # — f'(z) = 4(1 — 2®) nerastuéa funkcija za z €
(—00, +0).

2° Funkcija x — f(z) = sinz (0 < x < m) je strogo konkavna na (0, ) jer je
z+ f'(z) =cosx (0 < z < 7) opadajuéa funkcija. A

Teorema 2.4.3. Diferencijabilna funkcija x — f(x) je konveksna na (a,b)
ako i samo ako vaZi nejednakost

(2.4.4) f@) = fla) = fl)(z—a) (2,0 €(aD)).
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Funkcija je strogo konveksna na ako i samo ako vaZi stroga nejednakost u
(2.4.4).

Dokaz. Neka je f konveksna funkcija na (a,b). Kako je
f@)=fla)=f@—-0a) (@<i{<ail a<{<a)
nejednakost (2.4.4) postaje
('O —-fl@)(z-a)>0 (z<&<a ili a<f<a),

i ona je tacna jer je, na osnovu teoreme 2.4.1, funkcija f’ neopadajuca funk-
cija na (a, b). Dakle, pod pretpostavkom da je f konveksna funkcija, dokazali
smo da vazi nejednakost (2.4.4).

Pretpostavimo sada da vazi nejednakost (2.4.4), tj.

T T pia) weay 1 IO gy @,

ili, Sto je isto,

f($1)_f(x) < f/((L') (Z'1<.Z') i f’(a:) < f(!l?g)—f(l‘)

< xg).
1T — & To9g — X ( 2)

Iz ovih nejednakosti zaklju¢ujemo da je

f(x) — f(x1) < f(z2) — f(z)

T — X1 - To — X

(1 < x < x2),

odakle, za proizvoljne vrednosti x1,x,z2 € (a,b) za koje jea < 1 < z <
T9 < b, sleduje da je funkcija f konveksna.

Stroga nejednakost u (2.4.4) je potreban i dovoljan uslov za strogu kon-
veksnost funkcije f na (a,b). O

Napomena 2.4.1. Tvrdenje teoreme 2.4.3 ima sledeéu geometrijsku inter-
pretaciju: Ako je f konveksna (ili: strogo konveksna) funkcija na (a,b), tada za
krivu y = f(z) (z € (a,b)) i njenu tangentu y = f(a) + f'(a)(z — a) u proizvoljnoj
tacki a € (a,b) vazi da za svako z iz intervala (a,b) ordinate krive nisu manje (ili:
veée su) od ordinata tangente. I obrnuto, ako ova osobina vazi za krivu ¢&ija je
jednacina y = f(x) i svaku njenu tangentu, funkcija f je konveksna (ili: strogo
konveksna) funkcija.

Naravno, vazi i tvrdenje koje je dualno teoremi 2.4.3:
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Teorema 2.4.4. Diferencijabilna funkcija x — f(x) je konkavna na (a,b)
ako 1 samo ako vazi nejednakost

(2.4.5) f@)=flo) < fll)(z—a) (2,0 €(aD)).

Funkcija je strogo konkavna ako i samo ako vazi stroga nejednakost u (2.4.5).

Napomena 2.4.2. Tvrdenju teoreme 2.4.4 moze se dati slicna geometrijska
interpretacija kao $to je to ucinjeno u napomeni 2.4.1 za konveksne funkcije. U
stvari, moze se zakljuciti da luk grafika svake konveksne ili konkavne funkcije u
okolini neke njene tacke M citav lezi sa jedne strane njene tangente u toj tacki M.

Dokazaé¢emo sada jedno vazno tvrdenje koje se u praksi veoma ¢esto ko-
risti.
Teorema 2.4.5. Neka je x — f(x) dvaput diferencijabilna funkcija na
(a,b). Funkcija f je konveksna na (a,b) ako i samo ako je f"(x) > 0,
za svako x € (a,b), a konkavna ako i samo ako je f"(x) < 0, za svako
x € (a,b).

Dokaz. Ako je f konveksna funkcija na (a,b), tada je funkcija z — f'(x)
(a < z < b), na osnovu teoreme 2.4.1, neopadajuca, $to na osnovu teoreme
2.2.1 znaci da je f”(x) > 0 za x € (a,b).

Obrnuto, ako je f”(z) > 0, na osnovu teoreme 2.2.1 zaklju¢ujemo da je
funkcija z — f’(z) (a < z < b) neopadajuca, §to prema teoremi 2.4.1 znaci
da je funkcija f konveksna na (a,b).

Slican dokaz se moze dati i za konkavne funkcije. [0
Napomena 2.4.3. U slucaju stroge konveksnosti (stroge konkavnosti) drugi
izvod f”(x) treba biti pozitivan (negativan).

Primer 2.4.3. 1° Posmatrajmo funkciju z — f(z) = z* — 4z (z € R). Kako
je f(x) = 1222 > 0, na osnovu teoreme 2.4.5 zakljuc¢ujemo da je funkcija f
konveksna na intervalu (—oo, +00).

2° Funkcija ¢ — f(z) = —2? — 2cosx (—n/2 < z < 7/2) ima drugi izvod f”,
odreden sa f”(z) = 2(cos x — 1), za koji vazi nejednakost f”(z) < 0, §to na osnovu
teoreme 2.4.5 znaci da je f konkavna funkcija. A

Primer 2.4.4. 1° Neka je x — f(x) = coshz = %(em +e ") (z € R). Kako
je f”(x) = coshx > 0 za svako realno z, na osnovu teoreme 2.4.6 imamamo da je
f strogo konveksna na (—oo, +00).

2° Neka je z — g(z) =logz (z > 0). Kako je f(z) = —1/(z?) < 0, na osnovu
teoreme 2.4.6 zaklju¢ujemo da je funkcija g strogo konkavna na (0,+00). A



