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Stavimo £ = x 4+ Az, gde je x = x¢ neka vrednost u okolini nule £. Tada,
primenom formule (1.3.1), imamo

0=F() = f(zo+Az) = f(zo) + f'(x0) A,

tj. Az~ —f(x0)/f (z0), $to znaci da nulu £ mozemo aproksimirati pomocu

f(20)
E=x9+Ax =~ x9 — .
f'(xo)
Ako desnu stranu u ovoj jednakosti oznac¢imo sa x1, tj. stavimo
1 = Ty — f(x[])
f'(zo)’

tada sleduje da je £ ~ x;. Stavljajuéi sada x; umesto zy, dobijamo novu
aproksimaciju £ ~ xo, gde je

Ty = X1 — f(:El)
f'(@1)
Nastavljajuéi ovaj postupak mozemo konstruisati niz {z)},>5 stavljajudi
f(z)
T =T — k=0,1,...).
k+1 k f’(xk) ( P )

Na ovaj nacin dobijaju se vrednosti zp (k = 0,1,2,...), koje su aproksi-
macije za £. Moze se pokazati da je ovaj niz konvergentan i da mu je granica
&. Navedeni postupak odredivanja pribliznih vrednosti za £ poznat je kao
Newtonov®? metod ili metod tangente. Za detalje u vezi sa ovim metodom
videti knjigu: G. V. MILOVANOVIC, Numericka analiza, I deo (treée iz-
danje), Naucna knjiga, Beograd, 1991.

1.4. Teoreme o izvodima

U ovom odeljku ukaza¢emo na neke osnovne osobine operatora diferen-
ciranja. Pri tome, ako nije drugacije naglaseno, smatratéemo da se pojam
diferencijabilnosti funkcije odnosi na tacku zx, ali da se moze uzeti i kao
diferencijabilnost na intervalu (a,b).

32) Tsac Newton (1643-1727), veliki engleski matematicar i fizicar.
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Teorema 1.4.1. Ako su x — f(x) i x — g(x) diferencijabilne funkcije,
diferencijabilna je i funkcija

z— F(z) =af(z) +0g(x)  (a,f€R)

1 vazi jednakost
(1.4.) F'(z) = (af(2) + By(x))" = af'(x) + B ().
Dokaz. Na osnovu definicije neposredno imamo

F'(z) = (af(z) + Bg(x))’
af (x4 Ax) + Bg(z + Azx) — (af (x) + By(x))

- AlglgIEO Az

i ME@HAD) —af(@) L Byle + Az) - By(e)
Az—0 Az Az—0 Ax

L fla+Az)— f(x) g(z + Azx) — g(x)

= Jim Ar +68 Jim Ar

= af'(z) + B (z). O
Dakle, na osnovu (1.4.1), tj. na osnovu jednakosti
D(af(z) + By(x)) = aDf(z) + B Dy(z),

zakljuCujemo da je operator diferenciranja linearan.

Primer 1.4.1. Kako su funkcije = — 322 (z € R) i z — 5/ (z > 0) diferen-
cijabilne funkcije, za x > 0 vazi jednakost

2 / 24/ / 5
3 5 =3 5 =6 —. A
(3% +5VE) = 3(a) +5(VF) = 6o+ 5
Primer 1.4.2. Za hiperboli¢ne funkcije
x _ -z x —x
stinhx:% i choshx:%,

imamo

/
(sinhz) = (%(em - em)) = %(em —e ") = %(em +e *)=coshz,



1ZVvOD 1 DIFERENCIJAL FUNKCIJE 135

/

(e +e ") ==(e"—e ¥) =sinhz. A

(cosh )’ = <%(ew +ex)>/ - !

DN | =

Nije tesko primenom matematicke indukcije zakljuciti da za n diferenci-
jabilnih funkcija = — f;(z) (i =1,2,...,n) vaz

<Zn: aifi($)), = Zn: a; fi(@).
i=1 i=1

Teorema 1.4.2. Ako su x — f(x) i x — g(x) diferencijabilne funkcije,
diferencijabilna je i funkcija x — y = f(x)g(x) i vazi jednakost

y = (f@)g(@)) = f(x)g(z) + f(z)d (x).

Dokaz. Kako je

jedno za drugim sleduje

y = (f(a)g(x))
_ oy [t An)g(a + Az) — f(@)g(x + Az) + f(2)g(x + Az) — f(2)g(x)

T Az—0 Az
= Aimy e Afi /) 9@+ Az) + lim f(z+ Az) g(z + AAxx) —g9(x)
= f'(x)g(x) + f(x)d (x),

¢ime je tvrdenje dokazano. [
Primer 1.4.3. Ako je f(z) = z? i g(z) = sinz, tada je

(f(x)g(:z:)), = (2%sinz) = (%) sinz + z*(sinz)’ = 2wsinz + 2% cosz. A

Primer 1.4.4. Kako je sin 2z = 2sinx cos z, za funkciju = — sin2z (z € R)
imamo

(sin2z) = (2sinz cosz)’ = 2(sinz cosz)’ = 2((sin )’ cosz + sin x(cosx)/)

= 2(cosz cosz + sinz(—sinz)) = 2(cos2 z — sin? x) =2cos2zx. A

Za koli¢nik dve diferencijabilne funkcije vazi:
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Teorema 1.4.3. Ako sux — f(z) i x — g(z) (# 0) diferencijabilne funkci-
je, diferencijabilna je i funkcija x — F(x) = f(x)/g(x) i vazi jednakost

Dokaz. Kako je

P = (L) < o (Lerdg - 1)

= lim Jf(x+ Ax)g(x) — f(x)g(x + Ax)
Az—0 g(z + Az)g(z)Ax
Az—0 g(z + Az)g(x) Az—0 Az

1, [t An)g(z) — f(z)g(x) - fla)g(z + Ax) + f(z)9(2)

1 . . gz + Az) —g(x)
—m(g%lﬁo Av - f(@) Jim Ar )

tvrdenje je dokazano. [

Primer 1.4.5. Ako je f(z) =sinz i g(z) = 22, za  # 0 imamo

. . 12 /. . .
(smx)’ (sinz)z? — (%) sine  x?cosz —2zsinz xcosz — 2sinz A

2 (22)2 v 3

Primer 1.4.6. Za funkciju x — tanz (x # (2k + 1)7/2) vazi

. /
sin 1 .\ . ’
tanz) = = -
(tanx) <cosa:) - ((sinz)' cosz — sinz(cosz)")

1 . .
= ——5—(cosz cosx + sinzsinx)
cos? x
1
= 5—- A
cos? x

Primer 1.4.7. Primenom teoreme 1.4.3, za hiperboli¢ne funkcije

sinh x coshx
T +— cothx = —
coshx sinh x

(z € R),

—-

z +— tanhx =
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neposredno sleduje

(tanhz)’ = ( sinh z ) ! _ (sinh x)’ cosh z — sinh z(cosh )’
cosh z cosh2 =
. cosh? x — sinh? z
B cosh?
1

~ cosh?z

i sli¢no )
/

(cothz) = T A

Napomenimo da se za teoreme dokazane u ovom odeljku cesto kaze da
predstavljaju pravila za traZemje izvoda.

Ako su z — f(x) i x — g(z) diferencijabilne funkcije, za odredivanje
diferencijala vaze slede¢a pravila:

d(f(x) + g(x)) = df (x) + dg(),
d(f(x)g(x)) = g(x)df (x) + f(x)dg(x),
(z)) = adf

':U)7

df (x) — f(x)dg(x)

5 .

(
)

1.5. Izvod inverzne funkcije

Pretpostavimo da je funkcija « — f(x) neprekidna i strogo monotona u
nekoj okolini tacke z. Tada (videti teoremu 1.7.1, glava I) postoji inverzna
funkcija f~! odredena sa x = f~1(y).

Dokazacemo da za takve funkcije vazi sledece tvrdenje:
Teorema 1.5.1. Ako je f diferencijabilna funkcija u tacki x i ako je f'(x) #
0, tada je diferencijabilna i njena inverzna funkcija f=1, u tacki y = f(x), i
vazi jednakost

(1.5.1) (f ) =

Dokaz. Pre svega, iz x = f~(y) iy = f(2) sleduje

Az=f"y+Ay)—f'y) 1 Ay=fla+Az)— f(a)
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Kako su funkcije f i f~! neprekidne, moze se zakljuciti da Ay — 0 kada
Ax — 0, ali, isto tako, i da Ax — 0 kada Ay — 0. Stoga je

o e Ty Ay) = )
(f (y)) - AI;IEO Ay
. Ax
im
220 Fla + Aa) — F(@)
1
TGt A @)
Az—0 Az
odakle, zbog diferncijabilnosti funkcije f, sleduje
1
) = :
U0 =7
Dakle, za izvod inverzne funkcije imamo simbolicku formulu
1
D, fHy) = ———.

Na osnovu prethodne teoreme zakljuCujemo da se trazenje izvoda neke
funkcije moze svesti na trazenje izvoda njoj inverzne funkcije.

Primer 1.5.1. Ako je y = arcsinz (—1 < z < 1) sleduje
1 1 1 1

N
arcsinx) = — = = = . A
( ) (siny)’  cosy /1 —sin?y V1-—a?2
Primer 1.5.2. Za y = arccosz (—1 < z < 1) imamo
(arccosz) = ! 1 __ ! S
(cosy)’ siny /1 —cos2y VI—aZ
Primer 1.5.3. Za funkcije
T — y = arctanx i x+—y=arccotz (—oo < x < +400)
dobijamo
(arctan )’ = 1 _ 1 =cos?y = L -
~ (tany)’  1/(cos?y) v= 1+tan?y 1+a2’
i
(arccot x)" = L _ L = —sin?y=— ! —
(coty)  —1/(siny) Y 1+ cot?y 1+22°
Primer 1.5.4. Za y =logz (z > 0), zbog x = €Y, imamo

1 1 1 1

! _ — —
(lng) B (ey)’ - ey - elog - x A
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1.6. Izvod slozene funkcije

Neka je funkcijama
r—ou=g(x) (x€D) i u—y=fu) (u=g)eg(D))
definisana slozena funkcija
vy =f) = f(g(0)) = F(z) (v D).

Teorema 1.6.1. Ako je g diferencijabilna funkcija u tacki x, a f diferenci-
jabilna u tackiu = g(x), tada je, u tacki x, diferencijabilna i sloZena funkcija
F i vazi jednakost

U—-u U—-u
Tada je
FX)-F() _ fU) = fw) ¢g(X)—g(x)
X -z U—u X—-z
odakle dobijamo
F'(z) = lim F(X) - F(z)

X—x X —=x

o T ) )~ ole)
U—u U—-u X—z X —=zx

= f'(u)g' ()
= f'(g(2))d (x),

jer, kada X — x, zbog neprekidnosti funkcije g, sleduje da g(X) — g(x), tj.
daU —wu O
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Dakle, ako je y = F(x) = f(g(x)), zaklju¢ujemo da za operatore D i d/dx
vaze jednakosti

y' =Dy =DyF(z) =Dy f (9(x)) = Duf(u) Dag()

dy d d d d d
/
Y7 o da:() du()dx du()da:()

Primer 1.6.1. Neka je y = f(z) = (22 + 1)!%. Ako stavimo y = u!% i
uw=1x>+ 1, imamo

Y = f'(z) = Duf - Dou = 100u” - 22 = 200z(z* + 1)?. A
Primer 1.6.2. Neka je y = V/sinz (z € R). Ako stavimo
y= u, wu=sinz,

dobijamo
1

3/
SlIl2 xT

/ / !/

1 1
yx:yu-ux:§\3/—u_2 cosr. A

COSXx =

W =

Primenom teoreme 1.6.1 moze se lako dokazati sledece tvrdenje:

Teorema 1.6.2. Ako je parna funkcija diferencijabilna, njen izvod je ne-
parna funkcija. Ako je neparna funkcija diferencijabilna, njen izvod je parna
funkcija.

Za izvod kompozicije od vise diferencijabilnih funkcija vazi:

Teorema 1.6.3. Ako su funkcije ux, — fr(ux) (k=1,2,... ,n) diferencija-
bilne, tada je i kompozicija x — F(x) = (fio fao---o f,)(x) diferencijabilna
funkcija i vazi jednakost

Fi(x) = fi(ur) fa(uz) - f5,(un),

gde suu, =z i ug_1 = fr(ux) (k=n,n—-1,...,2).

Primer 1.6.3. Neka je y = sin®(z? + 1) (z € R). Ako stavimo
y:us, u = sinwv, v:xQ—l—l,
imamo

Y =y ul vl = (Duu®) (Dy sinv) (Dx(xQ—l—l)) = 6zsin®(z”+1) cos(z®+1). A
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Napomena 1.6.1. Primenom teoreme 1.6.1, lako se moze dokazati teorema
1.5.1 o izvodu inverzne funkcije. Naime, kako je

(@) ==

na osnovu teoreme 1.6.1, vazi

odakle sleduje jednakost (1.5.1).

Ponekad je, da bi se odredio izvod diferencijabilne funkcije  — y = f(z),
zgodnije posmatrati pogodno izabranu slozenu diferencijabilnu funkciju

(L6.1) y— Fly) = F (f(2)) = G(a).

Iz (1.6.1), na osnovu teoreme 1.6.1, diferenciranjem dobijamo
Fy)y' = G'(x),

odakle sleduje
1
/

T F(y)

Ovaj nacin trazenja izvoda se Cesto primenjuje ako se za funkciju F' uzme
F(y) = logy. Tada iz logy = G(x) dobijamo

y G'(z)  (F'(y) #0).

iy'ze'm, Gy = fx) = 4G (@) = F(@)C' ().

Primer 1.6.4. Neka je y = 2°"% (z > 0). Tada je

logy = log (:1: =sinz logx,

sin x)

odakle diferenciranjem dobijamo

’ .
Y _ cosz logx + Smx,
Y x

tj.

y = y(COS% logx + w) = xsmx<cosx log = + Smx). A
X X
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Odredivanje izvoda na nacin kako je to u¢injeno u primeru 1.6.4, naziva
se logaritamsko diferencirange.

Kao §to smo videli u odeljku 1.9, glava I, pod odredenim uslovima, jed-
nakost
F(x,y) =0 (x € Dy, y € Dy)

implicitno definiSe funkciju
z—y=f(z) (z € Dq)

za koju je
F(z,y) = Flz, f(2)) = 0.

Pretpostavimo da je f diferencijabilna funkcija. Pokaza¢emo da se, u slu-
¢ajevima kada funkcija F' ima podesan oblik, primenom teoreme 1.6.1, moze
odrediti izvod funkcije f, bez njenog eksplicitnog odredivanja.

Na primer, ako su z — g(z) i y — h(y) diferencijabilne funkcije i ako je

F(z,y) = g(z) + h(y) = g(z) + h(f(2)),
9(x) + h(f(z)) =0,
diferenciranjem dobijamo
g'(@)+ W (f(x) f(x) =0, ti. g'@+H(yy =0,

odakle, ako je h'(y) # 0, sleduje

fla)y=y = - (W (y) # 0).

Primer 1.6.5. Neka je F(x,y) = z? + y2 — 1 = 0. Diferenciranjem dobijamo
22 + 2yy’ = 0, odakle sleduje v/ = —x/y (y #0). A

Primer 1.6.6. Ako je F(z,y) = e”sinz+eY cosy — 2 = 0, posle diferenciranja
dobijamo
e”(sinz + cosx) + e¥(cosy — siny)y’ =0,
tj.
e (sinz 4 cos z)

/ ™
=— <= —+knm, k Z) A
Y eY(siny — cosy) (y 7 g TR R
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Napomena 1.6.2. Nije tesko zakljuciti da je moguée odrediti izvod implicitno
definisane funkcije x — y = f(z) i u sluéaju kada je ona zadata jednakoséu

F(ifjlgm)hi(y)) 0,

ako su funkcije z — g;(x) i © — h;(x) diferencijabilne i ako je ispunjen uslov
n
> gi(@)hi(y) #0.
=1

Primer 1.6.7. Ako je jednako3éu F(z,y) = e cosy + €Y sinz = 0 definisana
diferencijabilna funkcija  — y = f(z), primenom teoreme 1.6.1 dobijamo

. xT
Ysinz) = e” cosy + € cos ,

/ X .
y (e"siny —e
t.
e’ cosy +eYcosx

y =f(z)= A

e*siny —e¥sinz
1.7. Tablice izvoda elementarnih funkcija

Na osnovu primera iz odeljaka 1.4, 1.5 i 1.6, moguce je saciniti tabelarni
pregled izvoda osnovnih elementarnih funkcija.

:xn /_nxn—l
:ex / em
=a” "=a"loga
1
y =logz y =-
x
y = sinx "= cosx
Y = Ccosx = —sinx
1
/
Yy =tanz Yy = 5
cos?
1
J— /.
Yy =cotx = 5



