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Stavimo ξ = x+ ∆x, gde je x = x0 neka vrednost u okolini nule ξ. Tada,
primenom formule (1.3.1), imamo

0 = f(ξ) = f(x0 + ∆x) ≈ f(x0) + f ′(x0)∆x,

tj. ∆x ≈ −f(x0)/f
′(x0), što znači da nulu ξ možemo aproksimirati pomoću

ξ = x0 + ∆x ≈ x0 −
f(x0)

f ′(x0)
.

Ako desnu stranu u ovoj jednakosti označimo sa x1, tj. stavimo

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
,

tada sleduje da je ξ ≈ x1. Stavljajući sada x1 umesto x0, dobijamo novu
aproksimaciju ξ ≈ x2, gde je

x2 = x1 −
f(x1)

f ′(x1)
.

Nastavljajući ovaj postupak možemo konstruisati niz {xk}+∞
k=0 stavljajući

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
(k = 0, 1, . . . ).

Na ovaj način dobijaju se vrednosti xk (k = 0, 1, 2, . . . ), koje su aproksi-
macije za ξ. Može se pokazati da je ovaj niz konvergentan i da mu je granica
ξ. Navedeni postupak odred̄ivanja približnih vrednosti za ξ poznat je kao
Newtonov32) metod ili metod tangente. Za detalje u vezi sa ovim metodom
videti knjigu: G. V. Milovanović, Numerička analiza, I deo (treće iz-
danje), Naučna knjiga, Beograd, 1991.

1.4. Teoreme o izvodima

U ovom odeljku ukazaćemo na neke osnovne osobine operatora diferen-
ciranja. Pri tome, ako nije drugačije naglašeno, smatratćemo da se pojam
diferencijabilnosti funkcije odnosi na tačku x, ali da se može uzeti i kao
diferencijabilnost na intervalu (a, b).

32) Isac Newton (1643–1727), veliki engleski matematičar i fizičar.



134 DIFERENCIRANJE FUNKCIJA JEDNE REALNE PROMENLJIVE

Teorema 1.4.1. Ako su x 7→ f(x) i x 7→ g(x) diferencijabilne funkcije,

diferencijabilna je i funkcija

x 7→ F (x) = αf(x) + βg(x) (α, β ∈ R)

i važi jednakost

(1.4.1) F ′(x) =
(

αf(x) + βg(x)
)′

= αf ′(x) + βg′(x).

Dokaz. Na osnovu definicije neposredno imamo

F ′(x) =
(

αf(x) + βg(x)
)′

= lim
∆x→0

αf(x+ ∆x) + βg(x+ ∆x) −
(

αf(x) + βg(x)
)

∆x

= lim
∆x→0

αf(x+ ∆x) − αf(x)

∆x
+ lim

∆x→0

βg(x+ ∆x) − βg(x)

∆x

= α lim
∆x→0

f(x+ ∆x) − f(x)

∆x
+ β lim

∆x→0

g(x + ∆x) − g(x)

∆x

= αf ′(x) + βg′(x). �

Dakle, na osnovu (1.4.1), tj. na osnovu jednakosti

D
(

αf(x) + βg(x)
)

= αDf(x) + βDg(x),

zaključujemo da je operator diferenciranja linearan.

Primer 1.4.1. Kako su funkcije x 7→ 3x2 (x ∈ R) i x 7→ 5
√
x (x > 0) diferen-

cijabilne funkcije, za x > 0 važi jednakost

(3x2 + 5
√
x )′ = 3(x2)′ + 5(

√
x )′ = 6x+

5

2
√
x
. △

Primer 1.4.2. Za hiperbolične funkcije

x 7→ sinh x =
ex − e−x

2
i x 7→ cosh x =

ex + e−x

2
,

imamo

(sinh x)′ =

„

1

2
(ex − e−x)

«′
=

1

2
(ex − e−x)′ =

1

2
(ex + e−x) = coshx,
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i

(coshx)′ =

„

1

2
(ex + e−x)

«′
=

1

2
(ex + e−x)′ =

1

2
(ex − e−x) = sinh x. △

Nije teško primenom matematičke indukcije zaključiti da za n diferenci-
jabilnih funkcija x 7→ fi(x) (i = 1, 2, . . . , n) važi

(

n
∑

i=1

αifi(x)
)′

=

n
∑

i=1

αif
′
i(x).

Teorema 1.4.2. Ako su x 7→ f(x) i x 7→ g(x) diferencijabilne funkcije,

diferencijabilna je i funkcija x 7→ y = f(x)g(x) i važi jednakost

y′ =
(

f(x)g(x)
)′

= f ′(x)g(x) + f(x)g′(x).

Dokaz. Kako je

(

f(x)g(x)
)′

= lim
∆x→0

f(x+ ∆x)g(x + ∆x) − f(x)g(x)

∆x
,

jedno za drugim sleduje

y′ =
`

f(x)g(x)
´′

= lim
∆x→0

f(x+ ∆x)g(x+ ∆x) − f(x)g(x+ ∆x) + f(x)g(x+ ∆x) − f(x)g(x)

∆x

= lim
∆x→0

f(x+ ∆x) − f(x)

∆x
g(x+ ∆x) + lim

∆x→0
f(x+ ∆x)

g(x+ ∆x) − g(x)

∆x

= f ′(x)g(x) + f(x)g′(x),

čime je tvrd̄enje dokazano. �

Primer 1.4.3. Ako je f(x) = x2 i g(x) = sin x, tada je

`

f(x)g(x)
´′

= (x2 sin x)′ = (x2)′ sin x+ x2(sin x)′ = 2x sin x+ x2 cosx . △

Primer 1.4.4. Kako je sin 2x = 2 sin x cos x, za funkciju x 7→ sin 2x (x ∈ R)
imamo

(sin 2x)′ = (2 sin x cosx)′ = 2(sin x cosx)′ = 2
`

(sin x)′ cosx+ sin x(cosx)′
´

= 2
`

cos x cosx+ sin x(− sin x)
´

= 2(cos2 x− sin2 x) = 2 cos 2x. △

Za količnik dve diferencijabilne funkcije važi:
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Teorema 1.4.3. Ako su x 7→ f(x) i x 7→ g(x) ( 6= 0) diferencijabilne funkci-

je, diferencijabilna je i funkcija x 7→ F (x) = f(x)/g(x) i važi jednakost

F ′(x) =

(

f(x)

g(x)

)′
=
f ′(x)g(x) − f(x)g′(x)

g(x)2
.

Dokaz. Kako je

F ′(x) =

„

f(x)

g(x)

«′
= lim

∆x→0

1

∆x

„

f(x+ ∆x)

g(x+ ∆x)
− f(x)

g(x)

«

= lim
∆x→0

f(x+ ∆x)g(x) − f(x)g(x+ ∆x)

g(x+ ∆x)g(x)∆x

= lim
∆x→0

1

g(x+ ∆x)g(x)
· lim
∆x→0

f(x+ ∆x)g(x) − f(x)g(x+ ∆x)

∆x

=
1

g(x)2
lim

∆x→0

f(x+ ∆x)g(x) − f(x)g(x) − f(x)g(x+ ∆x) + f(x)g(x)

∆x

=
1

g(x)2

„

g(x) lim
∆x→0

f(x+ ∆x) − f(x)

∆x
− f(x) lim

∆x→0

g(x+ ∆x) − g(x)

∆x

«

=
1

g(x)2
`

f ′(x)g(x) − f(x)g′(x)
´

,

tvrd̄enje je dokazano. �

Primer 1.4.5. Ako je f(x) = sin x i g(x) = x2, za x 6= 0 imamo

“ sin x

x2

”′
=

(sin x)′x2 − (x2)′ sin x
(x2)2

=
x2 cosx− 2x sin x

x4
=
x cos x− 2 sin x

x3
. △

Primer 1.4.6. Za funkciju x 7→ tanx (x 6= (2k + 1)π/2) važi

(tanx)′ =

„

sin x

cos x

«′
=

1

cos2 x

`

(sin x)′ cos x− sin x(cosx)′
´

=
1

cos2 x
(cosx cosx+ sin x sin x)

=
1

cos2 x
. △

Primer 1.4.7. Primenom teoreme 1.4.3, za hiperbolične funkcije

x 7→ tanhx =
sinh x

coshx
i x 7→ cothx =

coshx

sinhx
(x ∈ R),
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neposredno sleduje

(tanhx)′ =

„

sinh x

coshx

«′
=

(sinh x)′ coshx− sinh x(coshx)′

cosh2 x

=
cosh2 x− sinh2 x

cosh2 x

=
1

cosh2 x

i slično

(cothx)′ = − 1

sinh2 x
. △

Napomenimo da se za teoreme dokazane u ovom odeljku često kaže da
predstavljaju pravila za traženje izvoda.

Ako su x 7→ f(x) i x 7→ g(x) diferencijabilne funkcije, za odred̄ivanje
diferencijala važe sledeća pravila:

d(f(x) + g(x)) = df(x) + dg(x),

d(f(x)g(x)) = g(x)df(x) + f(x)dg(x),

d(αf(x)) = αdf(x),

d
(f(x)

g(x)

)

=
g(x)df(x) − f(x)dg(x)

g(x)2
.

1.5. Izvod inverzne funkcije

Pretpostavimo da je funkcija x 7→ f(x) neprekidna i strogo monotona u
nekoj okolini tačke x. Tada (videti teoremu 1.7.1, glava I) postoji inverzna
funkcija f−1 odred̄ena sa x = f−1(y).

Dokazaćemo da za takve funkcije važi sledeće tvrd̄enje:

Teorema 1.5.1. Ako je f diferencijabilna funkcija u tački x i ako je f ′(x) 6=
0, tada je diferencijabilna i njena inverzna funkcija f−1, u tački y = f(x), i

važi jednakost

(1.5.1)
(

f−1(y)
)′

=
1

f ′(x)
.

Dokaz. Pre svega, iz x = f−1(y) i y = f(x) sleduje

∆x = f−1(y + ∆y) − f−1(y) i ∆y = f(x+ ∆x) − f(x).
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Kako su funkcije f i f−1 neprekidne, može se zaključiti da ∆y → 0 kada
∆x→ 0, ali, isto tako, i da ∆x→ 0 kada ∆y → 0. Stoga je

(

f−1(y)
)′

= lim
∆y→0

f−1(y + ∆y) − f−1(y)

∆y

= lim
∆x→0

∆x

f(x+ ∆x) − f(x)

=
1

lim
∆x→0

f(x+ ∆x) − f(x)

∆x

,

odakle, zbog diferncijabilnosti funkcije f , sleduje
(

f−1(y)
)′

=
1

f ′(x)
. �

Dakle, za izvod inverzne funkcije imamo simboličku formulu

Dyf−1(y) =
1

Dxf(x)
.

Na osnovu prethodne teoreme zaključujemo da se traženje izvoda neke
funkcije može svesti na traženje izvoda njoj inverzne funkcije.

Primer 1.5.1. Ako je y = arcsin x (−1 < x < 1) sleduje

(arcsinx)′ =
1

(sin y)′
=

1

cos y
=

1
p

1 − sin2 y
=

1√
1 − x2

. △

Primer 1.5.2. Za y = arccos x (−1 < x < 1) imamo

(arccosx)′ =
1

(cos y)′
= − 1

sin y
= − 1

p

1 − cos2 y
= − 1√

1 − x2
. △

Primer 1.5.3. Za funkcije

x 7→ y = arctanx i x 7→ y = arccotx (−∞ < x < +∞)

dobijamo

(arctanx)′ =
1

(tan y)′
=

1

1/(cos2 y)
= cos2 y =

1

1 + tan2 y
=

1

1 + x2
,

i

(arccot x)′ =
1

(cot y)′
=

1

−1/(sin2 y)
= − sin2 y = − 1

1 + cot2 y
= − 1

1 + x2
. △

Primer 1.5.4. Za y = log x (x > 0), zbog x = ey , imamo

(log x)′ =
1

(ey)′
=

1

ey
=

1

elog x
=

1

x
. △
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1.6. Izvod složene funkcije

Neka je funkcijama

x 7→ u = g(x) (x ∈ D) i u 7→ y = f(u) (u = g(x) ∈ g(D))

definisana složena funkcija

x 7→ y = f(u) = f
(

g(x)
)

= F (x) (x ∈ D).

Teorema 1.6.1. Ako je g diferencijabilna funkcija u tački x, a f diferenci-

jabilna u tački u = g(x), tada je, u tački x, diferencijabilna i složena funkcija

F i važi jednakost

y′ = (F (x))
′
= (f(g(x))

′
= f ′ (g(x)) g′(x).

Dokaz. Ako stavimo u = g(x) i U = g(X), tj.

F (X) = f(g(X)) = f(U),

imamo

F (X) − F (x) = f (g(X)) − f (g(x)) = f(U) − f(u)

=
f(U) − f(u)

U − u
(U − u) =

f(U) − f(u)

U − u

(

g(X) − g(x)
)

.

Tada je
F (X) − F (x)

X − x
=
f(U) − f(u)

U − u
· g(X) − g(x)

X − x
,

odakle dobijamo

F ′(x) = lim
X→x

F (X) − F (x)

X − x

= lim
U→u

f(U) − f(u)

U − u
· lim
X→x

g(X) − g(x)

X − x

= f ′(u)g′(x)

= f ′(g(x))g′(x),

jer, kada X → x, zbog neprekidnosti funkcije g, sleduje da g(X) → g(x), tj.
da U → u. �
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Dakle, ako je y = F (x) = f(g(x)), zaključujemo da za operatore D i d/dx
važe jednakosti

y′ = Dy = DxF (x) = Dxf (g(x)) = Duf(u)Dxg(x)

i

y′ =
dy

dx
=

d

dx
F (x) =

d

du
f(u)

d

dx
u =

d

du
f(u)

d

dx
g(x).

Primer 1.6.1. Neka je y = f(x) = (x2 + 1)100. Ako stavimo y = u100 i

u = x2 + 1, imamo

y′ = f ′(x) = Duf · Dxu = 100u99 · 2x = 200x(x2 + 1)99. △

Primer 1.6.2. Neka je y = 3
√

sin x (x ∈ R). Ako stavimo

y = 3
√
u, u = sin x,

dobijamo

y′x = y′u · u′x =
1

3

1
3
√
u2

cos x =
1

3

1
3
√

sin2 x
cosx . △

Primenom teoreme 1.6.1 može se lako dokazati sledeće tvrd̄enje:

Teorema 1.6.2. Ako je parna funkcija diferencijabilna, njen izvod je ne-

parna funkcija. Ako je neparna funkcija diferencijabilna, njen izvod je parna

funkcija.

Za izvod kompozicije od vǐse diferencijabilnih funkcija važi:

Teorema 1.6.3. Ako su funkcije uk 7→ fk(uk) (k = 1, 2, . . . , n) diferencija-

bilne, tada je i kompozicija x 7→ F (x) = (f1 ◦f2 ◦ · · · ◦fn)(x) diferencijabilna

funkcija i važi jednakost

F ′(x) = f ′
1(u1)f

′
2(u2) · · · f ′

n(un),

gde su un = x i uk−1 = fk(uk) (k = n, n− 1, . . . , 2).

Primer 1.6.3. Neka je y = sin3(x2 + 1) (x ∈ R). Ako stavimo

y = u3, u = sin v, v = x2 + 1,

imamo

y′ = y′u ·u′v ·v′x = (Duu3) (Dv sin v)
`

Dx(x2+1)
´

= 6x sin2(x2+1) cos(x2+1) . △
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Napomena 1.6.1. Primenom teoreme 1.6.1, lako se može dokazati teorema
1.5.1 o izvodu inverzne funkcije. Naime, kako je

f
“

f−1(x)
”

= x,

na osnovu teoreme 1.6.1, važi

`

f(f−1(x))
´′

= f ′
“

f−1(x)
”“

f−1(x)
”′

= 1,

odakle sleduje jednakost (1.5.1).

Ponekad je, da bi se odredio izvod diferencijabilne funkcije x 7→ y = f(x),
zgodnije posmatrati pogodno izabranu složenu diferencijabilnu funkciju

(1.6.1) y 7→ F (y) = F (f(x)) = G(x).

Iz (1.6.1), na osnovu teoreme 1.6.1, diferenciranjem dobijamo

F ′(y)y′ = G′(x),

odakle sleduje

y′ =
1

F ′(y)
G′(x) (F ′(y) 6= 0).

Ovaj način traženja izvoda se često primenjuje ako se za funkciju F uzme
F (y) = log y. Tada iz log y = G(x) dobijamo

1

y
y′ = G′(x), tj. y′ = f ′(x) = yG′(x) = f(x)G′(x).

Primer 1.6.4. Neka je y = xsinx (x > 0). Tada je

log y = log
`

xsinx´ = sin x log x,

odakle diferenciranjem dobijamo

y′

y
= cosx log x+

sin x

x
,

tj.

y′ = y
“

cos x log x+
sin x

x

”

= xsinx
“

cos x log x+
sin x

x

”

. △
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Odred̄ivanje izvoda na način kako je to učinjeno u primeru 1.6.4, naziva
se logaritamsko diferenciranje.

Kao što smo videli u odeljku 1.9, glava I, pod odred̄enim uslovima, jed-
nakost

F (x, y) = 0 (x ∈ Dx, y ∈ Dy)

implicitno definǐse funkciju

x 7→ y = f(x) (x ∈ Dx)

za koju je
F (x, y) = F (x, f(x)) ≡ 0.

Pretpostavimo da je f diferencijabilna funkcija. Pokazaćemo da se, u slu-
čajevima kada funkcija F ima podesan oblik, primenom teoreme 1.6.1, može
odrediti izvod funkcije f , bez njenog eksplicitnog odred̄ivanja.

Na primer, ako su x 7→ g(x) i y 7→ h(y) diferencijabilne funkcije i ako je

F (x, y) ≡ g(x) + h(y) = g(x) + h(f(x)),

iz
g(x) + h(f(x)) = 0,

diferenciranjem dobijamo

g′(x) + h′(f(x)) · f ′(x) = 0, tj. g′(x) + h′(y)y′ = 0,

odakle, ako je h′(y) 6= 0, sleduje

f ′(x) = y′ = −g
′(x)

h′(y)
(h′(y) 6= 0).

Primer 1.6.5. Neka je F (x, y) ≡ x2 + y2 − 1 = 0. Diferenciranjem dobijamo
2x+ 2yy′ = 0, odakle sleduje y′ = −x/y (y 6= 0). △

Primer 1.6.6. Ako je F (x, y) ≡ ex sin x+ey cos y−2 = 0, posle diferenciranja
dobijamo

ex(sin x+ cosx) + ey(cos y − sin y)y′ = 0,

tj.

y′ =
ex(sin x+ cosx)

ey(sin y − cos y)

“

y 6= π

4
+ kπ, k ∈ Z

”

. △
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Napomena 1.6.2. Nije teško zaključiti da je moguće odrediti izvod implicitno
definisane funkcije x 7→ y = f(x) i u slučaju kada je ona zadata jednakošću

F

„ n
X

i=1

gi(x)hi(y)

«

= 0,

ako su funkcije x 7→ gi(x) i x 7→ hi(x) diferencijabilne i ako je ispunjen uslov

n
X

i=1

gi(x)h
′
i(y) 6= 0.

Primer 1.6.7. Ako je jednakošću F (x, y) = ex cos y + ey sin x = 0 definisana
diferencijabilna funkcija x 7→ y = f(x), primenom teoreme 1.6.1 dobijamo

y′(ex sin y − ey sin x) = ex cos y + ey cosx,

tj.

y′ = f ′(x) =
ex cos y + ey cos x

ex sin y − ey sin x
. △

1.7. Tablice izvoda elementarnih funkcija

Na osnovu primera iz odeljaka 1.4, 1.5 i 1.6, moguće je sačiniti tabelarni
pregled izvoda osnovnih elementarnih funkcija.

y = xn y′ = nxn−1

y = ex y′ = ex

y = ax y′ = ax log a

y = log x y′ =
1

x
y = sinx y′ = cos x

y = cos x y′ = − sinx

y = tanx y′ =
1

cos2 x

y = cot x y′ = − 1

sin2 x


