IV GLAVA
Diferenciranje funkcija jedne
realne promenljive

1. IZVOD I DIFERENCIJAL FUNKCIJE

1.1. Izvod funkcije i diferencijabilnost

Pretpostavimo da je funkcija z +— f(x) definisana u okolini U(a) tacke
x = a i da je neprekidna u toj okolini. Za veli¢ine

r—a i f(z)- f(a)

kazemo, redom, da su prirastaj argumenta i prirastaj funkcije u tacki r = a.
Razumljivo, kada x — a, veli¢ina x — a je beskona¢no mala veli¢ina, a
zbog pretpostavke o neprekidnosti funkcije f, beskonacno mala veli¢ina je i
f(z) — f(a). Kao sto ¢emo videti, interesantno je prouciti odnos ovih dveju
beskona¢no malih veli¢ina.

Zato ¢emo posmatrati granicnu vrednost koli¢nika

f(x) = f(a)

r—a

(1.1.1)

kada x — a.

Definicija 1.1.1. Ako je funkcija z — f(z) neprekidna u okolini U(a) i ako
postoji kona¢na grani¢na vrednost koli¢nika (1.1.1) kada = — a, kazemo da
funkcija f ima izvod u tacki x = a, u oznaci f’(a), i piSemo

(1.1.2) lim w = f'(a).

Primer 1.1.1. Funkcija z — f(z) = 22 + 3z (z € R) u tacki £ = a ima izvod

2 2
Fla)= tim S 32 =@ 430 a3 =20+ 3.

r—a Tr—a r—a
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Za a =2 imamo f'(2)=7. A
Primer 1.1.2. Kako je

9 si — T+ a
. sinz —sina . sin €08 5

lim ————— = lim

r—a r— a r—a Tr—a

_ sin— r+a . .
= lim cos = 1- lim cos = cosa,
z—a T —a 2 z—a
2
funkcija « — sinz (z € R) u tacki x = @ ima izvod cosa. A

Kako koli¢nik (1.1.1) predstavlja koeficijent pravca secice S koja prolazi
kroz tacke A(a, f(a)) i M(z, f(z)) (videti sliku 1.1.1), vazi jednakost

f(z) — f(a)

r—a

= tan ¢,

gde je ¢ ugao koji secica S zaklapa sa pozitivnim smerom z-ose. O¢igledno,
ugao ¢ zavisi od polozaja tacke M, Sto zna¢i da zavisi od x. S obzirom da
x — a, seCica S tezi tangenti T, koja u tacki A dodiruje krivu y = f(x),
i u grani¢nom slucaju za ugao ¢ vazi jednakost iliié p = «a, gde je a ugao

koji tangenta T" zaklapa sa pozitivnim delom z-ose. Ovo znaci da jednacina
tangente T glasi

r—a Tr—a

y— f(a) =tana- (xr —a), tj. y— f(a)= <lim M) (x —a),
ili, na osnovu (1.1.2),

(1.1.3) y = f(a) = f'(a)(z — a).

Prema tome, geometrijski, izvod f’(a) predstavlja koeficijent pravca tan-
gente T na krivu y = f(z) u tacki A(a, f(a)).
Primetimo da, ako je f’(a) # 0, prava

(L1.4) y— f(a)= -

takode prolazi kroz tacku A i sa tangentom (1.1.3) zaklapa prav ugao. Za
pravu (1.1.4) kazemo da je normala na krivu y = f(x) u tacki A(a, f(a)).
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Sl 1.1.1

Ako je f’(a) = 0, jednacina tangente je y = f(a) i to je prava koja
je paralelna sa z-osom. U tom slucaju, jednacina normale glasi x = a.
Ocigledno, to je prava koja je paralelna y-osi.

Izvod funkcije ima svoje znacenje i u fizici. Neka je, na primer, M mate-
rijalna tacka koja se krece. Kao $to je poznato, ako je njeno kretanje ravno-
merno i ako za interval vremena t tacka M prede put duzine s, tada koli¢nik
s/t predstavlja njenu brzinu kretanja.

Medutim, ako je kretanje tacke neravnomerno, predeni put s je funkcija
vremena ¢, odredena funkcijom ¢ — s(t) (¢t > 0). Neka je tp uoceni trenutak i
t > to. Za vreme t —ty posmatrana tacka M prede put s(t) — s(tg), a koli¢nik
s(t) — s(to)

t—to
U opstem slucaju taj kolicnik nije konstanta, a grani¢na vrednost

i () — s(to)
t—to t— 1o

je srednja brzina njenog kretanja od trenutka ¢y do trenutka t.

predstavlja brzinu kretanja tacke M u trenutku ¢y3. To, zapravo, znaci da
je brzina kretanja materijalne tacke M u trenutku ¢y odredena izvodom
funkcije puta t — s(t) za t = t.

Ako grani¢na vrednost (1.1.2) ne postoji, tada funkcija f nema izvod u
tacki a.

Primer 1.1.3. Kako je
|z| — 10| — : N Mt (U

lim = lim — =-1 i lim —— = lim — =1,
z—0— x—0 z—0 X z—0+ x—0 r—0 T

funkcija « — |z| nema izvod u tacki x = 0.
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Nije tesko pokazati da u svakoj drugoj tacki x # 0 ova funkcija ima izvod. A

Definicija 1.1.2. Za funkciju z — f(z) kazemo da je diferencijabilna funk-
cija u tacki x = a ako se njen prirastaj f(x) — f(a) moze predstaviti u
obliku

f(@) = fla) = Az — a) + o(z — a),

gde je A konstanta.

U stvari, to znaci da je funkcija f diferencijabilna u tacki x = a ako njen
prirastaj u tacki z = a ima oblik
(1.1.5) f(z)— f(a) = Az — a) + w(z)(z — a),

gde je A neka konstanta, a w funkcija za koju je

(1.1.6) lim w(z) = 0.

r—a

Primer 1.1.4. 1° Funkcija = — z? je diferencijabilna u tacki x = a, jer za
njen prirastaj u tacki x = a vazi jednakost oblika

x2—a2:A(:1:—a)+o(x—a),

tj. jednakost

2 —ad% = 2a(x —a) + (x—a)Q.

2° Funkcija = — sin z je takode diferencijabilna u tacki x = a jer vazi jednakost

sinx — sina

—cosa) (z —a),

sinz —sina = cosa(z — a) + (
z—a

koja je oblika
sinz —sina = A(x — a) + w(z)(z —a). A

Napomenimo da je pojam diferencijabilnosti funkcije u tacki x = a ek-
vivalentan postojanju konacnog izvoda funkcije u toj tacki. U stvari, vazi
sledeée tvrdenje:

Teorema 1.1.1. Funkcija x — f(z) (z € U(a)) je diferencijabilna u tacki
x =a ako i samo ako u tacki x = a ima konacan izvod f'(a).

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je funkcija f diferencijabilna. Tada pos-
toje kona¢na konstanta A i funkcija x — w(x) koja ima osobinu (1.1.6) tako
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da vazi jednakost (1.1.5). Ako jednakost (1.1.5) podelimo sa x — a, a zatim
pustimo da z — a, neposredno zakljucujemo da vazi

lim @) = Jta) = A+ limw(z) = A,

Tr—a Tr—a r—a

A.

Obrnuto, pretpostavimo sada da funkcija f ima u tac¢ki x = a konacan
izvod f'(a), tj. neka je

§to znaci da funkcija f u tacki z = a ima konacan izvod f’(a)

tim T =IO 1)
Tada je
by (HL) ) =y LI =TS0

odakle zaklju¢ujemo da je, kada x — a, funkcijaz — f(z)—f(a)—f'(a)(x—a)
beskona¢no mala veli¢ina viSeg reda u odnosu na beskonacno malu veli¢inu
T — T — a, Sto znadi da je

f@@) = f(a) = fla)(x —a) =o(z —a)  (z—a),

tj.
f(z) = f(a) = f'(a)(z — a) + o(z — a).

Ovo znaci da postoji kona¢na konstanta A = f’(a), kao i da postoji funk-
o(x — a)
a

. koja ima osobinu (1.1.6). O

cija x — w(z) =

Primer 1.1.5. Kao §to smo videli, funkcija z — z2 (z € R) ima izvod u tacki
x = 2. Ona je, dakle, u toj tacki diferencijabilna.

Isto tako, funkcija x — sinxz je diferencijabilna u svakoj tacki, jer za svako
r = a ima izvod jednak cosa. A

Za funkciju koja nema izvod u nekoj tacki kazemo da nije diferencijabilna
u toj tacki.

Primer 1.1.6. Kao $§to smo videli, funkcija z — |z| (z € R) nema izvod u
tacki x = 0. Prema tome, ona nije diferencijabilna u tacki x =0. A

Jedna posledica osobine da je neka funkcija diferencijabilna u tacki jeste
sledeée tvrdenje:



122 DIFERENCIRANJE FUNKCIJA JEDNE REALNE PROMENLJIVE

Teorema 1.1.2. Ako je x — f(x) diferencijabilna funkcija u tacki x = a,
tada je f u tacki a neprekidna funkcija.

Dokaz. Tvrdenje teoreme sleduje neposredno ako se u jednakosti (1.1.5)
prede na grani¢ni proces kada x — a. 0O
Naravno, kao §to smo videli u primeru 1.1.3, obrnuto tvrdenje ne vazi.

Tako ¢emo se nadalje, uglavnom, baviti diferencijabilnim funkcijama i nji-
hovim osobinama, ovde ¢emo razmotriti i slucaj kada funkcija  — f(z)
(x € U(a)) nije diferencijabilna u tacki = a, tj. slucaj kada grani¢na vred-
nost koliénika (1.1.1) ne postoji. To je, u stvari, slucaj kada za grani¢ne
vrednosti

(1.1.7) im LD =f@ oy, @@

T—a— r—a z—a+ r—a

vazi jedna od tri moguénosti:

1° obe grani¢ne vrednosti postoje, ali se razlikuju;
2° jedna od njih ne postoji;
3° nijedna od njih ne postoji.
U slucaju 1° kazemo da postoje levi i desni izvod funkcije f u tacki x = a,
oznacavajuéi ih redom sa f’ (a) i f/ (a).
Dakle,

Fla) = tim L@ =@ (@)= tim L@ 1@

T—a— Tr—a r—a+ Tr—a

Primer 1.1.7. U tacki z = 0, funkcija « +— f(z) = |z| ima izvode f (0) = —1
ifl=1 A

U slucaju 2° kazemo da funkcija f ima u tacki x = a levi ili desni izvod,
prema tome koja od grani¢nih vrednosti (1.1.7) postoji.

Primer 1.1.8. Funkcija

x (z <0),
z sin(l/z) (x> 0),

~—

o (o) = {
ima levi izvod u tacki z = 0,

£.(0) = lim f(l“)—f(O)_l"—O:L

z—0— xz—0 z—0




