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gde su: m i my — mase koje se privlace, v — gravitaciona konstanta, a R — vek-
tor polozaja jedne materijalne tacke u odnosu na drugu, R — intenzitet vektora
polozaja.
Potencijal ove sile dat je izrazom (videti (2.98)):
mo

U=y7- (2.65)

Stacionarno elektrostaticko polje

U elektrodinamici problem odredivanja jacina elektri¢nog i magnetnog polja moze
da se svede na odredivanje potencijala. Podimo od Maksvelovih ? jednagina za
elektromagnetno polje u vakuumu:

divE = i@ divB =0, rotE = —88—1?7 rotB = p,j + so,uoaa—lf,
gde su E(x,y,z2,t) i B(z,y, 2,t) — jacina elektri¢nog i indukcija magnetnog polja
respektivno, g9 — dielektricna konstanta u vakuumu, gy — magnetna permeabil-
nost (propustljivost) vakuuma, a o(x,y, z,t) i j(z,y, z,t) — gustina naelektrisanja i
gustina struje, respektivno.

Pogledajmo drugu i treéu jednacinu (koje se u literaturi nazivaju bezizvorne
jednacine, jer u njima ne figuriu gustina naelektrisanja i gustina struje, koje karak-
terisu izvore polja). Posto je divergencija rotora, ma kog vektora, identicki jednaka

nuli (vidi (2.71), str. 100), mozemo napisati da je

B =rotA divB =div(rotA) =0,
gde je A = A(z,y, z,t). Kada to zamenimo u treéu Maksvelovu jednacinu, dobi-
jamo

9, 0A
rotE = —arotA = rot <_6t) . (2.66)

Kako je rotor gradijenta ma koje skalarne funkcije identicki jednak nuli (vidi (2.69),
str. 100), veli¢ine E i e mogu da se razlikuju za gradijent neke skalarne funkcije

O, gde je & = P(x,y, 2,t). Tako je

0A
E=—-— .
5 grad

Vektorska funkcija A(z,y, 2, t) i skalarna funkcija ®(x, y, z, t) zovu se vektorski
i skalarni potencijal, respektivno.

9Maxwell James Clark (1831-1879), britanski fizicar. Istrazivao je u mnogim oblastima fizike, a
najznacajnija dela su iz elektromagnetskih pojava. Postavio je Cetiri jednacine u kojima je izlozen
princip po kome promene u elektricnom polju izazivaju promene u magnetskom polju i obrnuto.
Formulisao je zakon raspodele brzine molekula u gasu. Smatra se jednim od osnivaca kineticke
teorije gasova, uz L. Boltzmanna i R. Clausiusa.
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Da bismo videli fizicki smisao skalarnog potencijala, pretpostavimo da je elek-

A
tromagnetno polje stacionarno, tj. da se ne menja tokom vremena. Tada je 5207
pa je
E = —grad®. (2.67)

Skalarnim mnozenjem vektorom pomeraja dr dobijamo

0P 0P 0P
E-dr=—-grad® -dr=——dor — —dy — —dz = —d®
r gra r 5 0% 3y y— 5, 4 ,
pa integracijom po nekom putu od beskonac¢nosti do tacke prostora u kojoj po-
smatramo polje, dobijamo

(z,9,2)
<I>(ac,y7z):—/ E- dr.
o0

Tako za stacionarno elektromagnetno polje skalarni potencijal predstavlja rad
koji neka spoljasnja sila treba da izvrsi nasuprot elektri¢cnog polja da bi se jedini¢no
naelektrisanje istog znaka kao i izvor polja dovelo iz beskona¢nosti u posmatranu
tacku (x,y,z). Uzima se da je vrednost skalarnog potencijala u beskona¢nosti
jednaka nuli.

Naravno, u slu¢aju vremenski promenljivog polja ovakav zakljucak vise ne vazi.

Sam vektorski potencijal A(z,y, z) nema neposredni fizicki smisao, dok njegov
linijski integral po nekoj zatvorenoj konturi L ima. Naime, kako je

/A-dl://rotA.dS://B.ds,
L S S

to je cirkulacija vektora vektorskog potencijala, po ma kakvoj zatvorenoj konturi,
jednaka magnetnom fluksu kroz ma koju povrs oivicenu tom konturom, $to vazi u
najopstijem slucaju.

Kalibraciona ili gradijentna invarijantnost elektromagnetnog polja

Napomenimo da funkcije skalarnog i vektorskog potencijala za dato elektromag-
netno polje nisu jednoznacne. To je posledica toga Sto se oni javljaju samo u
obliku svojih izvoda, pa su odredeni samo sa ta¢noséu do izraza koji se skracuju
pri operacijama u navedenim obrascima.

Za vezbu pokazati da se Maksvelove jednacine ne menjaju (invarijantne su) ako
se A i & promene na sledeéi nacin:

o, = 7ﬁ; Ao:A+gradf7
ot

gde je f = f(z,y, z,t) neka funkcija promenljivih z,y, 2, t.

Posto Maksvelove jednacine odreduju vrednosti E i B to znac¢i da se za jedno
elektromagnetno polje moze definisati ¢itava familija vektorskih i skalarnih po-
tencijala koji zadovoljavaju jednakosti (2.66) i (2.67). Najjednostavnije fizicko
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objasnjenje (uproséeno za stacionarni slucaj) je primer elektrostatickog polja gde
nam gradijentna invarijantnost (nepromenljivost) daje slobodu da izaberemo refe-
rentni nivo (nivo na kome je potencijalna energija jednaka nuli) u odnosu na koji
racunamo potencijalnu energiju i potencijal. To znaci da se u definiciji potenci-
jala ne mora uzeti da probno naelektrisanje dolazi iz beskonacnosti veé iz neke
tacke prostora koja tako postaje referentni (nulti) nivo. Bez obzira kako definisemo
referentni nivo, jaCina elektrostatickog polja je nepromenjena.

E = grad(® + ¢) = grad® ¢ = const.

Ovde je ¢ prakti¢no potencijal naSeg izabranog referentnog nivoa u odnosu na
beskonac¢nost.

Jednacine elektromagnetnog potencijala

Posmatrac¢emo Sta se dobija kada skalarni i vektorski potencijal elektromagnetnog
polja uvrstimo u Maksvelove jednacine za vakuum, u kojima figurisu izvori polja
(gustina struje j i gustina naelektrisanja p).

19)
rotB = p,j + 50/105,

0 0A
trotA = poj + - | —grad® — —— | oo,
rotro uJJrat(gra 875)6#

P 2A
—AA + graddivA = p,j — <grad%t + 66752) Eolbo,
02A 0P
AA — EO/LOW = —loj + grad (divA + 50#06&) .

Zahvaljujuéi gradijentnoj invarijantnosti potencijala, A(z,y,z,t) i ®(z,y, 2,t)
mogu da se odaberu tako da zadovoljavaju izraz

. 0P
divA + é‘oluoa = 07
pa je
0’A .
AA — EOMOW = —lo]-
S druge strane je:
1
divE = —p,
€o
0A 1
div [ —grad® — — | = —
iv < gra 5 > - 0,
1
AD + g(divA) =——0p.

ot €o
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)
Kako je divA = feopo% to je

>’ 1
AD — EOHJO@ = 7;p

Tako smo umesto Cetiri Maksvelove parcijalne diferencijalne jednac¢ine koje su
spregnute, u kojima su nepoznati E i B, dobili ¢etiri raspregnute jednacine, koje
su lakSe za resavanje, u kojima su nepoznate velicine A i ®.

Neke osobine divergencije
a) div(ca)=c-diva, c=const.
b) div(a+b)=diva+divb,

¢) div(ua)=u-diva+a-gradu, gde je u skalarna funkcija.

Dokaz.

Ovde ¢emo da dokazemo samo osobinu ¢), a osobine a) i b), kao lakse, ostavljamo
¢itaocu za vezbu.
Kako je:

va=uazi+uayj+uak=(vaz)i+ (vay)j+ (va,)k,

to je:
div (ua) = % (uag) + a% (uay) + % (ua,) =
= .aam+%.a +u~%+@~a +u.aaz+@. =
or  Oxr ° oy oy " 0z 0z ~
:u<8al'+aay+aaz>+au.a +%. +@.a _
Or Oy Oz Ox " oy Y 0z “

= u-diva + a- grad u,

¢ime je prethodna osobina dokazana.

Neke osobine rotora
. —_—
a) rot c=0, ako je c=const.
b) rot (ca)=crota, ¢ =const.,
¢) rot (a+b)=rota+rot b,
)

d

rot (ua)=urot a+ axgrad u, gde je u skalarna funkcija.
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2.2.6 Kratak pregled uvedenih pojmova

vektorske operacije I vrste vektorske operacije I vrste

u — skalarna funkcija — grad u — vektor — div (grad u)
rot (grad u)
diva —skalar — grad (diva)
a — vektorska funkcija —
rota — vektor — div (rota)
rot (rot a)
Operacije viSeg reda
Neka je u = u(z,y, z) skalarno polje, tada je:
0 0 0
gradu = 8—zi + aiylj + aka = u,i+uyj +ulk.
Izracunajmo sada vektorske veli¢ine II vrste:
a)
divgradu =
0 (0Ou 0 (0u d (0Ou
_ Y (% B s — == 2.68
Ox (3x> + Oy (3y> + 0z (82) (2:68)
Pu *u O%u )
== @ 87y2 + @ = Vu — Je skalar.
b)
i j k
rot (grad u) = % 3% % =
Ou  Ou Ou
ox oy 0z
_(Pu _Pu), (Pu PuN. (Pu Pul
Oy0z  9z0y 9192 9202 ) 7 Oydx 0Oxdy )
Kako je, za neprekidne funkcije:
*u  d%u
Oydz 020y’
Pu  0u
0x0z 020z’
Pu  D%u
oyox  0x0y’
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to kona¢no dobijamo
rot (grad u) = 0. (2.69)

c)

grad (divv) =

_ﬁ %+avy+avz '_|_2 %_F%_Favz /an
- Oz \ Oz dy 0z Oy \ Ox oy 0z J

+ 2 vy + % + dv, k =
0z \ 0xr 0Oy Oz N

(82111. v, 0%, ) . (62% 82vy 9? vz) )
= + + i+ TR T +

0x2  O0xz0y Ox0z oyoxr  Oy? = Oyoz

4 8%v, . D?v, n 0%v, K
020x 020y 022

d)
div (rot v) =?

Neka je
v=uvi+v,j+vk,

odakle, prema definiciji (2.46) na str. 92, za rot v dobijamo:

oty — Ov, 8vy - %_81)2 - %_(%1. K &
-\ oy 0z 0z ox J oz dy

=rotv=ajit+aj+azk=a, (2.70)

gde smo uveli sledec¢e oznake:
Ove _Ovay _ (9o O _
Y\ 0: oz or oy ) ¥

. - 6a1 3(12 8a3
dva= 5t oy T o

Dalje, kako je

to kona¢no dobijamo:

_ 0%v, n 0%v, - 9%v, n 82vy _ 0%v,
N 8$8y 83382’ oydz  0x0dy 0xdz  Oyoz
0.

div (rot v) (2.71)
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2.2.7 Prostorno diferenciranje

Postupak uopstavanja izvoda u pravcu, naziva se prostorno diferenciranje, a
rezultat do koga ovaj postupak dovodi naziva se prostorni izvod.

Posmatrajmo neku funkciju ¢(r) koja moze da bude skalarna ili vektorska
funkcija polozaja.

ds

Slika 2.10:

Uoc¢imo u polju ove funkcije neku tacku A i jednu oblast V (deo prostora)
ograni¢enu zatvorenom orijentisanom povrsi S, tako da A € V. Neka je

mesV =V (2.72)

merni broj zapremine ove oblasti, a dS vektorski povrsinski element na zatvorenoj
orijentisanoj povrsi S. Pretpostavimo dalje, da je ¢ integrabilna funkcija na povrsi
S, tj. postoji integral po zatvorenoj povrsi S

I= // o(r) o dS. (2.73)
S

Ovaj integral moze da bude skalarna ili vektorska funkcija veli¢ine V', oblasti
V, koju ograni¢ava zatvorena povrs S.

Posmatrajmo sada veli¢inu I /V i pustimo da se povrsina ”steze” oko fiksne tacke
A, tj. neka V' — 0. Sada se postavlja pitanje postojanja i odredivanja grani¢ne
vrednosti koli¢nika I/V.

Definicija.
Prostornim izvodom funkcije ¢(r) nazivamo granié¢nu vrednost

lim ffs p(r)odS

lim = (2.74)

ako ona postoji.

Ako je o(r) skalarna funkcija polozaja, tada je ¢(r)odS vektor, pa je i prostorni
izvod vektor, koji oznacavamo sa

Vp(r) = lim M

lim 215 (2.75)
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Moze da se dokaze da ova veli¢ina predstavlja veé definisani gradijent

J5 2w ds

- (2.76)

grad p = Vop(r) = ‘9210

Ako je ¢(r) vektorska funkcija polozaja

o(r) = v(r), (2.77)

tada, prema kruzi¢—proizvodu, razlikujemo dva slucaja.
U prvom, gde kruzi¢—proizvod predstavlja skalarni proizvod, proizvod vodS
predstavlja skalar, pa je i prostorni izvod skalar, oznacen sa

-dS
Vv =divv = lim ”L

Tim S5 (2.78)

koji zovemo divergencija.
U drugom slucaju, gde kruzi¢—proizvod predstavlja vektorski proizvod, proizvod
vxdS predstavlja vektor, pa je odgovarajuci prostorni izvod vektor, koji oznacava-

mo sa:
J[gvxds

V x v=rotv= lim
V—0 1%

(2.79)

i definiSe veli¢inu koju zovemo rotor.

Iz prethodnih definicija: gradijenta, divergencije i rotora, sledi njihova nezavis-
nost od izbora koordinatnog sistema, $to smo napomenuli pri njihovoj definiciji u
prethodnom poglavlju.

Divergencija i rotor vektorske funkcije konstantnog pravca

Od posebnog je interesa nalazenje izraza za divergenciju vektorske funkcije kon-
stantnog pravca. Posmatrajmo takav jedan vektor c

c=ccp, gde je cg jediniéni vektor konstantnog pravca. (2.80)
Dalje, po definiciji je:

cdS cdS
dive = éiino ”ST = &iino ”ST co = grad c- cg. (2.81)
Koristeéi ovu relaciju mozemo da napiSemo analiticki izraz za divergenciju u pra-

vouglom koordinatnom sistemu.

Posmatrajmo neku vektorsku funkciju, izrazenu na jedan od na¢ina '°
3
v =i+ vyj +v.k =vie; +v2eg + vzes = E v;e; = v;€;. (2.82)
i=1

10Napomenimo da smo pri pisanju ovog izraza koristili konvenciju o sabiranju, prema kojoj je
Zle vie; = v;€e;, odnosno vrsi se sabiranje po ponovljenim indeksima.



