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Teorema o srednjoj vrednosti

1. Akoje f(z,y) neprekidna funkcija, na zatvorenoj i ograni¢enoj oblasti o u z,y
ravni, tada postoji bar jedna tacka (z,,y,) € o takva da je [[ f(z,y)do =
g

f(xo,90) - P, gde je P povrsina oblasti o.

2. Ako je f(z,y, z) neprekidna funkcija, na zatvorenoj i ograni¢enoj oblasti o u
prostoru, tada postoji bar jedna tacka (x,, Yo, 20) € o takva da je

/// F2,y,2)do = (T, Yos 20) - Vi (2.93)

gde je V' zapremina oblasti o.

2.3 Primeri nekih polja
od interesa za fiziku i tehniku

Navedimo neke primere potencijalnih polja koja su od posebnog interesa u raznim
oblastima fizike i tehnike.

Privlacenje dve tacke u polju gravitacione sile

Njutnova sila gravitacije definisana je izrazom

mmo
2

F——n ro, (2.94)

r

gde su m i mg mase koje se privlace, a  je univerzalna gravitaciona konstanta.
U gornjoj relaciji uveli smo sledece oznake (sl. 2.11):

r Eae—
ro=-, gdeje r=MyM. (2.95)
r
M(x,y,2)
m
M(xy,2)
O
my
Slika 2.11:

Pitanje je da li postoji potencijal za ovako definisanu silu? Kako su mase m i
mg, kao i v konstantne veli¢ine, to mozemo da ih zamenimo jednom konstantom,
recimo c¢, pa silu mozemo da prikazemo u obliku

C
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Ranije smo pokazali (vidi str. 93) da ako postoji skalarna funkcija U, takva da
je F = gradU, tada je vektorsko polje F potencijalno. Dakle treba naéi skalarnu
funkciju U = U(r). Kako je

C

d
gradU = d—Zro i F= —ﬁro

to iz uslova F = gradU dobijamo

dU c c
O = ) odnosno dU = —T—er
odakle sledi
2
U = j + Cq.
r

Dakle, na osnovu svega, zaklju¢ujemo da gravitaciona sila, definisana sa (2.94),
moze da se predstavi sa

F = gradU, (2.97)

tj. sila je potencijalna, a njen potencijal je odreden izrazom

U= (2.98)

Ovaj potencijal u literaturi poznat je i kao Njutnov potencijal. Ovde smo uzeli
da je 2¢ = C'ic; = const. = 0, $to ne umanjuje opstost prethodno izvedenog izraza.

Pokazano je da je V(1/r) = 0. Dakle potencijal U zadovoljava Laplasovu
jednacinu
U | 9*U | 0°U

Av ox? + Oy? + 022

0. (2.99)

Funkcije koje zadovoljavaju Laplasovu jedna¢inu zovemo harmonijske funkcije.
Dakle Njutnov potencijal je harmonijska funkcija.

Ravanski zadatak. Logaritamski potencijal

Posmatrajmo sada silu u ravni kojom neka tacka O privla¢i materijalnu tacku M.
Pretpostavimo da je ova sila privlacenja data izrazom

2
F= =" (2.100)
rr

gde je r = |r| intenzitet vektora polozaja r.
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7

Slika 2.12:

Ponovo se postavlja pitanje postojanja potencijala U za ovako definisanu silu.
Sliéno kao i u prethodnom slu¢aju polazimo od:

X_aU_ 2c

=—=—-——==
Ox r2™’
. U 2 (2.101)
Oy 2 4
Odavde dobijamo
x
U= —QC/T—de + f(y)-
Dalje, kako je
r? =2% +4y?, odaklesledi 2zdz=2rdr,
dobijamo za potencijal U
U= —=2clnr+ f(y).
Dalje, nadimo sada parcijalni izvod po y:
ou 0 df
— = —(—2cl - =
By 8y( clnr) + dy
0 or df y df
= 92c—(lnr)— 4+ —L = —92¢ L 4+ =L 2.102
C@r(nr)ﬁy—’_dy 2 +dy ( )

Dakle, prema (2.101) (uslov za Y'), zakljuéujemo da je % = const. I ovde ¢emo da
uzmemo da je ova konstanta jednaka 0, pa dobijamo za potencijal

U=—-2clnr. (2.103)

Napomenimo da u slu¢aju kada vise tacaka privlaci jednu tacku, za potencijal
imamo:
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Njutnova sila kojom homogena sferna ljuska privlaci materijalnu tacku

Posmatrajmo sada homogenu sfernu ljusku, polupreénika R, koja privla¢i materi-
jalnu tacku (sl. 2.13). Prvo odredimo silu kojom beskona¢no mali deo sfere (dS)
privlac¢i posmatranu tacku

]62777/1 de r

dF = (2.104)

r2 r

Slika 2.13:

Kako je: dmg = odV = g -d - dS, za jedini¢nu debljinu d = 1 dobijamo dmy =
odS. Kroz posmatranu tacku M i centar sfere O uvek mozemo da postavimo jednu
pravu. Neka u nasem sluc¢aju to bude z — osa, tj. OM = z. Dalje, ozna¢imo sa
r — rastojanje izmedu tacke M i sredista povrsine dS (tacke u kojoj deluje sila
privlagenja). Ovo rastojanje je, prema slici (primena kosinusne teoreme)

r* = R*+ 2% — 22 R cosf. (2.105)
Sada za intenzitet sile dobijamo

- kalgdS
 R2422—-22zRcosf’

dF (2.106)

Projektujuéi ovu silu na z — osu, a vodeéi racuna o simetriji, zapazamo da se
projekcije na normalan pravac, upravno na z, poniStavaju, pa treba voditi racuna
samo o Z — projekciji (videti sl. 2.14)
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z
LN
z
0
B|B R
Slika 2.14:
dZ = —dF - cos . (2.107)

Dalje, iz relacije: z = cos § + R cos 6 (vidi sliku 2.14), dobijamo

cos§ = @, (2.108)

tako da konac¢no dobijamo za projekciju elementarne sile dF' na z — osu

B k*m1odS z— R cos@ _
R2+22—-22zR cosf r o
2 _
_ k*m10dS(z RCOS6;)/2. (2.109)
(R? + 22 — 2z R cosf)

dz =

Sada ukupnu silu dobijamo integraljenjem gornjeg izraza po celoj sferi S

k*mio(z — R - cos )
Z= _/5 (R? 4 22 — 2R z cos 0)3/2 ds. (2.110)

Izrazimo sada elementarnu povrsinu dS u sfernim koordinatama
dS = R?sin 6 dp de, (2.111)

pa dobijamo izraz

m 2m .

R cosf — z)-sinfdpdd
Z=k 7 / / ( . 2.112
e o Jo (R%2+22—2Rz cosf)3/2 ( )

Dalje, kako je: 72 = R? + 22 — 2Rz cosf, pri ¢emu su R- kao poluprecnik, i z—
kao rastojanje izmedu nepokretne tacke M i centra sfere, konstantna rastojanja, to
dobijamo da je: rdr = R z sin#df, odnosno

2., .2 p2
Rcosefz:fy, (2.113)
z
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pa je:

x B . z+R 2 _ p2
/ ( (R cosf — z) sinfdf _ 1 / (1 n ZR) dr = (2.114)
0 |

R2+ 22 — 2Rz cos)3/2  2Rz2 2

z—R)| r
1 |: 22 B R2 :| z2+R
2R 22 r = R| '
Analizirajmo sada ovaj rezultat. Kako za § = 0 = r = |z — R|, to treba

razlikovati dva slucaja. Prvi, kada je tacka van sfere tada je z > R, pa je
|z — R| = z — R, odakle sledi da je:

2 4 2 2
g FmdAnEp  Fmims (2.115)

22 22

Ovde smo iskoristili da je zapremina sfere, jedini¢ne debljine: V = 47 R?-d = 47 R?,
gde je d — debljina koja je jednaka 1, pa je masa my = oV = 4w o R?. 1 drugi
slucaj, kada je tatka u unutraSnosti sfere. U ovom slucaju je z < R, pa je
|z — R| = R — z, odakle sledi da je Z = 0.

Privlacenje tacke od strane linijskog tela

Odredimo potencijal homogene prave L, koja se poklapa sa z — osom. Kako posma-
trana tacka M i data prava L odreduju jednu ravan, uzmimo da je to Oz ravan,
videti sl. 2.15.

dz

Slika 2.15:

Prvo odredimo silu kojom prava privla¢i tacku. Elementarna sila je:

dz B dz

dF| =k— —s-
|dF| r2 2 + 22

(2.116)

Napomenimo da smo posli od uslova da je sila proporcionalna masama, a obr-
nuto proporcionalana kvadratu rastojanja. Medutim, kako je dm = odV = pP dz



2.3 Primeri nekih polja 111

i P =1, to smo dobili da sila zavisi od dz, dok smo sve ostale konstante oznacili
jednim slovom — k. Dalje, sli¢no kao i u prethodnom primeru, zbog simetri¢nosti
projekcija, videti sl. 2.15, ponovo je potrebno odrediti samo X — projekciju

d
dX = dF cosa = ko - = (2.117)
r r
Ukupna projekcija je
+oo d
X=- [ (2.118)
oo T T2
Dalje, kako je
tga = 2= rtga =dz= LQda, x = const, (2.119)
x cos? o
i 3
= (@ 2 = gt = (2.120)
to za X dobijamo
_g 3
X = —k/ 2 22T qa. (2.121)
bz 3 cos? «
Kako je x = const, to dobijamo
1 (2 2k
X = fkf/ cosada = ——. (2.122)
X +% x

Sada mozemo da potrazimo potencijal. Ako postoji potencijal U, on mora da
zadovoljava relaciju

ou 2k
X=—=—-—— 2.123
ax T ) ( )
odakle kona¢no dobijamo:
1
U= —-2klnz ili U =2kln—. (2.124)
x

Teorema 6 Proizvoljno vektorsko polje F, jednoznacéno, neprekidno i ograniceno,
moZe da se razloZi na zbir potencijalnog i bezvrtloznog vektorskog polja u obliku:

F=-VU+VxA,
pri cemu je V- A = 0.

Skalarnu funkciju U — nazivamo skalarni potencijal, a vektorsku A — vektorski
potencijal vektorskog polja F.

Ova teorema poznata je u literaturi kao teorema Helmholca. ' Teoremu smo
naveli zbog njene vaznosti. Medutim, kako je dokaz relativno slozen, ne¢emo da ga
izlozimo, veé ¢itaoca upuéujemo na reference: [4] (str. 79), [29] (str. 50).

16Hermann von Helmholtc (1821-1894), nemagki fizicar. Poznat je po veoma vaznim radovima
iz oblasti termodinamike, hidrodinamike i akustike.



112 2 Teorija polja

2.4 Generalisane koordinate

Polozaj tacke u trodimenzionom Euklidskom prostoru odreduje se, u odnosu na
jednu unapred odredenu tacku O, koju zovemo pol ili koordinatni pocetak, pomocéu
vektora poloZaja r. U odnosu na Dekartov pravougli sistem koordinata Ozyz, sa
pocetkom u polu O, polozaj tacke se odreduje koordinatama tacke (z,y, z). Ortogo-
nalne projekcije kraja vektora polozaja na ose ovog koordinatnog sistema poklapaju
se sa koordinatama tacke, pa se koordinate vektora polozaja r poklapaju sa ovim
koordinatama x, y, z:

r={x,y,2} ili r=zxi+yj+zk (2.125)

Medutim, polozaj tacke u prostoru moze da se odredi i pomoc¢u neka tri medusobno
nezavisna parametra ¢!, ¢?, ¢> (ovde 1,21 3 nisu eksponenti ve¢ oznake parametara !!!),

ili krade ¢* (i=1,2,3). Kada se parametru ¢* daju sve mogudée vrednosti, a svakoj
tacki prostora odgovara jedan i samo jedan ureden skup od tri broja (¢',¢?,¢%) i
obrnuto, svakom skupu od tri broja (¢!, ¢%, ¢®) odgovara jedna i samo jedna tacka u
prostoru (trodimenzionom), tada se parametri ¢ nazivaju opste ili generalisane
koordinate tacke. Sada vektor polozaja mozemo da izrazimo i preko generalisanih
koordinata:

r=r(q', ¢ ¢*), ilikraée r=r(q"). (2.126)

Dekartove koordinate ovog vektora mozemo da izrazimo u obliku:

T = :v(q'f%
y=y(d"), (2.127)
z=2(q")

1z zahteva za obostranom jednozna¢noséu izmedu tacaka u prostoru i koordinata
q" sledi da svakoj tacki sa koordinatama (x, vy, z) moraju da odgovaraju tri broja ¢,
tako da je:
A", ¢* q°)
8(‘7;7 y7 Z)
Dakle, jednacine (2.127) uvek zadovoljavaju uslove potrebne da mogu da se rese po
qZ

%

¢ = q'(z,y,2), # 0. (2.128)

Skup jednacina (2.127) i (2.128) predstavljaju jednacine koordinatne transfor-
macije. Ove transformacije su uzajamno reciproéne — inverzne. DefiniSimo sada
kordinatne linije i koordinatne povrsi.

Definicija.

Kordinatne linije —predstavljaju geometrijsko mesto tacaka koje se dobija ako
su dve koordinate konstantne, a tre¢a se menja.

Koordinatne linije mogu da budu prave ili krive i u zavisnosti od toga govorimo
o pravolinijskim ili krivolinijskim koordinatnim sistemima (slika 2.16).



