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npr., linearna jednadZba Ox=2 ofigledno nema rjeSenja, tako se i pitanje
da li zadan linearni sistem ima ili nema rje§enja svodi putem eliminacije na
sliCno pitanje: ako nas eliminacije ne dovedu do apsurda 0==top, znak je te da
Je rieSenje linearnog sistema osigurano i da je to ba$ ono koje smo usput dobili
ili ga veé gotove dobili.

Dokaz gornjih tvrdnji iznijet éemo u poglavlju 15. o rangu matrica.

2.7. Gaussov postupak pri rjeSavanju linearnih jednad?bi s numerickim
koeficijentima, Gaussov postupak je specijalan slufaj metode protivnojednakih
koeficijenata.

Inade, moZemo pretpostaviti da radimo sa sredenim sistemom linearnih
jednadZbi. .

2.7.1. Kod Gaussova postupka je vano da u zadanom sistemu S jednadshi
odaberemo jednu jedinu jednadibn — vodeéu jednadibu i 1 njoj odredenu
nepoznanicu, odnosno vedeéi élanm. Pred vodedu jednadZbu stavimo zvjezdicu
da je lak8e i bolje vidimo, Vodeéi ¢lan u vodecoj jednadZbi markiramo tako-
der, npr. tako da ga uokruZimo, podvulemo, wokvirimo i sl Vodeéu nepozna-
nicu ¢emo climinirati tako da primijenimo metodu protivno-jednakih koeficije-
nata, i to sparujuéi tu vodeéu jednad?bu i svaku ostalu jednadZbu sistema.

Na tako dobiveni sistem jednad’?bi primjenjuje se opet isti postupak,
itd. do kraja.

2.7.2. Rjefenja sistema S’ tako dobivenik wvodedih jednad?bi« podudaraju se
s rjefenjima polaznog sistema S,

2.7.3. Izbor vodeCe jedmadibe i vodefe nepozmanmice. Izbor se vrii prema
karakteru samog sistema jednadZbi. U praksi se obitno radi ovako:

a) Uodi se ona nepoznanica x; uz koju stoji koeficijent najvede apsolutne
vrijednosti.

b) Zatim se ona, odnosno jedna jednadZba u kojoj doti¢ni &¢lan dolazi,
proglasi za vodeéu; neka je to jednadZba i.

¢) Ta se vodeda jednadiba i pomnoZi recipronom vrijednoiéu »vodeceg
s e > - . v ~1 . .. . v
koeficijentas; dakle se jednadZba i pomnoZi sa ai ; time se dobije jednadZba J.

d) Zatim se ta pova jednadzba- J pomnoZi, za svaku jednadibu ji,
koeficijentom — a; od x; u jednadZ?bi j 1 napravi suma te nove jednadZbe i
jednadZzbe J.

Time se dobije novi sistem jednadZbi s nepoznanicama bez x; u svima
jednadZbama osim u jednoj. Na taj novi sistem primjenjuje se opet isti postupak:
izabere s¢ u njemu vodeéa jednadZba i vodeéa nepoznanica...

2.7.4. Zbirna kontrola. U praksi se uz svaku zadanu jedna.dibu'sistema
nadopisuje u poseban stupac jo¥ i suma svih njenih koeficijenata, pa se s tim
sumama rodi i1sto Sto i sa clanovima doticne jednadZbe; u svakoj novoj jednadzbi
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1. DVIJE LINEARNE JEDNADZBE. DETERMINANTE STUPNJA (2,2)

1.1. Neka za nepoznate vcliine x, y vrijedi:
N4
_I,_
-—b
Pri tom su a, b, ¢, &', b, ¢’ brojevi ili brojevni izrazi.
PomnoZimo prvu jednadzbu sa b, odnosno —a’', te drugu jednadZbu sa
—b, odnosno a, 1 zbrojimo dobivene jednadZbs (taj smo posao naznagili u (1)
simboli¢ki s onim §to smo pripisali desno od c-ova).
Dobijemo ove dvije jednadzbe:
(ab’'—a' by x=b"c—bc’
(ab' —a'b)y=ac'—ad'c.

ax +by =c¢

(1) +

adx+by=c .a

(2

1.2. Sistem (2) je narodito Jednostavno i pregledno graden; naime;

1) u svakoj jednadsbi sistema (2) dolazi jedna jedina od napisanih nepo-
znanica polaznog sistema (1);

2) koeficijent od svake nepoznanice u (2) je jedan te isti izraz narodito
pravilno graden od koeficijenata svih nepoznanica u (1);

3)1i desna strana u novom sistemu (2) ima slinu gradu (strukiuru) kao i
koeficijent nepoznanica u (2); ta se struktura sastoji u tom da se radi
o razlici dvaju produkara po dva faktora.

1.3. Definicija. Izraz ab’ — a'b zovemo determinantom ili opredjeliteljem
Jednad#bi (1) ili pravokutne tablice

ab
ad
1 ta se determinanta oznaluje sa o
|
det® 2 it det |22 i D% 2 |22,
ab ab' ab alb|
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tj. oznaka determinante dobije se iz oznaka tablice tako da se pred tablicu stavi
det ili D ili da se tablica stavi u uspravae zagrade. Prema tome

a b
ab

3 =ab'—a'b.

Smisao te definicione jednakosti sastoji se u tome da se jedna strana jed-
nakosti (3) moZe svuda zamijeniti drugom stranom te jednakosti (3). Tako npr.

2 T 9.10—7.3=—1
3 10
cf)sxslnx =0082x+sin2x(=l)‘
—sSin X cos X
2.5—4.6-| 2 4|ia
6 5

1.4. Koeficijenti nepoznanica tvore wablicu koeficijenatac pa se zovu ele-
menti ili ¢lanovi ili koordinate ili komponente te tablice. Radi preglednosti,
obitaj je da se tablica stavi u uglaste zagrade. Ako tablicu koeficijenata progi-
rimo i ,stupcem‘ ostalih koeficijenata jednadzbe, dobue se wproSirena tablica«
zadanog sistema jednadzbi (1); ona glasi:

4 abc odnosno abc .
. abc abc

1.5. Réci ili rediéi, stupci i dijagonale pravokutnih tablica. Govori se o
prvom retku ili drugom retku te tablice (4) ili kakve druge tablice. Specijalno
u tablici

ab
ap

koeficijenata nepoznanica jednadZbi (1) prvi redak ili prvi redié glasi a b; drugi
redak glasi @’ b'; prvi stubac je a; drugi stupac je 5. Glavna dijagonala je
’ a 4
a, odnosno a b’; ona podinje lijevo gore. Sporedna dijagonala je b, odno-
b d
sno b &', jer Citamo i pifemo najprije ono $te je u gornjem retku pa onda
ono §to je u narednom retku. Sporedna dijagonala poéinje desno gore.

1.6. Retke numeriramo rednim brojevima 0, 1, 2.... ili prirodnim broje-
vima 1, 2. ... odozgo prema dolje; stupce numeriramo slicno, i to od lijeve
strane prema de.moj strani. Tako se govori o prvom retku, drugom retku itd.
Isto vrijedi i za stupce: prvi stupac, odnosno po redu prvi stupac, drugi
stupac itd.
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Npr. u pravokutnoj tablici
3 4 5
—1 3 2 redak drugi
4 1 38 redak treci
redak drugi glasi —1 3 2

Glavna ,.dijagonala“ Je 3 3 8 a sporedna dijagonala je 5 3 4,
,.Sjecisters ili ,,polje” (1, 1) je zauzeto sa 3; ono drugo 3 leZi u sjeciStu (2, 2).
Dijagonala koja zavrSava dolje desno glasi 3 3 8; a ona koja zavrSava dolje
lijevo glasi 5 3 4,

redak prvi

1.7. Oblast (domen) ili stupanj tablice. Ako pravokutna tablica ¢z ima r
redaka i s stupaca, kaZe se da je ona oblasti, ili poretka ili stupnja rxgs ili
potpunije 1{r)x1(s) i pife Domi¢=rxs ili potpunije Domzs=1(r)x1(s);
sjetimo se da 1(r)={1,2,...}.

Umjesto r x s moZemo pisati {(r, 5) odnosno (1 (r), 1 (s)).

1.8. Definicija determinante za tablicu stupnja 2 x2. Deferminanta ili
opredjelitelj pravokutne — zapravo kvadratne — fablice stupnja 2x2 jest
razlika produkta elemenata u tablici na glavnoj dijagonali i produkta onih ele-
menata koji su na sporednoj dijagonali.

00
00

m n

¢ cak je 0=
0 0

0

za bilo kakve brojevne izraze m, n.

Npr. c¢=

za svaki izraz c; 0=(

1.9. Upotreba pojma i oznake za determinante. Smisao gornje definicije
i oznake gornje determinante sastoji se u tomec da se na pregledan na&in vidi
veza izmedu determinante i njenih elemenata prema ulozi koju ti elementi imaju,
Ta &e se ideja vidjeti osobito kasnije, kad nam pod ruku dodu determinante
s mnogo viSe elemenata.

1.10. Cramerov teorem (u specijalnom slucaju) glasi ovako:

Iz ax +by =c
ax+by=
. . a b ¢c b
izlazi —
a b ¢ b
a b la ¢
a b a ¢

Rijedima: iz zadanog sistema jednadzbi (1) izlazi drugi sistem, koji je graden
ovako: svaku nepoznanicu sistema (1) pommoZimo determinantom sistema (1) i
napifemo da je taj produkt jednak determinanti koja iz determinante zadanog
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sistema (1) izlazi tako da u njoj stupac koji odgovara doti¢noj nepoznanici zamje-
nimo onim §to stoji na desnoj strani sistema (1).

1.11. Cramerov teorem. Vrlo je plodna naucna tekovina da taj izraz vrijedi
ne samo za linearan sistem od 2 jednadibe s 2 nepoznanice nego za svaki kona-
éan linearan sistem koji ima toliko jednadzbi koliko ima nepoznanica. To je izv.
Cramerov teorem? (za dokaz vidi pogl. 11 tcor. 7.9.2. i 12, § 2.1.2).

1.11.1. Tako npr. iz

3x+5y=—4
(1) 2x—Ty= 3
izlazi odmah 35 %2 —4 5
2 1 3 -7
£, (—21—10)x=28—15, t. —31x=13,
dakle x=—13/31=—-04...
. , '3 4 . .
Sligno -—uy=}2 3 1 ti. —31y=17, tj. y=—17/31.

1.11.2. Iz jednadZbi

2x+5y—4z=2
(1) x—2y+ z=5
4x+5y—T7z=0

izlazi
2 5 —4 5 —4
(2) 1 —2 1| x=5 =2 1
4 5. 7 5 —7
2 5 —4 2 2 —4
(3) 1 =2 1|y=|1 5 1
4 5 7| |4 0 —7
2 5 —4 25 2
(4 1 =2 1lz=|1 —2 5
4 5 —17 4 5 0

1) Gabriel Cramer [Kramer] (1704—1752): Introduction d I' analyse des lignes courbes
algébriques, Genéve 1790. (Uvod u analizu algebarskih krivulja). Tim djelom uvedene su deter-
minante. u naucnu literaturu. :



