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takode neprekidne u tacki = = zg.
Specijalno: a) cela racionalna funkcija
P(z)=ag+aiz+---+az"
je neprekidna u proizvoljnoj tacki z; b) razlomljena racionalna funkcija

a0+ aT + -+ apz”
" bg+biz 4+ b

R(z)

neprekidna je za sve vrednosti z za koje je imenilac razli¢it od nule.
Uopste osnovne elementarne funkcije

2" Trssinz, T+ cosz, T tanz, T+ a”,

z +— log, z, v arcsinz, z +— arccosz, z > arctanz, ...

neprekidne su u svim tackama® gde su definisane.

Opstiji rezultat je: ako je funkcija f neprekidna u tagki z = zg a funkcija
g u tackiy = yo = f (zq), to je funkcuja g o f neprekidna u tacki z = zg.

3% Osnovne teoreme o neprekidnim funkcijama. Ako je funkcija f
neprekidna na segmentu [a,b] onda je: 1) f je ograniena na tom segmentu;
2) dostiZe na njemu infimum m i supremum M (VajerStrasova teorema);
3) uzima na svakom intervalu |, B[C [a,b] sve vrednosti izmedu f(a) i
f(B) (Kosijeva teorema). Specijalno, ako je f (a)- f (8) < 0, onda postoji v
(a << p), tako da je f () =0.

49 Reseni zadaci.

304. Neka je f (z) = L ie=0,001. Za vrednosti zg = 0,1;0,01;0,001;
nadi pozitivan broj § = 6 (¢, zg) takav da iz nejednakosti |z — zg| <6 sleduje
nejednakost |f (z) — f (zo)| < e.

Moze li se za dato € = 0,001 naéi takvo § > 0, koje bi odgovaralo svim
vrednostima zg iz intervala |0, 1[, tj. tako da kad god je |z — zo| < 6, da
bude |f (z) — f (z0)] < &, za bilo koje zgy €]0, 1[?

< Posto je z > 01 zp >0, to iz nejednakosti

_— = e e <
7@ = F ol = |2 = o = < oo lo ) <°
nalazimo, da je
|z — zo| < 2t = 6 (e, 70) ~ 0,001f
0 14+exy T o

5Prim. prevodioca: Pravilnije je pisati: funkcija x + z”,...nego samo funkcija z™, ...
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 Tada: a) §=1075%; b) 6§ = 1077, ¢) 6= 107°.
Pretpostavimo sada, da za € = 0,001 postoji konstantno 6 > 0 koje

odgovara svim zp €]0, 1[ Tada za = = 7o — £ imamo da je |z — zo| = $ <,
dok je nejednakost

1_1l__ 5

S INEEE

ispunjena samo za g + 4/ (2)2 + 5% < zg < 11, sleduje, nije ispunjena za

O<zx <§+ 6 2+£—
0%7 2e

Na taj nadin, 6§ > 0, koje bi odgovaralo svim zg €]0, 1[ ne postoji. b

305. Neka se za neko £ > 0 moze naéi takav broj § = § (g, zo) , da bude
If (z) — f (z0)| <&, ako je |z — zp] < 6.

Moze li se tvrditi da je funkcija f neprekidna u tagki zg, ako: a) skup
pozitivnih € je konagan; b) skup pozitivnih e ¢ine razlomci oblika 2%, n €N,

<« a) Ako je skup pozitivnih € konagan, onda medu njima postoji naj-
manji eg. Tada za Ve < gg vet ne mora da postoji broj 6 = 8 (g,zo) , koji
se zahteva u definiciji neprekidnosti funkcije. Dakle, ne moze se tvrditi da
je funkcija neprekidna.

b) Funkcija f je neprekidna, jer za Ve; >0 IN :Vn>N,e= —21,; < e1.
A svako § = 6 (g,x0) iz definicije neprekidnosti, koje odgovara pozitivnom
g, odgovara takode i svakom €1 > €. b ‘

306. Neka je data funkcija f (z) = z+0, 001 [z] . Pokazati, da se za svako
e > 0,001 moze izabrati takvo § = § (¢,z) > 0, da bude |f (z') — f (z)]| <e,
kad god je |2’ — x| < 6, a za 0 < & < 0,001 i proizvoljno z to nije moguce.
U kojim tatkama funkcija f ima prekid?

<« Posto se bilo koja dva broja z i z’ mogu predstaviti u obliku z = n+gq,
2 =n'4+¢,gdeq,d €[0,1][ an,n’ €Zto je

o~ /| = |n—n'+a—d| 2 [n— | ~Ja—¢| 2 |le] = [+]] - 1,
odakle sledi : v
o) [)] <o~ ] +1.
Uzmimo € > 0,001. Tada je

|f (z) = f ()] |z — 2’ +0,001 ([z] — [])] < |z — 2| + 0,001 |[z] - Edl
< !a:——a:'] + 0,001 (Ia:-—:c'| +1) = 1,001 l:c}—-m'l—%—0,00l <
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ol 0,001
e—0, ;
~——————1,001 =6(e,z).

Neka je 0 < & < 0,001. Tada, ako uzmemo z = n, =’ = n — 1+ £,
neZ, keN, toje

O<la:—:z:'| <

|f (z) — £ (z")] :El?i*“o’ml” (keN),

a u isto vreme je |z —2'| = g — Okad k — oo, tj. za V6 > 0 :
|f () — f (z')| > €. Sleduje, funkcija f ima prekid u tatkama z = n (n € N).
Akojepakz=n+¢q, 2 =n+¢ (0<g<1,0<q¢ <1),tojezaVe >0

F@ -1 @) =l <

kad god je |z — 2| < § = &, §to daje neprekidnost funkcije f na-svakom
intervalun <z <n+1(neN). p»

307. Neka za svako § > 0 postoji e = &(6,z9) > 0, takvo da je
|f (z) — f(=0)| < € kad god je |z —zo| < 6. Sleduje li odatle neprekid-
nost funkcije f u tacki z = z¢? Koje svojstvo funkcije je opisano navedenim
nejednakostima?

< Ne sleduje. Na primer f(z) = (1 +(z ~ 11:0)2) sgn(z — zp) . Tada za
svako § > 0 postoji z takvo da je |z — zp| < § i onda je

|f (@) — f (@) = 1+ (& —z0)* <1+ 6" =& =& (6,20),

tj. uslovi dati u zadatku su ispunjeni. Medutim, |f (z) — f (z0)| > 1l zasvez
i, sleduje, razlika |f (z) — f (zo)| ne moze biti manja od ¢, ako je 0 < e < 1.
Formulisani uslov u zadatku obezbeduje samo ograni¢enost funkcije u
tacki z = zg. B
308. Pomotu “e—6" rasudivanja dokazati neprekidnost slede¢ih funkcija:
a) z+s ax+b; b) z— 2% ¢) 2% d) z — V1 €) Tz~ Yz )
z > sinz; g) =+ cosz; h) « — arctanz.
< a) Neka je € > 0. Tada je za bilo koje zp € R

[(az +b) — (azg + b)| = |al |z —zo| <&,

ako je |z — zo| < 15 = 6 (£, %0) -
b) Neka je € > 0 proizvoljno. Tada je

|m2 —-mgl = l(:z:——:c())“2 + 2z (z — zp)| < |z —m0[2+‘2|m0| l:b——:z:ol <e,
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ako je samo |z — zg| < 1/|zo]* +& — |zo| = 5 (g, o) .
c¢) Neka je 0 < & < 1. Imamo
|2® — 3| = |z? + zzo + x| |z — zo| -

Neka je sada |z — zg| < 1. Tada je |z| < |zo| +1, i zato je

l:z:3 —zj| < (3 |zo|* + 3 |zo +1> |z — zo0| <e,

ako je
€
z — xo| < =6 (e, z0) -
| | 3|IE0|2+3|5E01+1 (&,0)
d) Za proizvoljno € > 0 imamo
—zg| _ |z — 0|
VT —/To| = <e, (zg>0),
Ve val = e < <o @9
ako je |z — zo| < &4/Z0 = 6 (€, 20) -
Ako je zg = 0, onda je ocigledno 6 (¢,0) = g2
e) Imamo
|z — o] |z — zo]

Y5 | = 2
| | = Ve VR (\3/5+%~55)2+§3@

|z — o

<
S = <e, (zg #0),
!
ako je |z — zo| < 3\[—5 = § (e,z0) -
Ako je zp = 0, tadaje 8 (e,20) = €°.
£) :
. . . Z—xy T-+Tp |z — ol |
|sinz — sinzg| = |2sin 5 s <2- 5 1=z —z0| <e

kad god je |z — zp| < 6 = €.
g)

T—x9 . T+xo|
sin
2 2

|cosz — cos zg| = l—Qsin < |z —=zo| <,

ako je |z —zo| < d = €.
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h) Neprekidnost funkcije z — arctanz u tactki z = z¢ = 0 sledi iz
nejednakosti

|arctan = — arctan 0] = |arctanz| < |z| <,
ako je |z — 0] = |z| < § = . Neka je |xo| > 01 |h] = |z — zo| < |mo| . Ako je

h

arctan (zg + h) — arctanzg = t, to je tant = ——s——r,
(z0+h) 0 ) 1+ z3 + zoh’

a posto je |t| < [tant] za [t| < §, to je

larctan (zg + h) — arctanzo| = |t| < |[tant|

= h < i <eg
1423 +2oh|  1+2zf—|hl|zol
. +
ako je |h| = |z — mo{<—1-4ﬁﬁ~[);-6(sa:o) >

Ispitati neprekidnost sledetih funkcija:
309. a) fi(z) = |222|,zaz# 01 f1(0) =1 b) fa(z) =

ifa(0)=1.

<« a) Neka je € > 0 proizvoljno. S obzirom da je hnr(l) sinz — 1 onda

Z zazx7#0

ml

postoji § = 6(g) > 0, tako da je is’” 1] < & ako je |z] < 6. Tada je
(primer. ’21 a))

sinzx sinz

T

-1 < -1l <e

T

ako je |z| < 6, tj. fi1 je neprekidna funkcija u tagki z = 0. Neprekidnost za
z # 0 je oCigledna.

b) Imamo,
sinz sinz
im — = lim — =1=
:z:-gl}() |z zLIEO T =1=f2(+0),
. sinzx . sinz
Jmy e = Jlim T =—1=£2(-0).

Posto je fa (40) # f2 (—0), to je funkcija prekidna u tacki z = 0. »
310. f(z)=sinl, akojez #0i f (O) proizvoljno.
<4 Uzmimo mzove Ty = 51—7;, zh = 7r(1+4n)’ n € N. Posto je

lim .'L'n-hm z,=0a
T30
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Jim flzp)=0#1= Jlim f (z,) to lim f(z) =h'_1§1 sinl

ne postoji, §to znaci da funkcija u 0 ima prek1d druge vrste. U ostalim
tackama je neprekldna B

311. f(z) ==zsini, zaz#01i f(0) =0.

< Neprekidnost funkcue f u tacki z = 0 sledi iz toga Sto je ]:v sin 1| <
|z| < & kad god je |z] < 6 = e. U tatkama koje su razlicite od nule neprekid-
nost je oCigledna. >

312, f(z) = —+——1——, ako je z # 11 f (1) proizvoljno.

< Posto je f (1 — ) =1%#£0= f(1+0), to funkcija ima prekid u 1.

313. f(m)-mlna: zaz#01f(0)=a.

< hm(.) z In z? -—hm 2z1n |z| = 0 (primer 205). Odatle sledi neprekidnost
funkcije u nuli ako Je a =0, tj prekid u nuli za a # 0. U ostalim tackama
funkcija je neprekidna. b

314. f(z) = [z].

4 Akojek <z <k+1l, keZtoje f(z) = [z] = kisledi f je
neprekidna u svakoj tatki razli¢itoj od celog broja. Ako je zp = k onda za
z=k—14a,0< a<1,imamo da za svako § > 0 postoji @ (0 < a < 1)
tako da je |zg — z| = |1 — a| < §, iako je |[z] — [zo]| = 1, tj. funkcija f ima
prekid u tackiz =zp =k, gde je k € Z. b

Odrediti tacke prekida i ispitati njihov karakter, ako je:

B VST | R

< Jm oy = —oo, m_];lgl+0 y = —00, tj. = = —1 je tatka beskonacnog
prekida. b

316. y = ==

-1
< Funkcija nije definisana u tatkama = = —1,0, +1. Posto je

lim y(z)= Ilim - Foo,
T——120 z——140 2 + 1
hmy(:c)—- hmf——l=~— hmy(x)-— hm =0,
z—0x 41 1z4+1
tosuz = 01z = 1 tagke otklonjivog prekida, a z = —1 je tatka beskona¢nog
prekida. B
317, y =G

< S obzirom da je

F(- ) , (B=41,42,.),

lim =1, a lim
z—0 sin x z—kmF0 Sin :ZI
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to je = 0 otklonjiv prekid, a = = kn (k = £1,%2,...) tacke beskonaénog
prekida. B

318. y = cos® i—

<« Uzmimo nizove: =, = -+ iz, = ?ﬁfiW’ n € N. Imamo da oba niza

teze nuli kad n — oo, medutim cos? w—ln — 1 a cos? i, ~2 0, kad n — o0, §to

znali da Iim0 cos? -l ne postoji, tj. z =0 je tacka preluda druge vrste. p

319. y = arctan =

< 11m+0 arctan— = hm arctant = %, jer je za t > tan (2 6)
L—+00

T
arctant > —2— — E.

Sliéno pokazujemo da je hmO arctan- = —Z. Sleduje, z = 0 je tacka

T——
beskona¢nog prekida. b
— 1
320. y = /zarctan ;.
< Iz nejednakosti |/z arctan 2| < \/z% sleduje, da je

. 1
alcg% \/z arctan - = 0
sto znadi da je z = 0 tacka otklonjivog prekida. »

321. y= et
<« Posto je hmo etz = +00, to je z = 0 prekid druge vrste. »

—e —
<4 Imamo
1 . 12,,; l—=z
ES T : = 00,
20 ] o 157 Tt e T
1—eT-%

tj. = = 0 je tatka beskonacnog prekida.
Dalje je,
. 1 1
hm - T = O) hm = 17
z—1-0 11— el-= z—140 11— el—:x:
zato je x = 1 prekid prve vrste. B
Ispitati neprekidnost sledetih funkcija:
323. y =sgn(sinz).
<4 Zanw <z < (n+1)m, n € Z funkcija je neprekidna kao konstantna.
Ispitajmo tatke g = nmw, n € Z. Nekajez =nn+§ (0 < 6 < ). Tada je

|sgn (sinnm) — sgn (sin (nw +6))| =1 > ¢,
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ako je 0 < € < 1. Sleduje, z = nm, n € Z su prekidi prve viste. b

324. y=1z — [z].

< Posto je prvi sabirak neprekidna funkcija, a drugi ima prekide prve
vrste u tatkama z = n, n € Z (primer 314), to data funkcija ima u tim
tagkama prekide prve vrste. B

325. y =z [z].

4 Akojen <z < n+1,gden € Z tada je y = nz, tj. za te

vrednosti promenljive funkcija je neprekidna. Za ispitivanje neprekidnosti u
celobrojnim tatkama z = n uzmimo z =n — h, 0 < h < 1. Posto je

) = nll=n® f(a—0)= lm f(n—h)
= hl_i’rflw(n—-h)[n«h]zn(n—l),

to su tatke z = n, n € Z prekidi prve vrste. b

326. y = [z]sinwz.

4 Akojen<z <n+1,glen € Ztada jey = nsmfira: tj. za te
vrednosti promenljive funkcija je neprekidna. Neka je sada n—-— <z < n+2,
n € Z. Tada je

—|n — 1| |sin7z| —|[z] sinmz| < [z]sin7z

<
< |[z]sinwz| < |n| |sin7z].

S obzirom da je
lim (— |n — 1| |sin7z|) = lim |n|[sin7z| = 0,
TN T

toje hm [z] sinwz = 0 = y (n) , §to znadi neprekidnost funkcije u celobrojnoj

vrednost1 n. Funkcija je dakle neprekidna u svakoj tatki domena. B

327. y=[1].

< Ummajum za z # 0 smenu 1 = t, dobijamo y = [¢], odakle sledi da
sutacke t = k= 1 (b =41,42, ) prekidi prve vrste (primer 314). Ostaje
da ispitamo tacku z = 0. Poéto je xl_i)n;.ﬂ [—}:] = +oo (sledi iz primera 229),

to je O tacka beskona¢nog prekida. »

328. y==z E] .
<4 Imamo,
1
lim =z [-] = l(k,~—].); hm x [1] :1- e =1; (k=41,42,..),

1
lim {;} = 1 (prema primeru 229).

z—0
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Dakle, tatke z = k, (k= +1,+£2,..) su prekidi prve vrste, dok je z = 0
otklonjiv prekid. »

329. y =[] sgn (sinZ).

<4 Moguce tacke prekida su

1
—_— oz = keN
Vi ( )
Uzmimo nizove: T, = j 34 ! z, = =z +4 - Ocigledno je da oba niza teze nuli

kad n — 0o, medutim y (z,) = 2n+4n? — +ooiy(z,) = — (24 6n + 4n?) —
—00, tj. lin% y (z) ne postoji. Zato je 0 tatka prekida druge vrste. Pokazimo
T

z=0;, z==%

da je tatka z = ~\—}—; prekid prve viste (za ostale dokaz je sli¢an). Imamo,

y( ! O) = lim 1 sgnsin T
JE R 2 A
vk o—+0 < ﬁ _ a) A
[ 2
= ﬁl—i-*nio _ VE+ ) ] sgnsinm (\/_—I—ﬁ) = ksgnsin vk,
ok(-av®)”,

1 1 T
Y <—-—— + O) = lm |————5| sgnsin—y

\/E a—+0 (_\71__1; +Oz) T + o

= lm (\/15—-,3 2] sgnsin (\/E~ﬂ) = (k — 1) sgnsin vk,

Odavde sleduje da je ly (ﬁ — 0) -y (% + O)[ =1,t. z= 71—2 je prekid
prve vrste. b
Ispitati neprekidnost sledeéih funkcija:
— 1 1
330. y -nlgglo e (220).

<4 Imamo
1,0<z <L
y= lim LI I z=1
= = g, L= 4,
n—oo 1 4 ™ 0, z>1,

odakle seleduje da je z = 1 prekid prve vrste. »
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et
nE=in—%

331. y = lim 2=
N3O
<« Imamo
n]gg()%iiﬁ -1, —o<z<;
y=+¢ 0, z=0;
nlggoﬁzﬁ_";—'l O<z <+,
Dakle, y = sgnz i £ = 0 je prekid prve vrste. b

332. y =nlim V14 z2n,
e OO

< Posto je
1, |z| <1
= 1 al 2n —
Y nlingo te { lim 227/ +1=2%, |z] > 1,
T 00

kao i y (1 —0) = y(£1+0), to je funkcija neprekidna za sve vrednosti
argumenta. . B»
< S obz1rom da je

- z, |sinz| < %, |z —kr| < %;
= lim —————-=1¢ §, [sinz| =3, z==%F +km;
noe T 2sina)™ | g sine| > 1, T < [z kn| < 3%

(k € Z), to su tatke £% + km prekidi prve vrste. b
334. y = lim (zarctan(ncotz)).
O

<« Imamo

5T, kn <z <km+7%;
y = lim (zarctan(ncotz)) =4 0, z= 5+ km;
n—od
~3z, § +k7r<:1:< k4,

gde k € Z. Ocigledno su z, = %E (k= £1,+2,...) tacke prekida prve vrste,
a z = 0 je tacka otklonjivog prekida. »

T

335. y =lim —”—”E_m—eﬁ—z—

’YL—*OO
< Posto je
$+$2€nm m27 "E>O;
y:nh—{%o 14-en= =< 0, z=0
' xz, z <0,

to se lako vidi da je funkcija neprekidna u svakoj tacki domena. b
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336. Neka je

| et T <0
f(x)*{ a+z, ©>0.

Za koje a je funkcija f neprekidna?
< Funkcija je o¢igledno neprekidna za svako z # 0. Posto je f (0+0) =
a, f(0—0) =1, f(0) = a, to je funkcija neprekidna u 0, ako je a = 1. »
337. Ispitati neprekidnost i karakter tacaka prekida sledeéih funkcija:
z?, 0<z < 1 z, |z| <1

2) f(m)z{ 0 4% 1<z<2 f(a’)z{ 1, |z| > 1;
_f cosZE, |z| <14 _ [ cot’nz, = ¢ Z;
) f(‘”)“{ -1, lo>1 P f(“’)"{ 0, z € Z
__ [ sinmz, z € Q;

e) f(z)= 0, zel

<« a) Postoje f(1—0) = f(1+0) = f (1) = 1, to je funkcija neprekidna
za ¢ = 1. Za ostale vrednosti promenljive neprekidnost je ocigledna.

b) Imamo f(—1—0) =41, f(-1+0) = f(~1) = —1,slediz = —1 je
prekid prve vrste. Dalje, f(1—-0) = f(1+0) = f(1) =1, pasu lisve
ostale tatke domena, tacke neprekidnosti funkcije.

c) Jasno je da treba ispitati neprekidnost samo u tatkama 1 i —1.
Funkcija je neprekidna za z =1, jer je f (+1—0) = f (+14+0) = f(+1) =
0; tacka = = —1 je prekid prve vrste, jer je f(=1—0) = 2,f(=1+0) =
(=D =o. |

d) Posto je linri Icot2 mz| = +oo (k € Z), to je z = k tacka beskonaZnog

z—k
prekida.

e) Neka je zo # n (n € Z) proizvoljno, i neka je z, niz racionalnih
brojeva koji konvergira ka zg, a z}, niz iracionalnih brojeva koji konvergira
takode ka zg. Iz relacija

lim sinwz, = sinwzg # 0, lim sinwz, =0
T2 OO N300
sleduje, da lim f (z) ne postoji, tj. zo je tacka prekida.
T2

Ako je zg = n, gde je n ceo broj, imamo

|f (o) = f (2)] = |f ()| < Isinwz| = |sin (wn + 7 (z —n))]
= |cosmn -sinm (z —n)| = [sinw (z — zo)] < 7|z —z0| <&,

ako je |z —zo| < £ = 6(e,z0), tj. Zo = 7 je tacka neprekidnosti. Na taj
natin, tacke z # n su prekidi druge vrste. B



