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1. FUNKCIJE - NEPREKIDNOST

U ovom predavanju se uvodi pojam neprekidnosti i proucavaju osnovna
svojstva neprekidnih funkcija.

Za razliku od grani¢ne vrednosti koja moze da postoji u tacki u
kojoj funkcija nije definisana (a koja mora da bude tacka nagomilavanja
domena te funkcije), neprekidnost se definise u tacki koja mora da
pripada domenu date funkcije. Prema tome, ¢ak i kada je domen date
funkcije ¢itav skup R, nije moguce posmatrati neprekidnost u fiktivnim
elementima +o0o. Osim toga, domen moze da sadrzi tacke koje nisu
njegove tacke nagomilavanja. To su izolovane tacke domena. U takvim
tackama nije mogucée posmatrati grani¢nu vrednost neke funkcije, ali je
svaka funkcija, kao sto ¢e se videti, neprekidna u izolovanim tackama
svog domena.

Takozvana epsilon—delta definicija neprekidnosti funkcije u nekoj tacki
obuhvata navedene primedbe.

Definicija 1.1. Neka je data funkcija f: X — R 1 neka xo € X.
Funkcija f je neprekidna u tacki xo ako vazi

(1) (Ve>0)(36>0)Ve € X)(|x —xo| <6 = |f(x) — f(z0)| < &).
Sada je lako navesti i ekvivalentnu, topolosku definiciju:

Definicija 1.2. Neka je data funkcija f : X — R i neka xqg € X.
Funkcija f je neprekidna u tacki xo ako vazi

(VO(f (20)))(BO(0)) (V& € X)(x € O(w0) = f(x) € O(f(20)))-

Uporedivanjem definicija 1.1 i 1.2 sa odgovaraju¢im definicijama
grani¢ne vrednosti moze se izvesti zakljucak da, ako je realan broj
o € X tacka nagomilavanja domena X funkcije f, onda je funkcija f
neprekidna u xy ako i samo ako je

lim f(z) = f(zo).

T—x0
Dakle, funkcija f : X — R je neprekidna u xg € X koja je pri tome
tacka nagomilavanja skupa X ako i samo ako postoji grani¢na vrednost
funkcije f u toj tacki i ako je ta grani¢na vrednost jednaka sa f(zg).
Na primer, f(x) = |sgn x| ima grani¢nu vrednost u zop = 0 i

glﬁlil[l) lsgn x| =1 # 0= f(0).
1
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Prema tome, funkcija |sgn z| nije neprekidna u nuli.

Ako tacka xy € X nije tacka nagomilavanja skupa X onda nepre-
kidnost nije moguce dovesti u vezu sa granicnom vrednoséu. U tom
slucaju xq je izolovana tacka skupa X pa, po definiciji, postoji 6 > 0
tako da je

(ZEO - (57 To + 5) NX = {1’0}

Prema tome, za svaki broj € > 0 i ovako izabran broj § vazi

(lz = o <6 = |f(x) = f(xo)| = |f(w0) = f(x0)| = 0 < &).
Dakle, funkcija je neprekidna u svakoj izolovanoj tacki domena.
Ako se uvedu oznake Ax = |x—z¢| za prirastaj nezavisne promenljive
u tacki g i Af(z) = Ay = |f(z) — f(zo)| za odgovarajuéi prirasta]
zavisne promenljive y u tacki xy, onda se definicija (1) moze napisati
u obliku

A, 8y =0

odakle sledi da je funkcija f neprekidna u xg ako i samo ako prirastaj
zavisne promenljive tezi ka nuli kada prirastaj nezavisne promenljive
tezi ka nuli.

Ukoliko je potrebno da se posebno istakne tacka u kojoj se ispituje
neprekidnost, koriste se oznake A, x 1 A, y.

Kao i kod grani¢nih vrednostii kod neprekidnosti je moguce ograniciti
se na d—okoline tacke x( za koje je broj 6 manji od nekog unapred za-
datog pozitivnog broja. To se vidi iz sledec¢ih primera.

Primer 1.3. Ispitajmo neprekidnost funkcije f(x) =1/x, x € R\ {0}
u tacki xy # 0.
Neka je dato € > 0. Kako je

1 1

T Zo

ro—x| |zo — x|

)
Ty |z

iz Ax = |xg—x| < |xxole sledi Ay < e. Medutim, 6 u definiciji neprekid-
nosti moze da zavisi od xg i €, ali ne od vrednosti nezavisne promenljive
x (koja pripada nekom intervalu, to jest koja se menja).

Da bi se ovaj problem prevazisao, potrebno je shvatiti da se uslov
x € (xg — 6,x0 +6) u (1) moZe pojacati tako da se posmatraju samo
one tacke x koje pripadaju nekoj unapred odredenoj okolini tacke xy. Na
primer, za xy > 0, dovoljno je posmatrati x € (x¢/2,3x0/2) (slicno, za
xo < 0 moZe se posmatrati samo (3x0/2,20/2)). Tada je |xo|/2 < |z] <
3|xo|/2, pa ako se za zadato € > 0 izabere 6 = min{|zo|%c/2, |zo|/2}
onda iz |v — xo| < 0 sledi Ay < e, odakle sledi neprekidnost u tacki x.

Primetimo da 6 zavisi od xq, pri cemu je & “blizu“ nule kada je xg
“blizu “ nule.
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Primer 1.4. Ispitajmo neprekidnost kvadratne funkcije f(x) = ax® +
bx + ¢, x € R, u nekoj zadatoj tacki xy € R.
Neka je dato € > 0. Kako je

laz® + bz + ¢ — (azf + bxo + ¢)| = |a(z — z9)* + b(z — z9)]
= o — xfla(z + 20) + ],

ako se pomatraju samo tacke x € R za koje je |x — x| < 1, onda je
|z <[zo| + 1, pa je

[f(z) = fzo)| < w0 —z|(lallz + 2ol + [b])
< |zo — @[ (lal2lzo] + 1) + [b]),
pa ako je & =e/(|a|(2|zo| + 1) + |b]), onda iz
7o — x| <0 = &/(lal(2[xo] +1) + [b])

sledi | f(x) — f(xo)| < e.
Primetimo da 6 zavisi od izbora tacke xq, ali ne sme da zavisi od vred-
nosti nezavisne promenljive x. Iz ovog razloga je uvedeno ogranicenje

|$| < |$0| + 1.

Prethodni primer je poseban slucaj tvrdenja da je svaki polinom
P,(x) neprekidna funkcija u svakoj tacki zo € R. Opstije, svaka ele-
mentarna funkcija je neprekidna u svakoj tacki svog domena. Ovu
¢injenicu usvajamo bez dokaza.

Primer 1.5. Ispitajmo neprekidnost funkcije najveéi ceo deo f(x) =
x|, © € R, u nekoj zadatoj tacki xo € Z.

Podsetimo se, |x| = max{k € Z | k <z}, odnosno |x| =k € Z
ako i samo ako je k < x < k+ 1.

Tacka xy € Z je tacka nagomilavanja domena koja mu priprada pa
se neprekidnost moze ispitati posmatranjem granicne vrednosti. Kako
je limy, . || = |xo] = 0, a limy_py_ || = 29 — 1, funkcija nema
granicnu vrednost u xq, odakle sledi da ona nije neprekidna u xg.

Za vezbu dokazati da je ova funkcija neprekidna u svakoj tacki xy €

R\ Z.
Prethodni primer motivise slede¢u definiciju.

Definicija 1.6. Neka je data funkcija f: X — R i neka xq € X.
Funkcija f je neprekidna sa desne strane u tacki o ako vazi

(2)
(Ve > 0)(35 > 0)(Ver € X)(xg <z <20+ 0 = |f(x) — f(x0)| < ©),

a neprekidna sa leve strane u tacki xo ako vazi

(3)
(Ve > 0)(30 > 0) (Ve € X)(xg—0 <z <x9g = |f(x) — fx0)] < ).



Iz definicija 1.1 1 1.6 sledi da je funkcija f neprekidna u tacki zy ako
i samo ako je u f neprekidna i sa leve i sa desne strane u tacki x.

Neprekidnost funkcije f : X — R na skupu A C X se uvodi na
uobicajen nacin.

Definicija 1.7. Neka je data funkcija f: X — R ¢ neka je A C X.
Funkcija f je neprekidna na skupu A ako i samo ako je f neprekidna

u svakoj tacki xy € A, to jest ako vazi

()

(Vzg € A)(Ve > 0)(F6 > 0)(Vx € X)(|Jz—x0| < d = |f(x)—f(x0)| < ©).

U posebnom slucaju, f je neprekidna na A = [a,b] C X, ako i samo
ako je neprekidna u svakoj tacki zo € (a,b), i ako je neprekidna sa
desne strane u tacki a, a neprekidna sa leve strane u tacki b.

Definicija 1.8. Neka je data funkcija f: X — R i neka xq € X.
Funkcija f ima prekid u tacki xo ako f nije neprekidna u xq, odnosno
ako vazi

(5) (Fe>0)(Vo>0)Fxr € X)(|lx — x| <IN |f(x) — f(x0)] > ).
U tom slucaju, tacka xo naziva se tacka prekida funkcije f.

Tacka prekida je uvek tacka nagomilavanja domena, pa iz definicije
1.8 sledi da funkcija f ima prekid u zy ako u toj tacki postoji granicna
vrednost koja je razli¢ita od f(zy) ili ako ne postoji grani¢na vrednost
funkcije f u xp. Ova primedba ima za posledicu slede¢u klasifikaciju
tacaka prekida.

Definicija 1.9. Neka je data funkcija f : X — R i neka je xg € X
tacka prekida funkcije f.

Ako je im, ., f(x) = L # f(xg), onda je xy tacka otklonjivog pre-
kida funkcije f. U tom slucaju je funkeija f definisana sa

];:{ f(z), x€ X\ {zo}

L, x=x,

neprekidna u xg.
Ako postoje leva i desna granicna vrednost funkcije f u xqg i
lm f(z) = f(}) # flag) = lim f(x)
LU-)Q?O l‘-).l’o
onda je xqy tacka prekida prve vrste funkcije f i kaze se da funkcija f
mma skok u xg.

Ako ne postoji (leva ili desna) graniéna vrednost funkcije f u xq onda
je xg tacka prekida druge vrste funkcije f.
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Dakle, funkcija tacka zo = 0 je tacka otklonjivog prekida funkcije
|sgnz|, = € R, a svaki ceo broj k € Z je tacka prekida prve vrste
funkcije najveci ceo deo |z |, z € R.

Funkcija f(x) = sinz/x nije definisana u nuli, ali se moze odrediti
nova funkcija f definisana na R koja je jednaka sa f na R \ {0} i koja
je neprekidna na R:

Fla) = { sinz/x, x€ R\ {0}

1, ==0.

Funkcija koja je data sa sin(1/z), z # 0, a koja je jednaka nuli za
x = 0 ima prekid druge vrste u xy = 0, Sto ¢e se pokazati nakon sledece
teoreme u kojoj se pojam neprekidnosti funkcije u g dovodi u vezu sa
granicnom vrednosti slika nizova koji konvergiraju ka xg.

Teorema 1.10. Neka je data funkcija f : X — R @ neka je x¢ €
X. Tada je f neprekidna u xo ako i samo ako za svaki niz (x,)nen
elemenata skupa X za koji je lim,,_,o x, = xo, vazi lim, . f(z,) =

f (o).

Dokaz teoreme 1.10 je slican dokazu odgovarajuce karakterizacije
grani¢nih vrednosti preko nizova, i ostavlja se ¢itaocu za vezbu.

Na osnovu teoreme 1.10 lako se dokazuju znacajna svojstva neprekid-
nosti po analogiji sa odgovaraju¢im svojstvima konvergentnih nizova.

Karakterizacija limesa funkcije iz teoreme 1.10 se ¢esto koristi pri do-
kazivanju da funkcija nema limes u zy. Za to je dovoljno uociti dva niza
koji konvergiraju ka o pri ¢emu nizovi njihovih slika ne konvergiraju
ka istoj vrednosti.

Tako, na primer,

sinl, zeR\ {0}
f(:L‘):{ 0, =0,

ima prekid druge vrste u zy = 0, jer ne postoji grani¢na vrednost

funkcije f u toj tacki. Za to je dovoljno uociti nizove x, = 4n2+17r_1,
neNiy,=$237", n €N, koji konvergiraju ka zy = 0, ali

n+1 dn + 3
lim f(z,) = lim sin i m=1%# —1= lim sin i m = lim f(y,).
n—o0 n—o0 n—00 n—00

Citaocu se ostavlja za vezbu da odredi i klasifikuje tacke prekida
Dirihleove funkcije.



2. LOKALNA SVOJSTVA NEPREKIDIH FUNKCIJA

U ovom predavanju proucavaju se lokalna svojstva neprekidnih funk-
cija. U nastavku se, jednostavnosti radi, pretpostavlja da su posma-
trane funkcije definisane u nekoj okolini tacke xy u kojoj su one nepre-
kidne.

Teorema 2.1. Neka je funkcija f neprekidna u xq @ definisana u nekoj
okolini tacke xy. Tada postojgi okolina tacke xo u kojoj je f ogranicena.

Dokaz. Neka je f definisana na skupu (z¢ — 01, 2o+ 61). Ako u definiciji
neprekidnosti izaberemo neki broj € > 0, na primer € = 1, onda postoji
d € (0, ;] tako da je

f(l') S (f(l'o) - ]_,f(l'o) + 1) zasve T € (ZEO - 5a o + 5)7

¢ime je teorema dokazana. U

Teorema 2.2. Neka je funkcija f neprekidna u xq, definisana u nekoj
okolini tacke xo i neka je f(xg) # 0. Tada postoji okolina tacke xq tako
da za sve x iz te okoline f(x) ima isti znak kao i f(xo).

Dokaz. Neka je f definisana na skupu (xg— d1, zo+91) i neka je, na pri-
mer f(zo) > 0. Ako u definiciji neprekidnosti izaberemo ¢ = f(zy)/2 >
0, onda postoji 0 € (0,0,] tako da je f(x) € (f(x0)/2,3f(x0)/2) za sve
x € (xg — d,z0 + 9), ¢ime je teorema dokazana. O

Teorema 2.3. Neka su funkcije f i g definisane na nekom skupu X C
R i neprekidne u nekoj tacki xo € X. Tada su funkcije f + g, f — g,
f g, max(f,g) i min(f,g) takode neprekidne xo. Ako je, pri tome
g(xo) # 0, onda je i f/g neprekidna funkcija u x.

Dokaz. (Zbir dve funkcije) Kako je
[(f +9)(@) = (f + 9) (o) < |f(x) = flzo)| + lg(z) — g(x0)],
za zadato € > 0 postoje 6y > 01 9, > 0 tako da za sve z € X vazi
[x—xo| <0 = [[(2)—f(w0)| < /2, |v—w0| <y = |g(x)—g(z0)| < /2,
pa, ako je 6 = min{ds, d,} onda za sve x € X iz |v — x| < ¢ sledi
(f +9)(@) = (f + 9)(x0)| <&,

pa je zbir neprekidnih funkcija u zy neprekidna funkcija u xg.
(Proizvod dve funkcije) Kako je

((f9) (@) = (fg)(wo)l = [(f9)(x) = f(xo)g(x) + f(wo)g(x) — (Fg)(wo)]
< (@) = flao)llg(e)] + | (xo)llg(x) = g(o)l,



za zadato € > 0 postoji d;, > 0 tako da za sve v € X vazi
€
T — x| <0y = |g(x) — g(70)| < =——,
o = w0l < 8, = lofa) ~ o(w0)] < 57—
za f(xo) # 0. Ako je f(xo) = 0 onda je | f(xo)|lg(x) — g(20)| = 0, pa se
procenjuje samo prvi sabirak.

Dalje, iz neprekidnosti funkcije g u zo sledi njena ogranicenost u
nekoj okolini tacke xg, to jest postoji 6, > 0 tako da za sve x € X iz
|z — x0| < d, sledi da je |g(x)| < M za neko M > 0.

S obzirom da je f neprekidna u z, sledi da postoji é; > 0 tako da
je

€ € €
— < — < —M=-
1) = o)lg()] < srlg(e)] < 5 M =2,

Ako je § = min{d,,d,,0;} onda za sve x € X iz |z — 20| < J sledi
|(fg)(x) — (fg)(xo)| < e, pa je proizvod neprekidnih funkcija u xg
neprekidna funkcija u x,.

(Maksimum dve funkcije) Za zadato € > 0 postoji § > 0 tako da je

[f(x) = fzo)| <& 1 |g(x) —glxo)| <e
za sve ¢ € (g — d,x0 +0) N X. Neka je x € X proizvoljna tacka iz

x € (xg—0f, To+d7)NX.

(2o — 0,20 + 5) tada postoje 4 moguca slucaja:
1) max{f(x),g(x)} = f(x), max{f(zo), g(x0)} = f(z0),
2) max{f(x),g(x)} = g(x), max{f(zo), g(xo)} = g(xo),
3) max{f(z),g(z)} = f(z), max{f(zo), g(x0)} = g(x0),
4) max{f(r),g(x)} = g(x), max{f (o), g(x0)} = f(o)-

U slucajevima 1) i 2) direktno sledi

| max{f(z),g(x)} — max{f(xo),g(zo)}| <e.
U slucaju 3) vazi:
9(z) — g(zo) < f(x) — g(x0) < f(2) — f(20),
odakle je | f(z) — g(xo)| < max{|g(z) — g(z0)],[f(x) — f(zo)[}, pa je
| max{f(x), g(x)} —max{f (o), g(x0)}| = [f(x) — g(0)|
< max{|g(z) — g(zo)|, [f(z) = f(zo)|} <&, Vre(xo—0,m9+d)NX
Slicno se dokazuje i 4).
Citaocu se ostavlja za vezbu da dokaze preostala tvrdenja teoreme.
O
Teorema 2.4. (neprekidnost slozene funkcije) Neka su dati skupovi
XY CR i funkcije f: X - Y ig:Y — R tako da je f neprekidna
u nekoj tacki xg € X, a g neprekidna u yo = f(xo). Tada je funkcija
h = go f neprekidna u ¢y € X.
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Dokaz. Neka je dato € > 0. Tada postoji o, > 0 tako da je

lg(y) —g(yo)| < e zasve y & (yo— 4 v+, NY.
Za tako odabranu vrednost d, postoji 6 > 0 tako da je

f(x) € (yo— 04,0+ 0,)NY zasve x € (xg—0d,z0+9)NX.
Prema tome,
|[h(x) — h(zo)| = [g(f(x)) — g(f(x0))| <& Va € (xg—0,20+0)NX,

¢ime je teorema dokazana. 0

3. GLOBALNA SVOJSTVA NEPREKIDIH FUNKCIJA

Podsetimo se, funkcija f : X — R je neprekidna na skupu A C X
ako je neprekidna u svakoj tacki tog skupa. Pri tome, ako je za a € A
funkcija f definisana samo na (a,00) N X posmatra se neprekidnost
sa desne strane u a, a ako je za b € A funkcija f definisana samo
na (—oo,b) N X posmatra se neprekidnost sa leve strane u b. Dakle,
f :]a,b] — R je neprekidna na [a, b] ako je neprekidna u svakoj tacki
x € (a,b), 1 lim, .+ f(z) = f(a) i lim,_ f(x) = f(b).

Teorema 3.1. Neka je data funkcija f : A — R, gde je A otvoren skup
u R. Tada je funkcija f neprekidna na skupu A ako i samo ako je za
svaki otvoren skup B C R njegova inverzna slika

7 (B)={a€ Al f(a) € B} C A,
otvoren skup u R.
Analogno tvrdenje vazi i za zatvorene skupove.

Dokaz. Neka je f neprekidna na A i neka je B proizvoljan otvoren skup
u R. Ako ne postoji a € A tako da je f(a) € B, onda je f~'(B) =0, a
to je otvoren skup. Prema tome, pretpostavimo da f~!(B) # ). Znadi,
postoji z € A za koje je f(z) =b € B.

Treba da se dokaze da je f~!(B) okolina svake svoje tacke, odnosno
da za proizvoljan element x € f~'(B) postoji okolina tog elementa
O(x) tako da iz y € O(x) sledi f(y) € B.

Neka je, dakle x € f~1(B) i b = f(z) € B. Iz neprekidnosti funkcije
f u tacki x sledi da za svaku okolinu V(b) C B tacke b postoji okolina
O(x) C A tako da je f(O(x)) C V(b). Prema tome,

F7HB) > [7H(V(b) 5 O(a),
paiz y € O(z) sledi f(y) € V(b) C B odnosno y € f~(B), to jest
skup f~1(B) je otvoren.

Neka sada za funkciju f : A — R, gde je A otvoren skup u R vazi da
je za svaki otvoren skup B C R njegova inverzna slika f~!(B) otvoren



9

skup u R. Dokazimo da je f tada neprekidna u proizvoljnoj tacki
x € A

Neka je V(f(x)) proizvoljna okolina tacke f(x). To je otvoren skup
pa je f~*(V(f(z))) otvoren skup koji sadrzi x. To znaci da postoji
O(x), okolina tacke = za koju vazi O(z) C f~*(V(f(z))). Dakle, za sve
y € O(z) vazi f(y) € V(f(z)), pa je f neprekidna u . O

U nastavku se dokazuje Bolcano-Kosijeva teorema:

Teorema 3.2. Neka je data funkcija f : [a,b] — R koja je neprekidna
na la,b] i f(a)f(b) < 0. Tada postoji ¢ € (a,b) tako da je f(c) = 0.

Prema tome, Bolcano-Kosijeva teorema navodi jedan dovoljan uslov
za egzistenciju resenja jednacine f(z) = 0 na nekom intervalu.

Direktna posledica ove teoreme je takozvana teorema o srednjoj vred-
nosti.

Posledica 3.3. Neka je data funkcija f : [a,b] — R koja je neprekidna
na [a,b], f(a) = A, f(b) =B i A< B (B < A, respektivno). Tada za
svaki broj C € (A, B) (C € (B, A), respektivno) postoji ¢ € (a,b) tako
da je f(c) =C.

Dokaz. (dokaz posledice) Posmatra se funkcija g(x) = f(z) — C. Ona
je neprekidna na [a, b] 1 vazi:

g(a)-g(b) = (f(a) = C)(f(b) = C) =(A-C)(B-C) <.
Iz teoreme 3.2 sledi da postoji ¢ € (a,b) tako da je g(c¢) = 0, odnosno
fle)=C=0,paje f(c) =C. O

Dokaz. (dokaz teoreme 3.2) Neka je, na primer, f(a) > 01 f(b) <01
neka je I = [a, b]. Tada je duzina datog intervala jednaka |I;| = b — a.

Posmatra se tacka (a + b)/2. Ako je f((a +b)/2) = 0, onda je ¢ =
(a+b)/2 i tvrdenje je dokazano. Nasuprot tome, moze da se desi da je
f((a+b)/2) >0ilidaje f((a+b)/2) <O0.

Ako je f((a +b)/2) > 0, onda se posmatra interval Iy = [ay,b] =
[(a+b)/2,b]. Vazi f(a1) > 01 f(by) <O.

Ako je f((a +0)/2) < 0, onda se posmatra interval Iy = [ay,b] =
la, (a +b)/2]. Vazi f(a;) > 01 f(by) <O.

Dakle, sada se posmatra neprekidna funkcija f na Iy = [a1,b;] za
koju vazi f(a1)f(b1) < 01 tacka (a; + by)/2.

Ako je f((a1 +b1)/2) = 0, onda je ¢ = (a1 + b1)/2 i tvrdenje je
dokazano. Nasuprot tome, moze da se desi da je f((a; +b1)/2) > 0 ili
da je f((a1 +01)/2) < 0.

Ako je f((a1 + b1)/2) > 0, onda se posmatra interval I3 = [ag, by] =
[(al + bl)/Q, bl] Vazi f(ag) >01 f(bg) < 0.
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Ako je f((ay + b1)/2) < 0, onda se posmatra interval I3 = [ag, by] =
[al, ((11 + bl)/2] Vazi f(ag) >01 f(bg) < 0.

Sada se posmatra neprekidna funkcija f na I3 = [ag, bo] za koju vazi
fla2)f(b2) < 01 tacka (az + by)/2. Ako je f((az + b2)/2) = 0, onda
je ¢ = (ag + by)/2 i tvrdenje je dokazano. U suprotnom, nastavljamo
sa podelom intervala I3 i biranjem intervala I, = [ag,bs] tako da je
flas) > 01 f(b3) <O0.

Ako se, primenom navedenog postupka dobije f((a, +b,)/2) =0 za
neki prirodan broj n € N, onda je tvrdenje dokazano. U suprotnom,
dobija se niz umetnutih intervala ([a,, b,])nen pri ¢emu je f(a,) > 0 i
f(b,) <0zasveneN.

Na osnovu Kantorovog principa sledi da postoji ¢ € R koji pripada
svim intervalima [a,,, b,], n € N. Pri tome je

lim a,, = ¢ = lim b,.

n—oo n—oo
(Citalac bi trebalo da bude u stanju da samostalno argumentuje ove
¢injenice. )

Iz neprekidnosti funkcije f i f(a,) > 0 za sve n € N sledi da je
lim,, o f(a,) = f(c) > 0, a iz neprekidnosti funkcije f i f(b,) < 0 za
sve n € N sledi da je lim, . f(b,) = f(c) <0.

Dakle, f(c) = 0, ¢ime je teorema dokazana ako je f(a) > 01 f(b) < 0.

Slucaj f(a) <01 f(b) > 0 se dokazuje na analogan nacin. O

Prethodna teorema ne daje nikakvu informaciju o broju tacaka c za
koje je f(c) = 0. Uz neki dodatni uslov, na primer stroge monotono-
sti, moguce je dokazati jedinstvenost resenja jednacine f(x) = 0 na
intervalu [a, b] ako je f(a)f(b) < 0.

Konac¢no, vazi i Vajerstrasova teorema:

Teorema 3.4. Neka je data funkcija f : [a,b] — R koja je neprekidna
na [a,b]. Tada vazi:
1) f je ogranicena na [a,b].

2) f dostize svoj infimum i supremum na |[a,b], to jest skup

f(la,0])) ={f(z) | = €la,b]}
ima minimalni 1 maksimalni element.

Dokaz. 1) Dokaz izvodimo kontradikcijom. Pretpostavimo da je f ne-
prekidna funkcija koja nije ograni¢ena sa gornje strane na [a,b]. To
znaci da postoji niz (medusobno razlicitih) tacaka z, € [a,b], n € N,
tako da je lim,, o f(2,) = +00.



