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2.59. IzraCunati graniCne vrednosti:

A4+ + (U +243) 4+ +2+ - +n)

" n—>+« ns
3 3 — 133
L, = lim : 4' - ~!*“%(4n 2 ;
n>t o | n? 7 nt
L, = lim (Vn 1 — V-~ In ).
1>+ <o
ResSenje.
F
): E(k+ 1 | 1 ,
k=1 - 1
L,= li = -——— i 1 — 1 4 | = —:
= Jim e e i (15 (14 2) = 4
4n—1 2
Z B3 ((4?: — 1)-4::)
—_ - 2
Ly, = lim ik = lim 2 = 4 - Hm SEu)
n—» 0o 7t n-»+wm n? 71—+ <0 ne
' 2
=4 lim (4 ——i) = 43;
n—>-ow n
v et Vr—fn—Va)(n+ Yo +Vn - V)
, = .
> o Vn+ Vo +Vn—Vn

n-{—Vn_mn—i—V; .‘ V;
"_H'm ]/n—f— Vn +]/n—— Vﬂ o Vn—!— Va + {n — V;;

1
=2 lim = ],

n-> + co ' Vl 1
R [
Vil

Primedba. Primena Stolzove teoreme (1.1.2.22) omoguéuje lake dobijanje prethodnih vrednosti
za L4 1 L,, kao i rezultata u 2.58.

n
|

o
3

2.60. Odrediti grani¢ne vrednosti nizova:

2
°a, =% @>0;  2°q,="28"
a n
. _1P+2P+...+n3’
3 a, P+l S (p> T ]):
P 2y ... P
4°an—1+2+ T " (p > 0);
n? p+1
17 +3% 4+ ---4+2n— 1y
5% a, = —
a, i (> —1
| P
Rezultat. 3° ;0 4° . ;  5° 2

p+1° 2 p+1
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2.61. Odrediti granicne vrednosti

YE(E+2)(k+ 4)
1° lim = : 2°  lim
n>+on F n—+ o

k;k(zk + 1) (k4 2) k; k(k+3)2k+ 1)

é:l R*(k 4+ 1)

2.62. Ispitati da Ii su nizovi,Ciji su opsti Clanovi

R (R R M P y B 19

nula-nizovi.

Resenje. 1° Niz (as) je nula niz ako za svako ¢ > 0 postoji prirodan broj N (¢) > 0 takav da
je lag| < e za n > N ().
Kako je

4 |/n® 4lm 2

/P4 a+n  27°  u

g (>3
—_— < & =Sn> —48.,

Vn -

4
Prema tome, za N (¢) moZemo uzeti N (¢) = max (l—z] 4 I) ;
£

—— —

bice |a,| << € ako je

- 2.63. Odrediti Iim (3|/ l W = 1 )

7+ o n* 4 1 3[/?'13 + n
Resenje.
J 1 5 1 - 1
n < —. ' ——
it n 1 Vm +n Vn
Odavde je
1 1 1
< 4- - > — <2 ]
i/ T OEET T
4 ==
nE
Poito je lim —- =1, dobijamo

n—>—+ K0 3 1
1+ =

1 1
AL
@ Nl 4 | n* +n

2.64. Da li su ta¢ne jednakosti

o ! e”-"' il ] o - 2 3
1° lim == SgN X; 2° lim -— arctg nx = Sgn x:
n>+w gx + 1 n>+w JT
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2.65. Ako je f(x) = x%2 + x + 1, odrediti Lim (n logf (:: (+) D).
n-» -+ @ J 1 .

(ﬂ+1)2‘}‘(ﬂ+1)+1)
n2 4+ n+1

Resenje. lim
n—» -+ oo

( f(n—l—l))

n log — = lim (n log
f{m)

n—r-4- b

] 2n+ 2
= Iim nl{}g(l-l- )
i3>+ co n*+n-+4+ 1/)

. 2n 4+ 2

Iim » =
n—> 4 o0 n*+n-+4 1
Ovde je primenjena relacija log(l + ) ~t(t —> 0).

|

2.66. Dat je niz (@), pomoci
Ani2 — dapi1 +6a, =0 (n> 1), a, = 0, a, = — 6.

Nadi a, 1 ispitati konvergenctju datog brojnog niza.
Rezultat. a, = 1-2% -~ 2-3% (h=1,2,...). Niz je divergentan.

2.67. Ispitati monotoniju i1 konvergenciju.niza

L | (@4 + 3 a)

a, >0, a, e, 1 a (mn=2,3,...; a>0).
Resenje. Stavljajudi
(D a; = b, Ja (n=1,2,...),
dobijamo
byi® + 30,
) by = —— ik (n=2,3,..) b >0,
35, 2+ 1
i dalje b, — 1 = Oy’ + 301 7 30pa® = 1 Opa — 1P

3b, .2+ 1 3b, 2+ 1

Dakle, b, % 1(n=1,2,.. .) prema tome da li je b, % 1.

Pod pretpostavkom b, # 1 dobijame

bn E’;lr:-—l2 + 3 =14 2(1 "” bn—lz)
by 3b, 2+ 1 3b, .2+ 1

by s 1,

AV

87

§to znali da miz b, (2 = 1, 2,...) strogo opada ili raste prema tome da li je &y > 1 ili & < 1.
Jz prethodnih d{injenica izlazi da niz (b,) u svim sluéajevima ima konaénu i pozitivou

grani¢nu vrednost x. Pustajuéi u (2) da n > + 0, dobijamo

x(x2+ 3)
X == x>0, 11 3x2+1=x*+3, tj. x=1.
Y (x> 0) 1 ]

Uzevdi u obzir (1), na kraju motemouniza:_(u= 1,2,...) re€i da strogo raste, strogo
opada ili je konstantan prema tome da li je &1 < Va, a1 :>\/;ilia1= vVa, i daje, u sva tri

slutaja, im g, = 4/ a.

n—»-} oD
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2.68. Da 1i su konvergentni sledeéi nizovi;

1°sin ([ + s 2 sint G [mibm) (n=1,2,.. .2

Ako jesu, naci njihove granine vrednosti.

Rezultat. 1° 0; 2° 1.

2.69. Ispitati konvergenciju niza

aa u : )
Hy = TS 3 - (n > 1; a > 0).
(@ + 1" (1 —u,_q)

Resenje. Imamo 0 < u, < 1, 1 stoga
1, 1
uy (1 — uy)®

Kako je joS

(1) @ =—2 1 <1

1y = t <
(1 — £)8 E ’

posmatrani niz raste, pod uslovom da je definisan za svako n. Pod poslednjom pretpostavkom,
granicna vrednost ¢ ovog niza je koren jednaline g (£) = f(t) — ¢ = 0. Bududi da je

' (2) k. 1=0
1} — —— =
1 (1 — t)ﬂ+1
1 L] - L] - ] L] [ ] - L Ll .
SAmMO za I = Iy =—— } 1 g (%) = 0, zakljutujemo da je ¢, jedini koren jednaline g () = 0.
a -r

a Y2 1
Zbog u, = ) . < tg 1 § Obzirom na (1), imamo dalje
1 al/ 1+ a

Uy <. lyg =2 Uy = f(un) < f(-’fn) = {a.
Prema tome, dati niz definisan je za svako # i 1, <<ty (<< 1) za svako n. Iz svega prethodnog izlazi
_ L 1
da ta’ niz konvergira i da je lim U, = :
n -+ o | + a

Primedba. Na osnovu prethodnog refenja, lako se moZe ustanoviti da, opstije, niz
1 1)

a+1° e (1 — up )8
1

a+1"

Hl <7,

n>1;a>0

striktno raste i konvergira ka

2.70. Trougao T, ima temena 4, B i C, sa odgovarajuéim uglovima Oy Py 1 Yy

Neka je K, upisani krug u trouglu T,. Niz trouglova Ty Ty ... dat je na
slede¢i nadin:

1” T, je proizvoljan trougao;

2° T,(n > 2) se dobija od T,_, kada se za A, B, 1 C redom uzmu dodirne
tacke kruga K,_, sa stranicama B, ,C,,C,_,A, 14, B

n—1*

Odrediti lim q,, lim §, lim y,.

11—+ 0 n—+ o n—>+o
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S N s b =i

gt

Refenje. Prema slcl je

tj.
7T 1
= e— — — {J o
A 5 5 n—15
tako da imamo jednakostl
e 1
= — = — O —-13
Gy 7 5 on 1
-y 1
ap_1 = ‘2_ = E Ayy— 25
T4 1
— e el ¢ T Aﬂ-l' BI'I-I
g 5 5 1
: R " s o e
Mnozedi &-tu od ovih jednakosti sa i (1 <k < n—1) i sabirajudi th potom, dabijamo
=k 1 1 _i 1)n-2 i 4 (- 1)1
UHEEI_E—FFa” =D Zn-% - Zn--lal'
Odavde,
11 1 1
(1) lim a, = . = — .
n—>+oo 2 i o oon 3
Analogno dobijamo
; 1 . 1
(2) lim ﬁn= — Ty lim Y = — M.
H—>»+ 3—>+4-co 3

Na osnovu (1) 1 (2), moZe se reci da trougao T, steZi da postane ravnostrani trougao« kad
n—> - co.

a (a=>b),
b (a <b).
Dokazati da max (a,, b,) — max(a,b) (n—+ c©) ako ae,—>a, b, —> b

(n— 4 00).

2.71. Neka je max (a, b) =

Resenje 1. Neka je a > b. Tada je = (a — b) > 0, pa za dovoljno veliko » 1mamo
1 1
a, >a— -i—(a——b)=b+ E(a—b):rb,,,

§to znali da je max (a,, b,) = a, za n dovoljno veliko, tako da max (a,, b,) - a=max (a, b)
(n - -+ o). Ako je b > a, oligledno takode max (a,, b,,) = max (a, b) (n > + ). Ako je a = b,
za proizvoljno ¢ > 0 imamo a,, b, € (@ — & a + &) ukoliko je n dovoljno veliko, pa odatle i
max (a,, b,) € (a — &, a + &) za n dovoljno veliko, 3to znali da u tom slufaju max (a,, b,) > a

= max (a, b) (n > 4 ),

Resenje 2. Imamo

i 1
max (a,, b,,)=—2-(a,,+b,,+ | ay,—b, |) —+?(ar+b+ |a—b|)=max(a, b) (n-—>+ 0).
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2,72. 1° Ispitati konvergenciju niza [1 -——E’—‘-] , gde je a, <mn (n=1,2,...)
n
ia—>4+ o (n—>+4 o).

2° Cemu teZi niz {1 —l—-ﬁ’i] akoﬁn§ O(z=1,2,...)i 5;“’”’“‘]‘ 0 (n— +o0)?

n

Resenje. 1° Ako je A (> 0) proizvoljno izabrano, za n dovoljno veliko je a, > A, i odatle, s obzi-
rom na a, <n (n=1,2,...),

ay A
0<]l — - <1 — —,
on n

g_n n A n
o<fi-=)<(i- 4.
n n
Pustajudi ovde prvo da n - -+ o, pa zatim da A—-> + o0, dobjjamo redom sledeée nejed-
nakosti

t.

. a, \# — ay, !
0 < lim (1 — --) < lim (1 — —) < e A4,
n->+ @ " n—>+ L
] Ty \B — a, \#
0 < lim (1—-—) < lim (1———) < 0.
7>+ 0 n n->+ao \ L

Dakle,
(In n
lim (1____) _o.

A= 4 o0 n

2° Ako je B (> 0) proizvoljno izabrano, za n dovoljno veliko je B8, > B, tako da imamo
n B n
() > (3)
n n

n
lim (1 + Eﬂ) = eB,

n

Odatle,

no»+
i aalje
. ' n
lim (1+95):_>; im 8 = + o,
A—+o0 | n B—+4 o
§to znadi da

(1+%)u+ + o0 (n = + ).

n

2,73. Ako je lim (a,,, — a,) =0, dokazati da je svaka tacka intervala (lim a,
N B~»1®© n—+ 0
lim aq ) talka nagomilavanja niza a, (n =1, 2, .. .).

n— +w ~

Dokaz. Stavimo |
I = lim a,, L = lim a,
8>+ ">+
i neka je a € (I, L). Pretpostavimo da a nije tatka nagomilavanja niza a,(n = 1,2, ...). Tada

postoje brojevi b i ¢ koji zadovoljavaju nejednakost/ < b < @ < ¢ < L i prirodan broj n, tako da za
n > n; imamo a,¢[b, ¢c]. S druge strane, postoji takav prirodan broj n;dan > n, povladi
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Hatr
am < b. 1z pretpostavke da je an < b za neko n > m izlazi

Apey = Gy + Ay — Gyl < b+ ¢ — b =,

—g,| << ¢ — b. Kako je / tatka nagomilavanja niza; postoji m > -max (n,, n;) takvo da je

pa, kako a,., ¢ [b, c], imamo g, < b. Tako se matematickom indukcijom ustanovljava da je
a, <~ b za n>=m Odatle, L = lim q, < b < L.Dobijena protivure¢nost dokazuje teoremu.

n-—» -+

2.74. 1° Dokazati teoremu:
Neka je b, ,, > 0(k=1,..,n,n=1,2,...). Ako

uniformno u odnosu na %, tj. ako za svako ¢ (> 0) postoji takvo m da n >

a
_‘_k’"m— 1| <e¢ (k=1,...,n)
032,11
tada je
lim A, = b
11—+ 0 kZ ” r:—:-{—uo kz kn

pod uslovom da limes na desnoj strani ima konaénu vrednost.
2° Naé1 grani¢ne vrednosti sledeéih nizova:

n P Ba-1 -
o a3 ()14 ) @roa>0;

k=1 ne
B) b = Zsinzk_la (a # 0);
k=1 n?

r:r'_@_
P e=3 "1 (@0

=1\

9 d =TI r1+f-].
J

(L n2

Refenje. 1° Ako stavimo

::—_l-{»—ﬁk," (k: 1:..._,”;"31,25---);

1mamo

() Z Arn = Z brn + Z En Ok, -

k=1

n

Iz konacnosti limesa niza E by , 1zlazi da postoji takvo konaéno M > 0 da je

k=1

(2) Y bp,< M (n=1,2,...).
k=1

m povlaci
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L = . S TR

Neka je € > 0 proizvoljno 1zabrano. U éaglasnoSti'sa pretpostavkom, postoji m takvo da

P
eh ol < o (n>m; k=1,...,n).
Dalje imamo, s obzirom na (2), za n > m
n n
£ .
Z Ean bk,n < — Z bk,n < €.
M
k=1 k=1

n

To znadi da lim Y &g n bk, = 0. Iz (1) onda izlazi
n>r+? p |

n

lim z Apn = HIm Z b -

H->T 0 | i+ ¢ B

Primedba 1. Uslov by, >0k =1,...,n; n=1,2,...) moZe se zameniti uslovom da b,
ne menja znak za dovoljno veliko #.

Primedba 2. Koli¢nik ay /b , svakako konvergira ka 1 uniforrmno u odnosu na & ako je
8k .n Ef(ck,rz)J bk,u = g (ck,n) (k = 1,..,n; n=1, 2,. .., im —— =1,

gde ¢, uniformno u odnosu na k teZi ka nuli kad n - + «.

RI-1 1 1 _ _ _
2 aYZak=1,..,n jecCpp= — < max (-H- , ﬁ&) , odakle izlazi da ¢y, teZi ka nuli kad
’ n n-n

n = -+ oo uniformno u odnosu na & Uzimajuéi u obzir dokazano tvrdenje pod 1° i primedbu
2 i uoavajuci da
b1

"1 -1
F2P* 7" o1 (>0,
1 ;
— X
P
dobijamo
H
1 k-1 1 ni-t
lim g, = — lm = — lim
n—»+ 0 * P ﬂ—++mkz nd P nrt nt — (n — 1)1
1
1 _ n 1
= — lim =
y H++m1—(1——1-)q P4
n

Ovde je primenjena Stolzova teorema. MoZe se postupiti 1 na sledeét nadin (def{nici_ja'odre—
denog integrala u Riemannovom smislu za ¢ > 1 1 dopunski rezultat za 0 < ¢ < 1 (videti 2.49)):

1 n 1
B9-1 BN 1 I
lim Z — lim Z(_-) —--——Stq-ldrz—.
nd n n g

y—=> 1 @ —r - O 3

B) Kako je

2n—1

nﬁ

‘2k—l

istim rasudivanjem kao napred dobijamo -
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y) Kao u prethodnom slucaju, tmamo

n -+ 1 11
— — loga.
> g

lim ¢, = loga- im 2 — = log a- lim

-3 4 0 71>+ o0 n-—>+ o 2n
8) Rasuduyjuéi kao u prethodnim sluca]emma, dobijamo

_ k 1
lim logd, = lim z log |1 ) —  Hm =
n—>+ o0 n-» -+ 0 n—r-+o0 bt nt 2

2.75. Neka su a i b (a > b) dva pozitivna broja. Nizove (¢ )i (b,) definisaéemo sa

a :a”+bfj an:Va_nE;; (n=1,2,...), a;=a, b, =0>.

ntl
2

Dokazati da ovi nizovi konvergiraju ka istoj granici,

Dokaz, DokaZimo najpre da je
(1) {Il:)ag}"'}an:}bn‘}"“':}bg}bl (ﬂ:l',z,...).

Ove nejednakosti su otigledne tadne za n = 1. Pretpostavimo da one vaZe za neki prirodan
broj ». Da bismo dokazali njihovo vaZenje za prirodan broj #n + 1, dovoljno je ustanovit da je

Gy = Qpiy > by > by

Sve ove nejednakosti, medutim, izlaze iz pretpostavke a, > b, > 01 iz {injenice da su a,.,
1 b,,, redom aritmeti¢ka 1 geometrijska sredina pozitivnih brojeva a,, i b,. Tvrdenje (1) je tako
dokazano matemati¢kom indukcijom.
Iz (1) izlazi da su nizovi (a,) 1 (b,) monotoni i ograniteni, tako da lim g, i1 lim &, pos-
n—>-+ o n—»+ @
toje 1 1maju konalne vrednosti, koje éemo redom oznatitisa A1 B. Pustajuéi da n - + o u jed-
nakosti

a, + b
tpir = ———" (= 1,2...)
2
A+ B
dobijamo A= ———;— , 4. d4d=B8.

Primedba. Zajednicki limes o kome je ovde red naziva se aritmeti¢ko-geometrijska sredina
brojeva a1 4. (Pojam 1 termin potitu od Gaussa.) Ova sredina mozZe se eksplicitno izraziti kao funkcija
od a i b uz pomo¢ eliptickih integrala. O ovoj sredini videti:

D. S. Mitrinovi¢ 1 P. M. Vasié: Sredine, Matemati¢ka biblioteka, sv. 40, Beograd 1969,
str. 51-—52.

2.76. Brojni nizovi (@ ),en 1 (B,)ren vezani su pomocu jednakosti
2 2
a,” + b a,+ b,

a — ? bn+1 —

n+1
a, + b, 2

Ako je ay > b, > 0, dokazati da je
a,>a.,,>b, ,>b,>0 (n>=1)
Dokazati da je lima, = lim b,

n—>-+ - -+ 00
2.77. Brojni nizovi (a,).en 1 (b,)nen definisani su sa
a, + b 2a b
(1 G, 4 = — b, = L
+1 0 3 n+1 an + b;

pri ¢emu su njihovi prvi ¢lanovi a, i b, dati.
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—— i =N A

Ako.je a, > b; > 0, dokazati da je

(2) | a, > bu > 0,

(3) ) Cpry < Gy bn+1 > bn’

(4) lim -a, = lim 'bﬁ = -Valb.l.
n—r o0 11— -} 0D |

Dokaz. Dokazatemo samo jednakost (4). Prema (3), niz (a,) opada, a prema (2) je ograniden.
Stoga je niz (a,) konvergentan. |

Na osnovu (3), niz (éa) raste. Kako je, prema (2), a1 > an > ba, niz (b,) je ogranilen, pa
je i konvergentan i vait lim &, > 0,

n—r-
Ako stavimo lim a, =1, 1 lim b, = {,, iz (1) dobijamo
n—» -+ n->+co
1 | |
lim a, = — ( lim a, + lim &), 4. I, = — (@, + Iy
n— -+ o n—>-co ‘n—>»+oo 2

odakle je

11 :IE — IJ' tj. lim aﬂ —_ 1]:1'[1 bn N I:::"‘ 0-

f1i—+ oo n—>r—4

Sli¢no. dobijamo ako ovaj postupak primenimo na jednakost kojom je definisan niz (b,).

Sada ¢emo odrediti /. 1z (1) izlazi

_ Apt1 Opiy = Gy by
odakle je

ak bk = al blr

Kako je

im (apdy) = lim ap - lim b =1* 1 lim (ag b)) = a, b,
k— -+ oo k=40 h>+ o k—>+ o0

dobijamo [ = Val b,.

Primedba. Nizovi formirani pomodu formula (1) nazivaju se aritmetiCko-harmonijske ili harmo-
nijsko-aritmetifke sredine. O ovome videti:

D. S. Mitrinovi¢ i P. M. Vasi¢: Sredine, Matemati¢ka biblioteka, sv. 40, Beograd 1969,
str. 52—55.

2.78. Dati su nizovi (a_),en 1 (8, ),ex pozitivnih brojeva, defimisani sa
a,,=a,+2b6, b,.,=a +b, a =3 b, =2

) W - . - a . W - w
Dokazau da su Clanovi niza (c,).en gde je ¢, = —*, nazmeni¢no veci i manji

b

od [/2, i da je
- 1 .
- §Cﬂ+1“}[2|<7‘cnﬂl'J2['
Naéi lim c,.
H—»=+ O

Resenje. 1z datih relacija sleduje

a, + 28, ¢, + 2
(1) Cﬂ+1 - == - .

a, + b, ¢, + 1

Kakojea,> 0ib, > 0 (neN), zakljudujemo dajei ¢, > 0 (n€ N). Na osnovu (1), dobijamo
> v it 2 e 2=+ 2 (2 - 1)
(") Cn+1 — VZ -== — Vz = e
¢y + 1 ¢, + 1

Sl YA )

¢, + 1
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Kako je ¢, > 0, iz (2) izlaz

Cp > Vi = Cpr1 < Vz_? Cn <Vi_ = Cpt1 > VZ_
3 — s :
Kako je ¢, = > > VZ , zakljuCujemo da je
Cop << V:"Z_, Cop—1 = Vf (ne N).
1z ¢, > 0 (neN) sleduje
12 —1 = 1
0 < <V2 —1<—.
¢y + 1 2

Na osnovu ovoga, iz (2) i1zlaz:

— 1 _
|f-’.n+1—V2 |‘:E’|‘:n_'v2 I!

i_dalje

lc,,—Vf|<:2"1_1‘cl—Vfl (n=2,3,...).

Odavde,
lim |c,, — V2—| =0, . Im ¢, =Vi_.

7 > a0 n— -+ oo
2.79. Niz nenegativaih brojeva a (n =0, 1, 2,...), definisan je sa
anﬂ =— 3 an_l — 2 (ﬂ 2 1)-

Ako je 1 < a, < 2, ispitati da li je (an).en konvergentan niz, i ako je odgovor
potvrdan, odrediti njegovu grani¢nu vrednost.

2.80. Dat je miz
a;, =0, a, ;= ]r +a, (>0 fiksno;n=1,2,...),
f}. NIz

0, Jr, V¢ - e, V.r_: -+ Vet Ve,... @> 0.

Dokazati da je

lim anz—%—(l—l—lfl—l—fix) (t > 0),
n—=- 0
= () (tr = 0),

$to zna¢i da je lim a, rrekidna funkcija od ¢ u tacki ¢ = 0.

n—r+ 0
Primedba. Move se rediti i sledeéi op$tiji problem: U zavisnosti od nenegativnih vrednosti za ¢1
moguénih realnih vrednosti za g, ispitati monotoniju, konvergenciju 1 graniinu vrednost niza (a,,

datog sa

{Jlﬂd, dn+1=VI+ﬂ,; (?‘8=1,2,...).

Resenje. Neka je, najpre, ¢ > 0. Funkcija x = f (x) = V.f, + x ima na slici prikazani grafik. Ona
je definisanazax = — ¢, 1 f(x) > x, f(x) = xili f(x) < x, prema tome dalije — 1 < x < X,

1
=3 (1 + Vl + 41),x = x, ili x > x,. Za a dolaze u obzir vrednosti iz intervala [— ¢, + c0).

Indukcijom se bez te$ko¢a moZe ustanoviti da, ako je a € [— ¢, x1),tadayg, } (reM) 1 a; < X
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(ne N). Odatle izlaz1 konvergencya niza (a,) u tom slucaju, kao i jednakost im q,, == x,. Na isti
H— 4 G .

nadin se ustanovljava da, ako je a > xy, niz {a,) strogo opadajuli tezi ka x,. Najzad, u sludaju kada

je a = x,;, niz, oCigledno, ima konstantnu vrednost x;.

Y

x|

Ako je t = 0, slidnim rasudivanjem ustanovljava se da niz (g,) konstantno ima vrednost 0,
strogo rastudl konvergira ka 1, konstantno uzima vrednost 1, ili strogo opadajudéi konvergira ka
broju I, prematome dalijea=0,0<a < l,a=1 ili g > 1.

Sli¢na kompletnija analiza ponasanja, pod op3tijim pretpostavkama, moZe se izvrSiti za jos
nekoliko rekuretno definisanth nizova koji se navode u problemima iz ovog odeljka.

2.81, Dat je niz

a, = 0, a””:mf—— (x > O fiksno; n =1, 2, .. .),
' 2+a,
1.
X X X
OJ-_}."_____} T - B

) X X
2+ — 2 -+ »
2 I
2

Dokazati da

a,—x +1—1 (n— +c0).

Primedba. Ovaj niz je koristan za priblizno izraCunavanje V?e_ (k> 1). Akosegorestavix = k — 1,
dobija se a, > Vk — 1.

2.82. Niz q, (n = 1, 2, .. .) ispunjava uslove: 2 < a; <3, 5¢,,,=4a,2+ 6. Doka-
zati da je ovaj niz konvergentan i naci njegovu grani¢nu vrednost.

2.83. Niz (x) definisan je rekurzivno sa

n—1 1 o : .
(D X, = ——— X p 1 — Xp_o (x95 x1 fiksni realni brojevi).
n 7
Odreditu lim x .
71—+ o0

ReSenje. Predstavimo (1) u obliku

) - Apn—-1 xn—tz

4
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Odavde izlaz:

Xp — Xy

Xp — Xp—1 — {—' 1)’1; Bl ':k = 1, 2, J
Posle sumiranja nalazi se
n 71 n
(— 1k (x; — x1) . (— Dk
Z (xk " xk—-l) — Z L > Yoo ox, = X -+ (x{} — X3) Z £l .
k=1 k=1 k=1
Odavde, |
+ o0 (——-.l)k
Xy —> X + (x5 — x1) Y
| E=1 '
+ @
1 — 1)k
Kako je — =1 + Z'( ) , dolazi se do
e !
k=1
Xp > %y + (Xg — x1) 7" (n —> + o).

2.84. Za k > 1 dati su nizovi (a,) i (b,), gde je
a,=(k(k—1) +a, )%  ay=(kE— D)
bn — (k bn-l)liz: b]_ — kIIZ_

Dokazati da je lim a, = lim b = k.
n—r -} o fied + 00

ReSenje. Kako je a,,* — a,* = a, — a,_y 1 a, > a,, matematickom indukcijoia zaklju¢ujemo
da je niz a, rastuéi. DokaZzimo da je a,, < k. Za n = 1 tvrdenje je ta¢no, jer je (k (B — 1))‘/: << k.

. Neka je ap_, <k; tada je g, = (k(k — 1) + ap-)s < (k(k — 1) + k)l = L.
Prema tome, iz pretpostavke da je tvrdenje tatno za n — 1 sleduje da je ono talno za n.

Dakle, a, < % za svaki prirodan broj n. Kako je niz (a,) ogranifen i rastuéi, on je konvergentan.

Stavimo lim @, = s. T'ada, na osnovu g,2 = k(& — 1) + a,-, imamo
n-» -+

Iima>=%kk—-—1D4+ lima, ==k —1)+s=>s5=k,

> 1 0O n—;--i-_m
jer je s > 0, pa reSenje s = 1 — &2 << 0 ne dolazi u obazir.

Dakle, zaista je lim a, = k.
n—> 4w

Za mz (b,) moie se¢ na sli¢an nalin zakljuliti da je rastuéi i ograniCen. Ako stavimo

limb, = ¢t,iz b, = kb, , dobijamo 1? = kt = t = k = lim b, = &k, &{ime je tvrdenje dokazano.
7n—> 4o . n—>+w

2.85. Dokazati da niz

ab? + x,* "ab? 4- x ?
X0 xl*—*-!/ S .., xn+1=‘l/— 2. O<xy<<b; a>0)

a-+1 a-1
strogo raste i da je ograniCen. Odrediti lim xy.
n—-+4

Resenje. Ispitajmo da li je

| ab® + x,°
(1) Xo < X1, 1. xu{‘l/ .

a4 1

7 Nizovi i redovi
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