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- -
2.59. Izracunati granicne vrednosti: 

L
1 

= lim 1 + (1 + 2) + (1 + 2 + 3) + ... + (l + 2 + ... + п) ; 
n-+too NЗ 

L. = lјт 
n-++ оо 

Lз = lјт CVn +!in - Vn - V-;). 

Resenje. 

n---++оо 

" I k (k + 1) 
k~1 

L,= Јјт 
n~+co 2 п' 

= 1 1im (1+~) (1+ 2.) = ~ ; 
2'3 n-++ ОО п п 6 

L, = 1im 
n-++оо 

= Јјт 
n-++оо 

= 4 1im (4 _ ~)2 = 43; 
n-++оо П 

Lз = Јјт 

,,' 

n-++оо Vn+ Уn +Vn- уn 

n+Vп-n+Vп 

= 4· 1im 
n-++со 

уn 

(4n-1)' 

n· 

= Јјт -;-;=::;;:=--;7==~= 2 1im 
Н+ОО VN + уn + Vn - Уn "~+OO ~/n + Уn + Vn - y~ 

1 
= 2 Јјт _-:-;::===---=:--;:=== = 1. 

n~+oo 1 1 
1 + уn + 1 - Уn 
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Priтedba. Primena Sto1zove teoreme (1.1.2.22) omogueuje 1akse dobijanje prethodnih vrednosti 
za L, i L" kao i rezu1tata и 2.58. 

2.60. Odrediti granicne vrednosti nizova: 

10 п' 
а =­

" п 
а 

(а> О); 2" а" = log п ; 
п 

30 
а = 
п 

IР + 2Р + ... + пР 
nР+1 

(р> 

lP + 2Р + ... + пР П 40 а = _-.: __ .:...-__ ~ ____ _ 
п 

р + 1 

50 а = 
п 

lP + зр + ... + (2 п - I)Р 

1 
Rezиltat. )0 ___ ; 

р + 1 

nР+1 

1 
4" . 

2"' 5" 
2Р 

Р + 1 
• 

] ) ; 

(р> О); 

(р> - 1). 
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2.61. Odrediti granicne vrednosti 

" I k (k + 2) (k + 4) 
k~1 
~~~~~~~---; lјт 

" 
Ik2 (k+l) 

k-l 

114+ оо п n.,..+оо п 

Ik(2k+l)(k+2) 
k ". 1 

I k (k + 3)(2 k + 1) 
k~1 

2.62. Ispitati da li su nizov~ciji su opsti сlапоуј 

1 о а" = V п" (У п' + 4 - n 2); 20 аn = V'n--+:-:-l - V '7' 

nula-nizovi. 

Relenje. ' 1 о Niz (а.) је nula niz ako za svako • > о postoji prirodan broj N (е) > О t8k8V da 
је lа.1 < • za п> N(.). 

Кзkо је 

4у;;> 

а" = "V"'n"'" =:+=::4"-+:-n-::' < 2 п' 

Ьјсе 'аnl < • ako је 

'4] Рсета tome, za N Се) mozemo uzeti N (е) = тах (l-;o ,1). 

2.63. Odrediti lirn (3 1 
n-++ оо Vn3 + I 

+ .. '+3 1 ). 
VnЗ + п 

Relenje. 

Ј 1 1 1 
". < + ... + <п·. 

3 , !Ј о - V ·v-t''''+n ,n'+1 n'+" п' 
Odavde је 

3 

111 
< ;;::;=;:- + О' О + < 1. 

1 ,па + 1 tn' + п 
1 +-

п' 

I 
Posto је lјт -,;===-= 1, dobijamo 

n~+ao 3 1 
I +-

п' 

lim ( 1 
11-++00 ~ пI + Ј 

+ ОО' + 1 ) = 1. 
У'п'+" 

2.64. Da li su tacne jednakosti 

000 sgn Х; 
2 

20 lirn ~ arctg nх = sgn х? Ј о Нт 

lJ-++ «:1 П 
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2.65. Ako је јСх) = х 2 + Х + 1, odrediti Iim 1 
ј сп + 1) 

п og . 
n~+oo (сп) 

Resenje. . ( f СП + 1) ) . ( :...('1_+----.:.1)::-' ~+~C_" _+.,...1.:...) _+_1) !Јт п log = l!т п log . 
• ->-+00 f сп) n->-+оо ,,' + П + 1 

= 1јт (nlog (1 + 2'1 + 2 )) 
п--++со n2 + п + 1 

2n + 2 
=Нтn =2 . 

• ->-+00 п' + п + 1 
Ovde Је primenjena re1acija log (Ј + t) ~ t (t ~ О). 

2.66. Dat је niz Can).eN POffiOCI.i 

аn+2 - 5 а,,+ 1 + 6 а, = О сп > 1), а 1 = О, а 2 = - 6. 

NaCi а, i ispitati konvergenciju datog brojnog niza. 

Rtn:ultat. а, = 3" 2" - 2· ЗN СП = 1,2, ... ). Niz је divergentan. 

2.67. Ispitati monotoniju i konvergenci~u · . .niza 

а._ 1 (а,ц2 + 3 а) 
а = ...!!:;~--=:':"-'-'---"-

п 3 а,,_12 + а 
сп = 2, 3, ... ; а > О). 

Resenje. StavljajuCi 

С 1) 
dobijamo 

(2) 

i da1je 

Ь, = 
Ьn_,' +3Ь'_ 1 

3 Ь._,'+ 1 

('1=1,2, •.• ), 

СП = 2, 3, ... ), Ь , > О, 

Ь,. - 1 = 
Ь.- 1' + 3 Ьn-, - 3 Ь._,' - 1 

3 Ьn- 1'+ 1 

{Ь'- l - 1)' 

Dak1e, Ь,. ;: 1 Сп = 1,2, ... ) prema tome da li је Ь, ;:: 1 . 
• 

Pod pretpostavkom Ь, '" 1 dobijame> 

• 

Ь. Ьn- 1' + 3 2 (1 - Ьn- 1') 
-:--,--- = 1 + ;: 1, Ь,;; 1. 

Ьп-l 3 Ьn- 1' + 1 3 Ьn-,' + 1 

87 

sto znaа da niz Ь. СП = 1,2, ... Ј strogo орада ili raste prema !Оте da Ii је Ь1 > 1 ili Ь. < 1. 

Iz prethodnih cinjenica izJazi da niz СЬ.) u svirn siueajevima irnа kопaf:nu i pozitiWIl 
granicnu vrednost х. Pustajuci u (2) da п ~ + оо, dobijamo 

х Сх' + 3) 

3 х' + 1 
СХ > О), ili 3х' + 1 = х' + 3, tj. х = 1. х= 

Uzevii u оЬш (1), па kraju mcnemо za niz а. СП ;= 1,2, ••• ) reCi da strogo raste, .trogo 
орщIа ili је lroпstantan рrеша !Оте da Ii је 111 < v' 11, 111 > уа ili а1 = .уа; i da је, u .п tri 
s1ueaja, lim а. = v' 11 • 

...... +00 



88 D. s. MIТR!NOVIC 1 D. D. ADAMOVIC 

2.68. Da lј su konvergentni sledeci • • 
ПiZОVl : 

1 о sin СП lџ + 1); 20 sin2 СП Vn 2 + п) 
Ako jesu, naCi пјЉоуе granicne vrednosti. 

Rezultat. 1 о О; 2~ 1. 

2.69. Ispitati konvergenciju • 
П!zа 

и 1 = ------, 
Са + l)а+, 

Resenje. Imamo о < и 1 < 1, i stoga 

Kako је јо; 

и, 1 
- = -----:- > 1. 
", (1 - и,)а . 

сп = 1, 2, ... )? 

СП > 1; а > О). 

(1) tl 1 t 
Ј (1) = (1 _ I)а I (1 < 1), 

роsшаtrапi niz raste, pod uslоvош da је definisan za svako n. Pod роslеdпјош рrеtроstаvkош, 
granicna vrednost t ovog niza је koren jednacine g (t) = Ј (1) - 1 = О. Buduci da је 

аи, 

Е' (1) = (1 _ I)ан - 1 = О 

1 
samo za t =: [о == --- i g (10) = О, zаklјueuјешо da Је 10 jedini koren jedn.cine g (1) = О. 

Q + 1 

Zbog (
а 'а 1 

и - ) -- < 10 i s оЬzirош па (1), iшашо dalje ,- l+а l+а . 

и,. < 10 =; и"" = Ј (иn) < Ј (10) = 1 •. 

Рrеша tоше, dati niz definisan је za sv.ko " i "n < 10 « 1) z. sv.ko n. Iz sveg. prethodnog izlazi 

1 
d. t.' niz konvergira i da је liт "n = -,-_ . 

n~+oo 1 +а 

Primedba. Na osnovu prethodnog resenja, lak.o зе moze ustanoviti da, opstije, niz 

striktno raste 

1 
III < --­

а + l' 

'k . ka 1 1 Onverglra • 
а+l 

(п> 1; а > О) 

2.70. Tl'Ougao Т" јта temena Аn, В" i Сп ва odgovarajuCim uglovima аn, (Јп i Уп' 

Neka је Кп upisani krug u trouglu Т •. Niz trouglova Т1, • •• , Тn, .. . dat је па 
sledeci naCin: 

1 о Т 1 је proizvoljan trougao; 

2° Т" СП :> 2) ве dobija od Тn_ 1 kada se za Аn, В. i С" redom uzmu dodirne 
tacke kruga Kn- 1 sa stranicama Bn- 1 Cn- 1' С,._l A._1 i Аn- 1 B n- 1. 

Odrediti lim аn, Нт {Јп, lјт Уп' 
,1-+ + оо n-3> + со n-+ + со 
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Res.2tlje. Prema sli сј ј е 

(ј. 

tзkо da јтато jednakosti 

п 1 
ОП = - - - Оn_ l ' 

2 2 
• 

:t 1 -~.' 
Оn-1 - - - йn_ 2' 

2 2 (X~ Ј 
• 
• 
• 

Аn_, " 1 
а, - - - - а •• 

2 2 
СП 

( l )k-' 
. . (1 < k <' 1)' Ь' . .. ih d Ь" Mnozeci k-tu od оуљ jednakostJ s~ . _ -" п - 1 sa "аЈис, potom, Q 'Јато 

2k-1 

иn '-= " ( -1 
2 

1 1 
- -+--

2 2' 

i 1 ) 1 ... + (_ l)n-' + (- I)n - ' а •. 
2"- 2 2n-- 1 

Odavde, 

(1) 
:л: 1 1 

Нт ап = - . - :1. -
n4+ОО 2 1 З 

1 + 
2 

Ana1ogno dobijamo 

(2) Нт {Ј. = 
lЈ .... + оо 

1 . I 
- л, l1m УП = - л. 
З п .... + со 3 

Na osnovu (1) i (2), moze ,е reCi da tlougao ТN не1ј da postane ravnostrani trougao. kad 
п .... + ОО . 

2.71. Neka је тах (а, Ь) = (: 
(а > Ь), 

(а < Ь). 
Dokazati da тах (а., Ь.) ~ тах (а, Ь) (п ) + со) ako аn -+ а, ЬN ~ Ь 

(n~ + со). 
ВеЈеnје 1. Neka је а > Ь. Tada је ~ (а - Ьј > О, ра 'za dovoljno ~eliko п iшато 

2 
I 1 

аn > а - "2 (а - Ь) = Ь + "2 (а - Ь) > Ьn, 

sto znaci da је mах (а., Ьn ) = а. za п dovoljno veHko, takoda mах (а., Ь.) .... а=тах (а, Ь) 
(п .... + оо). Лkо је Ь > а, oCig1cdno takode mах (а., Ь.) .... тах (а, Ь) (п .... + оо). Лkо је а = Ь, 
za proizvo1jno е > О јmато аn , Ь. Е (а - е, а + г) . ukolillo . је п dovoljno veliko, ра odatle i 
mах (а., Ьn) Е (а - ., а + Е) za п dovoljno veliko, §to znасј ' da u !от slueaju mах (аn, Ьn) .... а 
= mах (а, Ь) (п .... + оо). 
ВеЈеnје 2. Јтато 

I 1 
тах (аn , Ьn) = - (аn + Ьn + 1 all-bn 1) .... - (а + Ь + 1 а-Ь 1) = тах (а, Ь) (п .... + оо). 

2 2 
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2.72. 1 о Ispitati konvergenciju • 
Пlzа 1 - , gde (n=I,2, ... ) 

п 

i а,. ) + со (n-7+ со). 

20 Сети tezi niz 1+ 
f3 п ,ж 

akof3n> О(n= 1, 2, ... ) i fЗn-7 + со (n-7) +со)? 
п 

Resenje. 1 о Лkо је А (> О) proizvoljno izabrano, za п dovoljno veliko је а,. > А, i odatle, s obzi­
rom па а" < П (п = 1,2, ... ), 

а,. 

0<1--"-<1 
А 

-- , 
п п 

(ј. 

PustajuCi ovde prvo da п --+ + ОО, рl zatim da А--+ + оо, dobijamo redom sledece nejed­
nakosti 

Dakle, 

О < lјт 1 - - <lјт 1 - - <е-А, ( а")" (аn )" 
n--++оо п n~+oo П 

О < Нт 

n-++оо 
( 1 _ аn )" < Нт (1 

п n-++оо \ 
аn)" - - <О. 
п 

Iim (1 _ аn)" = О. 
nч-+оо П 

20 Лkо је В (> О) proizvoljno izabrano, za п dovoljno veliko је {Јп > В, tako da lffiamo 

Odatle, 

Нт (1 + (Јn)" 2:: еВ, 
n-++оо п 

i ааЏе 

от ( ~.)" 1 + - - ;е; Iim еВ = + 
п В-++ао 

ОО, 

sto znaci da 

( {Јп)" l+
n 

--++00 сп --+ + оо). 

2.73. Ako је lim (а.н - аn) = О, d':Јk'lиti dl је svak'l tacka јпсегуа1а (lim аn, 

lim а") tacka nagLJmilavanja niza а,. (п = 1,2, ... ). 
п,.. +00 

Dokaz. Stavimo 
I = Iim а", 

n-++<Ю 

L=Hman 
n-++оо 

i neka је а Е (1, L). Pretpostavimo да а nije (aёka nagorni1avanja niza аn(n = 1,2, . .. ). Tada 
postoje brojevi Ь i с koji zadovoljavaju nejednakost I < Ь < а < с < L i prirodan broj п, tзkо da za 
п > п, јтато а,. Ф [Ь, сЈ. S druge strane, postoji takav prirodan broj п, da п > п, povlaci 
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",аn+ 1 ~ 'апl <: с ~ Ь. Kako је 1 tack" nagomilavunja niZ8; pogtoji т > ·mах СП" П,) takvo da је 
ат < Ьо 1> pretpostavke da је а. < Ь za neko п > m izlazi 

ап• , <: ап 1- la"+l - а"1 <: Ь + с - Ь ~ с, 

ра, kako ап+, Ф [Ь, сЈ, јmаmо а"+, < Ьо Tako se matematiCkom indukcijom ustanovljava da је 
а" <: Ь· za п >m. Odatle, L ~ lјm а" < Ь < Lo Dobijena рrоtivшеспоst dokazuje teoremuo 

n-++со 

2.74. 1 о Dokazati teoremu: 

Neka је bk •n > О Ck = 1, . о о, п; п = 1,2, о о о). Ako 

Сn-'>- + оо) 
-

uniformno u odnosu па k, tjo ako za svako Е (> О) postoji takvo т da п > т роуlаБ 

1 < Е Ck = 1, . о ., п), 

tada је 
" п 

lim L ak," = lim L bk ,., 
k= 1 n-++со k= 1 Н--++ОО 

pod uslovom da limes па desnoj strani јmа konacnu vrednosto 
20 Na6 graniCne vrednosti sledeeih nizova: 

а) а

" ср # О, q > О); 

{3) а Са # О); 

п ( k 
с k~1 аn' - 1 Са> О); 
п 

у) 

15) 
п 

1 +~) о d = П п 

n 2 
k~1 

'lesenjeo 1 о Ako stavimo 

.~ 1 + ek п , (k~ 1, о о о, П; П ~ 1,2, о .. ), 
. 
lmamo 

п п 

(1) 

п 

Iz konacnosti limesa niza L bk.n izlazi da postoji takvo konarno М > О da је 
k~ l 

(2) (n~I,2,ooo)o 
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Neka је ё > О proizvoljno izabrano. U saglasnosri sa pretpostaykom) розtојi rn takvT
.) Ја 

f 

<­
М 

сп> nZ; k ~ 1, .. . ,n). 

Dalje imamo, s obzirom па (2), ,а п > т 
п п 

" 
То znaci da lim L 'k,n bk,n ~ О. 1, (1) onda izlazi 

n--++ со k= 1 
п п 

lim L ak,n = Нт 2, bk,,~· 
k=l H-++xk=l -

РnmеаЬа 1. Uslov bk,n> О (k ~ 1, ... , П; П ~ 1,2, ... ) moze se zameniti uslovom da bk.n 
ne menja znak za dovoljno veliko ". 

Primedba 2. Kolicnik ak,,,/bk,n svakako konvergira ka 1 uniformno и оdпози па k ako је 

Qk,n =!(Ck,,,), bk,,, ~g(Ck,n) (k ~ 1, .. . ,n; П ~ 1,2, ... ), Нт !(х) ~ 1, 
,,->0 g (х) 

gde Ck,n uniformno и odnosu па k tezi ka nuH kad п -+ + со. 
kq-' ( 1 1 ) 

2 а) Za k = 1, ... } п је Ck,l1 = <тах -, - ) 
nq n· nq 

odakle izlazi da ck.n tezi ka nuli kad 

П -+ + w uniformno и odnosu па k. UzimajuCi и obzir dokazano tvrdenje pod 10 i primedbu 
2 i uocavajuci da 

dobijamo 

lim ан =-
11-+ + :::о 

1 

р 

p,~--

р+х-l 
'---.,--- -+ 1 

1 
-х 

Р 

п 

1 

п 

lim 
n-++оо . 1 - (1-

(х -+ О), 

t nq - 1 

lim 
р n~+'" n" - (п - 1)" 

1 
-. • 1 ,. 

-;;-) 
pq 

Ovde је primenjena Stolzova teorema. Moze se postupi ti i па sledeCi naCin (definicijaodre­
denog integrala и Riemannovom smislu ,а q > 1 i dopunski rezultat ,а О < q < 1 (videti 2.49»: 

п kQ-' п (kY-' 1 
I 

~ ~j 
1 

lim Нт -- Iq-' dt ~ 1Ј-++СО L п п • 

n-'Ј. + оо n" q 
k~1 k~l О 

{Ј) Kako 
. 
Је 

а < ---lal 
п' п' 

2k - 1 2n - 1 
(k = 1, ... , п) , 

istim rasudivanjem као napred dobijamo 

п 

lim Ь" = Нт ~ 
п-++ оо n-++ со 

k-l 

2k - 1 а 

- --:-- Н ' а ~ т - n- ~ а. 
n2 n-++оо n2 
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у) Као u pretl1odnom ,1исаји, 1тато 

71, k 
Нт сп 0= log а· lim 2-2 

n--++сс n-++оо k п 
~I 

п + 1 
~ log а. Нт 

n-.++оо 2n 

Ь) RasudujuCi kao u prethodnim slucajevima, dobijamo 

ј 

- log а. 
2 

п (k п k 
1im log d" ~ lјт .2 log 1 + -.) ~ lim .2 

n-++оо »·++00 k=l п n-++оо k=l n
2 

1 

2 

• 
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2.75. Neka su а i Ь (а> Ь) dva pozitivna Ьгојао Nizove (аn)ј (Ь,,) definisacemo sa 

а,. + ЬN Ь V ь 
аn+ 1 == '»+1 == аn п 

2 
(п = 1, 2, ... ), а 1 = а, Ь1 = Ь. 

Dokazati da ovi nizovi konvergiraju ka istoj 
о • • 

gгаШСl. 

Dokazo Dokazimo najpre da је 

(1) а1 > а, > ... > а,. > Ь,. > о •• > Ь, > Ь, (п ~ 1, 2, .. о). 

Оуе nejednakosti ,и oCig1edno tacne za п ~ 1. Pretpostavimo da опе vaze za neki prirodan 
broj 11. Da bismo dokazali пјЉоуо vazenje za prirodan broj п + 1, doyoljno је ustanoviti da је 

аn > аn+ 1 > Ьn+ 1 > Ьnо 
Sve оуе nejednakosti, medutim, izlaze iz pretpostavke аn > Ьn > О i iz cinjenice da su a n+1 

i Ьn+1 redom aritmeticka i geometrijska sredina pozitiYnih brojeva а" i Ьn . Tvrdenje (1) је tako 
dokazano matematickom indukcijom. 

1, (1) izlazi da "и nizovi (а,,) i (Ьn) monotoni i ograniceni, tako da Нт а,. i liт Ь,. pos-
n-++со n-++оо 

toje i јтаји konacne yrednosti, koje сето redom oznaciti "а А i В. PustajuCi da п -+ + оо u jed­
nakosti 

dobijamo 

2 

А+В ,-­." - .- , 
2 

(n~I,2, ... ) 

tj. А ~ В. 

Primedba. Zajednicki lјте. о kome је oYde rec naziva "е aritmeticko-geometrijska sredina 
brojeva а i Ь. (Рој ат i termin poticu od Gaussa.) Оуа sredina moze ,е eksplicitno izraziti kao funkcija 
od а i Ь uz ротос e1iptickih integrala. О оуој sredini videti: 

D. S. MitrinoYic i Р. М. Vasic: Sredine, Matematicka mbIioteka, 'У. 40, Beograd 1969, 
str. 51- 52. 

2.76. Вгојпј nizovi (an)nEN i (b,,)nEN' vezani su ротоси jednakosti 

а 2 + Ь 2 
Ьn+1 = 

а, + Ь, 
а = п п 

"+1 
, 

Јп + ЬN 2 
Ako • 

а 1 > Ь 1 > О, dokazati da • 
Је Је 

аn > аn+ 1 > ьn+l > Ьn > О (п > 1). 

Dokazati da је lim а" = 1im Ьn ' 
»-++00 n-++оо 

2.77. Brojni nizovi (an)r.EN i (b,,)nEN definisani su sa 

(1) Ь _ 2аn Ь, 
n+l - , 

аn + Ь" 
• 

рп сети su пјЉоуј prvi сlапоуј а 1 i Ь 1 dati. 
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Ako је аl > Ь 1 > О, dokazati da је 

(~ ~,>~>~ 
(3) аnн < аn, Ь.+l > Ьn' 

(4) lima" = lim ь,,=V-аl-=-Ь1-' 
11-++00 n-++оо 

Dokaz. Dokazacemo samo jednakost (4). Ргета (3), niz (а,,) opada, а ргеma (2) је ograniCen. 
Stoga је niz (аn) konvergentan. 

Na osnovu (3), niz (Ь.) raste. Кa!to је, prema (2), 01 > о. > Ь., niz (Ь.) је OgranI~, р8 
је ј konvergentan i уэiј Нт Ь. > о. 

n-+а) 

Лkо stayimo lјт аn = 1, i Нт Ьn = 1" iz (1) dobijamo 
n-++оо n-~+oo 

1 1 
liт а,. = - ( liт аn + liт Ьn), tj. 1, = - (/, + 1,) 

n-++оо 2 n-t+oo i n-++оо 2 
odakle Је 

1, = 1, = 1, tj. liт а, = liт ЬN = 1> о. 
n-++оо n-++оо 

Slicno dobijamo ako оуај PQstupak primenimo па jednakost kojom је definisan niz (Ь.). 
Sada сето odrediti 1. 1, (1) izlazi 

an+ 1 Ьn+ 1 = lZп Ьn) 
odakle је 

Kako је 
lјт (ak bk) = lјт ak' liт bk = l' 1 Нт (Ok bk) = о, Ь" 

k-++co k-++a;I k-++oo k-++co 

dobijamo 1 = Уа, Ь,. 

Primedba. Nizoyi formirani ротоеи formula (1) naZlvaJU se aritmeticko-harmonijske ili harmo­
nijsko-aritmeticke sredine. О оуоте videti: 

D. S. Mitrinovic i Р. М. Vasie: Sredine, Matematicka bibIioteka, SY. 40, Beograd 1969, 
str. 52 - 55. 

2.78. Dati su nizovi (an)nEN i (bn)nEN pozitivnih brojeva, definisani sa 

а'Нl = а" + 2 Ьn' Ьn+ 1 = а" + Ьn' аl =.3, Ь 1 = 2. 

Dokazati da su clanovi niza (Cn)nEN gde је Сп = аn ,nalzmenicnoveei i manji , Ь 
п 

od V2, i da је 

Naci liт Сп' 
11-++ со 

Resenje. 1z datih relacija sleduje 

(1) Сn+ 1 = 
СП + 2 

• 

Kako је аn > О i Ь" > О (п Е N), zakljucujemo da је i сп > О (п Е N). Na osnovu (1), dobijamo 

(2) Y2'.~ сп + 2 _ У2' = - (У2' - 1) С" + У2' (ут - 1~ 
с" + 1 Сп + I 

Сn+ 1 -

У2 - 1 ( У-) -- сn -2. 
Сп + 1 

. 

оо 
,оО 

:' 

'. 
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Kako је с" > О, jz (2) jzlazj 

Kako је 
3 

С, = - > VZ, zakljucujemo da је 
2 

СП < VZ =} Сn+' > vz. 

C2n- 1 > vr (nEN). 

Iz СП > О (п Е N) sleduje 

Vz - 1 1/-
О < -'----,-- < v 2 - 1 

СП + 1 

1 
< -. 

2 

N а osnovu ovoga, lZ (2) jzlazj 

ј dalje 

(п = 2, 3, ... ). 

Odavde, 

lјт 1 СП - Vzl = О, 
п т+ОО 

tj. lim сп = Vz . 
n-+ + оо 

2.79. Niz nenegativnih brojeva а, СП = О, 1, 2, ... ), definisan је sa 

сп > 1). 

95 

Ako је 1 < ао < 2, ispitati da lј је Can)nEN konvergentan niz, i ako је odgovor 
potvrdan, odrediti njegovu granicnu vrednost. 

2.80. Dat је niz 

tj. niz 

О, 

Dokazati da је 

l' t + а, Ct г О fiksno; п = 1, 2, ... ), 

СХ > О). 

liт а, = _1 (1 + V I + 4 с) 
n-++оо 2 

Ct > О), 

=0 Ct = О), 

sto znaci da је lјт а" pItkidna fиnkcija od t u tacki t = О. 
n-++со 

Primedba. Moze se resjtj i sledecj op;;tjjj problem: U zavjsnosti od nenegativnih vrednosti za t i 
mogucnih realnih vrednostj za а, jspjtatj monotonjju, konvergencjju ј granjcnu vrednost njza (а,;, 
datog sa 

a 1 = а, an+ 1 = V t + а'Ј (n=1,2, ... ). 

Resenje. Neka је, najpre, t > О. Funkcija х -+ f (х) = V t + х јта па зlјсј prikazanj grafik. Опа 
је defjnisana za х :2': - Е, ј f (х) > х, f (Х) = Х јlј f (Х) < х, prema tome da li је - t < х < Xl 

Ј 
= _ (Ј + УЈ + 4 с), Х = Х, јlј х > х,. Za а dolaze и obzir vrednosti iz intervala [- Е, + со). 

2 . 
Indukcjjom se bez teskoca moze ustanovjtj da, ako је а Е [- Е, Х,), tada аn t (п Е N) i аn < Х. 

• 
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(11 Е N). Odatle izl azi 'kOl1\'CIgencija l1iza (аn ) u t0:11 slucaju, kao i jednakost lim а/Ј =---.: Х l' Na isti 
1I-++и:; _ 

naCin se ustanoYljava da, ako је а > Хl' niz (аn ) stгоgо opadajuCi tezi ka X 1. Najzad, u slucaju kada 
Је а --'-- .\:1) niz, осiglсЈпо, iп13. kOl1stantnu vTednost Хl' 

у 

-1 о Х, х 

Ako је t = О, sliспim rаsudivапјеm ustапо\·lјаvа se da пiz (а,,) kопstапtпо ima vrednost О, 
strogo rastuci konvergira ka 1, konstantno uzima vrednost 1, ili str06"0 opadajuCi konvergira ka 
broju 1, prema tome da 11 је а = О, О < а < 1, а = 1 ili а > 1. 

Slicna kompletnija al1aliza ponasal1ja, pod opstijim ргеtроstаvkаmз, moze se izvrsiti 
nokoliko rekuretno definisanih nizova koji ,е паvоdе u problemima iz ovog odeljka. 

2.81. Dat је niz 
Х 

(Х > о fiksno; п 1,2, ... ), 
2+а,. 

Ч· 

О, 
х Х Х 

--._-. , , , . . . 
2 2+ 

Х 
2+ 

Х 

2 Х 
2+-

2 
Dokazati da 

(n--+ +(0). 

• • 
'а JOS 

Primedba. Оуај пiz је koristan ,а рriblizпо izrасuпаvапје у,,- (k > 1). Ako se gore stayi х = k - 1, 
dobija se а,. --? Vk- 1. 

2.82. Niz а" (п = 1,2, ... ) ispunjava us1ove: 2 < a 1 < 3, 5 а.н = ап" + 6. Doka­
zati da је оуај niz konvergentan i пасј njegovu granicnu vrednost. 

2.83. Niz (Хn) definisan је rekurzivno sa 

п - 1 1 
Х = _·_-х l+-X п n- n-2 (1) (Хо , Xl fiksni rea1ni brojevi). 

П П 

Odrediti 1im х". 
n---?-+ оо 

Resenje. Predstavimo (1) u obliku 

(2) Xn-Xn- I = 
X n- 1 - Хn- :?; 

п 
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Odavde izlazi 

" х -, l)k лk -- k-l - \- , 

Pos1e sumiranja nalazi se 

ХО - Х, 

k! 
'k • 2 ' \. = 1, , .. . Ј. 

k~1 

Odavde, 

п 

" (- l)k (х, - Х,) , 

L k! 

" (- l)k 
(јо х" = х, + (хо - Х,) :г: -с;-:-- о 

k~1 k! 

Kako 
1 . 

Је - = 
е 

1+ 
+00 

+00 (_ l)k 
х" -+ Х, + (хо - х,) " ~,-:-­L k! 

k~1 

(- l)k 
" , do1azi se do L k! 
k~1 

Х" -+ х, + (хо - х,) .-' (n'+ + 00)0 

2.84. Za k > 1 dati зи nizovi (аn) i (Ьn)' gde је 

а" = (k (k - 1) + an_ 1)1/2, a 1 = (k (k - 1)У/2, 

Ь = (k Ь )1/2 b1 = k1/2
0 

п n-1' 

Dokazati da је lim а. = 1im ЬN = ko 
n~+oo n-++oo 

Reienje. Kako је аn+12 - аn'l. = йn - аn-l i а 2 > ан matematickom indukcijol~l zЗklјueuјеmо 
da је niz а. rastucio Dokazimo da је аn < ko Za п = 1 tvrdenje је tacno, jer је (k (k - 1))'/. < k. 

Neka је аn-, < k; tada је аn = (k (k - 1) + аn-,),/, < (k (k - 1) + k)'/. = ko 

Prema tome, iz pretpostavke da је tvrdenje tacno za п - 1 sleduje da је ono tacno za по 
Dak1e, а" < k za svaki prirodan broj По Kako је niz (а,,) ogranicen i rastuCi, оп је konvergentano 
Stavimo Нт аn = So Tada, па osnovu аn' = k (k - 1) + аn-, јтато 

n--з-+ со 

lim аn' = k(k - 1) + Нт an_,~s' = k(k - 1) + s~s = k, 
n-}оо- + со п-;,. + со 

jer је s > О, ра resenje s = 1 - k < О ne do1azi u obziro 

Dak1e, zaista је 1јт аn = ko 
n-++ оо 

Za niz (Ь,Ј moze se па slican nacin zak1juciti da је rastuci i ograniceno Мо stavin\.o 

Нт ЬN = t, iz Ьn' = k Ьn- 1 dobijamo t' = kt ~ t = k ~ 1im Ь" = k, Сјте је tvrdenje dokazanoo 
"-++00 n~+oo 

2.85. Dokazati da niz 

_ ~r аЬ' + Хо' 
Хl - a+l , .. о, 

Х = НаЬ' + Х.' 
.+1 ~ а+l '000 

strogo raste i da је ograniceno Odrediti lim Х"о 

Resenje. Ispitajmo da lј је 

(1) 

7 Nizovi i rcdovi 

,.-++00 

аЬ' + Хо' 

а+l 

(О < хо < Ь; а> О) 
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