1. PREGLED TEORIJE NIZOVA I REDOVA

1.1, NIZOVI

1.1.1. DEFINICOE

1.1.1.1. Svaka funkcija a : N— C naziva se migom kompleksnith brojeva ili krace,
kompleksnim nizom. Ako je, specijalno, a : N—> R, tada se a naziva mizgom realmhk
brojeva ili realnim nizom. Kompleksni i realni nizovi zovu se brojmi ili numeriéki
N1Z0UV1.

U teoriji brojnih nizova umesto a (#) Cesto se piSe a_. Uicdeni par (#, a,)
naziva se n-tim ¢lanom niza a. Cesto se, radi kraleg izraZavanja, kaze da je a, n-ti
¢lan niza a. Broj n naziva se tada indeksom &lana a,,. |

Sam niz a obi¢no se oznaCava sa a,(n = 1,2,...).
Upotrebljavaju se takode sledece oznake:

a, (?‘BE N)J (an)ﬂEN; (an); (ali Aoy . . ')? a,.

Skup N je domen ili skup indeksa niza {(a) (videti 0.8).
Skup a (N) naziva se skupom wrednosti ili antidomenom niza (a,) (videti 0.8).

U prethodnom izlaganju skup N moZe se zameniti skupom N, = {m, m
+ 1,...}, gde je meN,. Kako se ovaj opstiji slucaj u pogledu pojmova i rezultata
ne razlikuje bitno od slucaja kada je domen niza N (stav 1.2.2.1), u ovom pregledu
teorije nizova ograni¢i¢emo se na slucaj niza sa domenom N.

1.1.1.2. Po definiciji, niz (a,).en je ogramlen ili neogranien zajedno sa svojim
skupom vrednosti.

Za realan niz (a,),n brojevi suf? a, 1 uét; a,, koji se redom nazivaju
ne - n

supremum 1 infimum niza, definisani su sa
def ] def
sup a, = sup a(N), inf ¢, = infa(N).

nelN nclN

Ake je Su?q a, << o0, kaze se da je realan niz (@ ,en § gorme strane ogra-
nec
micen; U suprotnom slucaju, isti niz je s gorme strane neograniéen. Pojmovi »s donje

strane ogranifen mize 1 »s donje strane neogranmilen miz« analogno se definidu. Za
nz koji je 1 s donje strane ograniCen kaZe se kretko da je ograniden; ako niz nije
ograniCen, kaze se da je neogranmilen.

1.1.1.3. Momnotoni nizovi. Ako je ap < any1 (n € N), kaZe se da je realan niz

(an)nen (monotono) rastuci. Ako je an > ap.1 (n € N), niz (an)neny je (monotono)
opadajuci. Prethodnim nejednakostima u kojima su redom znaci < i > zamenjeni
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sa < 1 > redom se-definidu strogo (ili strikeno) rastudi i strogo (ili striktno) opada-
juci niz. U sva Cetirt sluCaja kaze se da je niz monoron, u poslednja dva kaze se i
da je on strogo ili strikino monoton. (U drukdijoj terminologiji, umesto rastudi,
Opada]uc1 Strogo rastuct 1 Strogo opadajuct niz kaze se redom: neopada;um,
nerastull, rastuCt 1 opadajuci niz. U daljem izlaganju koristi¢emo uvek prvi na-
¢in 1zrazavanja.)

Realan niz moZe monotono rasti, monotono opadati, itd. i za n > m, gde je
me N fiksirano, ili za dovoljno - veltko n, ukoliko postoji me N (koje se ne pre-
cizira) takvo da je an, < apsy1 za n > m, itd.

Upotrebljavaju se takode sled-Ze oznake:

(@, nex 7 Tastudi niz;

(@ nen | strogo rastuéi niz;

(a)wen ¢ Strogo opadajuéi niz. |
1.1.1.4. Podniz. Zaniz b, (n = 1, 2, . . .) kaZe se da je podniz niza (a,),en ako je
b, =a, n=1,2,...),

gde je p, (n=1,2,...) strogo rastu¢i niz prirodnih hrojeva.
1.1.1.5. Konvergencija. Granicna vrednost. Kaze se da je niz (a,),ey kon-
vergentan i da konvergira (tefi) ka broju a ako za svako ¢ > 0 postoji takav broj

n, € N da je a, — a| < € za svako n > no;

drugim rec¢ima, ako svaka okolina* tacke a sadrzi sve &lanove niza (a nex Cij1 Su
indeksi dovoljno veliki. U tom slucaju, broj a zove se grani¢na vrednost ili limes
niza {(a, )hen 1 pide se

lima, =a, i1 aq,—>a mH— +ow).

Hoe— - 00

Cesto se za niz kaze samo da konvergira ili da je konvergentan, bez pominjanja
broja ka kome konvergira.

Niz koj1 konvergira ka nuli zove se nula-niz.

Za niz Kojl ne konvergira kaze se da divergira ili da je divergentan.
1.1.1.5.1. Za realan niz (@ ),cn KaZe se da tezi ka +co (ka pozitivnoj beskonal-
MOsSIt) 1 PISEC

a, — +o (n— +o0), ii lim g, = + o0,
1= + o0
ako za svako Af > 0 postoji o€ N takvo da je a, > M za svako n > n,. Analogno
se definide znaCenje iskaza »niz (a,),en 1687 Ra —o0 (ka negativnoy beskonalnosti)«;
odgovarajuca ozmka [E
a —>—w (n—> 4ow), il ima, = —w.
H—=> 1t oo
Za realne nizove koji teze ka +co 1li ka —oo kaze se takode da stvarno
“divergiraju. Realni nizovi koji nisu ni konvergentni ni stvarno divergentni nazivaju
se oscilatormim nizovima. S obzirom na druge varijante prethodnih oznaka, ako
a, — 4o (n— +w0), odnosno a,— — oo (n— +c0), kaze se 1 da je +c0,
odnosno —oo, fimes niza (@, )uex-

* QOkolinom tacke (broja) a u sistemu kompleksnih brojeva naziva se {u jednoj varijanti
tog pojma) svaki disk (otvoreni krug) sa centrom u toj tacki i poluprecénika £ > 0, a u sisternu
realnih brojeva svaki interval oblika (a — ¢, a + &) (¢ > 0).
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1.1.1.5.2. KazZe se da kompleksan niz (a ),en te2i ka co (ka beskonalnosti) i pise

a,—> o (n—> 4+ o), 1li km a, = o,
n-—)+ oo

ako la |— + o0 (n— + o0).

1.1.1.6. Talka nagomilavanja. Za kompleksan broj a kaze se da je tatka na-
gomilavanja niza (a,).en ako za svako € > 0 1 svako n;& N postoji prirodan broj
n > n, takav da je [a, — a| < ¢; drugim reCima, ako svaka okolina talke a sadrzi
Clanove niza (@ ),en sa proizvoljno velikim indeksima. |

1.1.1.7. Donji i gornji limes. Neka je (a,),en realan mz 1 § skup svih njego-
vih tacaka nagomilavanja (S moze biti 1 prazan skup). Gornjim limesom (sinonimi:
limes superior, gornja tacka nagomilavanja) niza (a,),ex naziva se element L skupa
R, koji se odreduje na sledei nalin:

[ +c0, ako je niz (a, ),en neogranien s gornje strane;

| —o0, ako je niz (&, ),en § gornje strane ogranien i skup S je pra-
I — { zan (tj. ako je lim a, = —o0);

I >+ oo

sup S, ako je niz (@ ),en S gornje strane ograniCen 1 skup & nije
| prazan.

Analogno se definiSe: donji limes (himes inferior, donja talka nagomilavania)

niza (a,)nen. | |
Gornji limes niza (a,),en Oznacava se jednim od slede¢a dva simbola

lima, ii lmsup q,,

17—+ oo n—>—4
a donji limes istog niza jednim od simbola

Iim g ili liminf a,.
n -+ O N>+ 20
Prema odgovarajucim tvrdenjima u 1.1.2, gornji i donji limes jednoznaCno
su odredent (kao elementi skupa R_) za svaki realan niz i svaki od njih je tacka
nagomilavanja niza u sluaju kad je konaclan. Stoga, ako je lima,e R, imamo

H—> -t oo

lima, = max S, a ako je limg e R, tada je lima, = min S.
H—r = n—m n:a-_*‘.‘*oﬂ

Cesto se u slugaju kad je realan niz (a,)nen neogranien s gornje, odnosno
s donje strane, kaze da je simbol +co, odnosno —co, njegova taCka nagomila-
vanja. Ako se ova konvencija usvoji, tada se, uz na prirodan nac¢in na skup R
proSiren poredak skupa R (videti 0.10), gornji i donji limes mogu bez ograni-
Cenja definisati na slede¢i nacin:

'R def . def .
lima,=supS, lima, = inf S,
e =>4
a takode 1t ovako:
- def . def .
lim a, = max S, lim g, = min S,

H—> 4+ 00 n=p 40
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. ..a, ST |
1.1.1.8. Ako je im = = 1, piSe se ay ~ by (n —~ + o) i kate da se niz

F1—» - 00 b
#H
(a),cn astmptotski ponasa kao niz (b,).en (1l da je prvi niz asimprotski jednak
drugom). | |
Neka su (a,) 1 (b)) realni nizovi 1 neka je b, > 0 (ne N). Tada se pise:

a a

a, = O (b,) ako je niz —* ogranien; a, = o (b,) ako niz —;— tezi ka 0.

bﬂ n

F

1.1.2. TEOREME O KONVERGENCII T O TACKAMA
NAGOMILAVANJA NIZOVA

Na pocetku navodimo jedan stay iz osnova matematicke analize, koji posebno
igra fundamentalnu ulogu u teoriji brojnih nizova.

1.1.2.0. Svaki neprazan 1 sa gornje strane ograniCen skup realnih brojeva ima
supremum, a svaki neprazan i sa donje strane ograniCen skup realnih brojeva ima
infimum.

Navedeni stav ne odnost se direktno na nizove, ali se bitno koristi u dokazu
nekin najvaznijih od sledecih teorema o brojnim nizovima. Sve one od tih teorema
u Cyoj formulaciji 1 1 vezt s kojima nije 1zricito reCeno da je reC o realnim nizo-
vima odnose se na opsti slucaj kompleksnog niza.

1.1.2.1. Ako se doda ili oduzme konacan broj ¢lanova nizu, ili se izmene vrednosti
konacnog broja njegovih Clanova,! ne menjaju se: njegova ograniCenost (odnosno -
neogranifenost), njegova konvergencija, grani¢na vrednost 1 tacke nagomilavanja.

1.1.2.2. GraniCna vrednost niza je 1 njegova tatka nagomilavanja. Obrnuto ne
vazi. N1z mozZe imati samo jednu grani¢nu vrednost.

1.1.2.3. Ako niz teZi ka a, tada i svaki njegov podniz tezi ka a.

1.1.2.4. Tacka nagomilavanja podniza nekog niza je tacka nagomilavanja tog
niza.

1.1.2.5. Ako je a tatka nagomilavanja nekog niza, postoji podniz toga niza Koji
konvergira ka a. |

Sledece dve teoreme odnose se na realne nizove.

1.1.2.6. Ako je a, << 7, <l ¢, za dovoljno veliko n i ako je lim a, = lim¢, = b,
¥i-» 40O n—> - 0

tada je niz b, (n =1, 2,...) konvergentan i lim b, = . Pri tome b moZe biti

71—+

proizvoljan element skupa R._..

1.1.2,7. 1° Ako je a, < b, za dovoljno veliko z i ako postoje lim a, i lim &, tada

H—r - 71> 4 0
je lim a, < lim b,
H-> 4 O > -+ 20
2° Ako je lim o, << lim b,, tada'je a, < b, za dovoljno veliko .
i - o0 n—+=+4w0 -

1 Citalac ¢ée lako dati precizno tumacdenje ovim formulacijama.
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1.1.2.8, Teorema o konvergenciji monotonih nizova. Svaki monoton i ogra-
nic¢en realnl niz je konvergentan. ]
Pr1 tome, ako je niz (ap) opadajuci i (s gernje strane) ograniCen, vazi lim a, =

n—» -+ a0
= SUp am, @ ako je opadajuéi 1 (s gornje strane) ogranien, imamo lim a, =
n> n-r + o0
n>1

1.1.2.9. Dedekindeva teorema. Neka su aq, 1 &, (n =1,2,...) realmi nizovi
saosobinama:a,/, b, n=1,2,.. );a,< b, (n=1,2,...)1 lim (b,—a,) =0

1>+
Tada su oba ova niza konvergentna 1 njihova zajednic¢ka graniCna vrednost ¢ zado-
voljava dvostruku nejednakost a, << ¢ << b, (n = 1,2, ...). U slutaju kad je q, ],
b,  (n=1,2,...) prethodna dvostruka nejednakost moZe se zameniti preciz-
nijom: a, <c<b,(n=1,2,...).
1.1.2.10. Bolzano~-Weierstrassova teorema. Svaki ogranien niz:ima bar jednu
taCku nagomilavanja.
1.1.2.11. Da bi brojni niz konvergirao, potrebno je i dovoljno da bude ogranicen
i da ima samo jednu tac¢ku nagomilavanja.
1.1.2.12. Cauchyev kriterijum konvergencije. Da bi niz (a,),en konvergirao,
potrebno je i dovoljno da za svako & >> 0 postoji e N takvo da je
la, —a,|l <c¢ za p>q=n,
1.1.2.13. Ako je niz (a,),en Konvergentan, tada je konvergentan 1 niz ja_|
lim an\.
et o

n=1,2,...)1vazi lim lap =

n - @

Egzistencija 1 konacCnost limesa na levoj strani ne povlali egzistenciju limesa
na desnoj strani.
1.1,2.13.1, Uz konvenciju |+oo| = +o0, za realne nizove vaZe oba tvrdenja

prethodne teoreme u kojoj je konvergencija (tj. egzistencija konalnog limesa)
zamenjena egzistencijom limesa u R,

1.1.2.14, Ako su nizovi q,(n=1,2,...) 1 b (n
su konvergentni 1 nizovi a, + b,, a, — b,, a,b_(n =

im (a, +b,) = lim e 4+ lim &,

|

1, 2,...) konvergentni, tada
1,2,...) 1 tada je

=+ 0 n—> -+ n— -G
(1) lim (a, —b,) = lim a, — lim &,
n—> 4w n=r—+ a0 n-» =+

m (a,b,) = lim a, lim b,.

I— -+ o0 11— 4 00 i <00

Ako jejos lim by # 0, tada je i niz ay by (n dovolino veliko) Konvergentan 1 vazi

n— -+ 4
jednakost
lim a,
' d
(2) llm T Nn—>-+ao
n—> + oo b” Iim bn
N> 4+ G

' Egmgtencija} 1 konalnost bilo kog (posebno) od limesa na levim stranama
jednakosti (1) i (2) ne povladi egzistenciju ni lim a, ni lim &,

n—+ao n—r 4+ oo
2 Nizovi 1 redovi
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1.1.2.14.1. Uz iskljucenje sluCajeva kad se na desnoj strani javlja jedan od izraza

+ o0 — 0, —w0 +oo, 0 (Z:CO)J (£o0) 0, % (aeRﬂj)J =2 s
| — OO

sva tvrdenja teoreme 1.1.2.14, u kojoj je konvergencija zamenjena egzistencijom
limesa u R, vaze 1t u R,

1.1.2.15. Ako je gornji limes realnog niza konalan, on je najveta tatka nagomi-
lavanja (tj. maksimum skupa taCaka nagomilavanja) tog niza. Analogno tvrdenje
vazi za donjt hmes.

1.1.2.16. Da bi realan niz (a,),en imao limes u R, (tj. konvergirao ili teZio ka
pozitivnoj ili negativnoj beskonacnosti), potrebno je i dovoljno da bude

Iim a,= lim gq,.

n—>-}co >0

1.1.2.17. Neka je (a),en realan niz. Ako je a,<< A za dovoljno veliko n, tada

je lim a, < A; ako je a,>a za proizvoljno velike vrednosti n, tada je lim q,>a;
>+ 50 n—> -4
ako je a_<C A za proizvoljno velike vrednosti », tada je lim a,< A; ako je g,> a
n—r - oo
za dovoljno veliko #, tada je lm g, > a.

=>4+

1.1.2.18. Da bi realan broj L bio gornji limes realnog niza (a,),en, potrebno je
1 dovoljno da za svako ¢ > 0 nejednakost ¢, << L 4 ¢ bude zadovoljena za dovoljno
veliko », a nejednakost ¢, > L — ¢ za proizvoljno velike vrednosti #. Da bi realan
broj / bio donji limes istog niza, potrebno je 1 dovoljno da za svako ¢ > 0 nejed-
nakost a, > [ — ¢ bude zadovoljena za dovoljno veliko »n, a nejednakost a, <+ ¢
za proizvoljno velike vrednosti #.

1.1.2.19. Neka su a, i b, (ne N) realni nizovi. Ako je za n dovoljno veliko a, < b,,
tada je
lim g, < lim &, 1 lim q,< lim b,

11—+ €0 - 40 7>+ 0 71—+ 0

(Tvrdenje 1° teoreme 1.1.2.7 je specijalan sludaj ove teoreme.)

1.1.2.20. 1° Neka su (a,),en 1 (5,),ex dva realna niza. Uz iskljucenje slucajeva
kad se javljaju izrazi koji nemaju smisla, vaZe slededée nejednakosti:

lim a, + lim b, < lim (a, +5,) < lim a, + lim &,

M= G0 ”_:"'+':'O ”‘?"‘i‘cﬂ ﬂ_}..-f-;ﬂ H,++w
im a, + lim b, < lim (a,+5,) < lm a, + lim b,
=+ 00 n->+w n—> -+ n->+ o 1>+

- 2" Ako je jo$ a, > 0, b, > 0 za dovoljno veliko #, tada, uz isto ograniCe-
nje kao napred, vaZe nejzdnakosti

m q, - lim b, < lim (a,b,) << lim a - lim b,
7>+ @0 n—>+co n—>+c0 n>+wo  norto

lim a,. lim &, < lim (a,b,) < lim a,- lim b,
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1.1.2.21, Za svaki realan niz (a)),en j€

lim (—a) = — lim a, lim (—a,) = — lim a,.

> 4 oo n—+ > ”->+ oF

Ako je a, > 0(n=1,2,...), tada je

: 1 1 — 1 ]
hm — = —=— , lm — = H ;
ns bt O lim a, n->+o aq nl a
2>+ co n—>—+co
| : . . 1 . .1
gde se, pored veC usvojene konvenclje = 0, uzuna da je —= 4+ wo.
| -+ 00 0

1.1.2.22, Stolzova teorema. Neka su (a),en 1 (8,)nen dva realna. niza. Ako
b,—> 4o (n—> +w) 1 b,1 za n dovolino veliko, tada je

a

1

—an,l,l_#__ a o d = d, — a

/
3
A
=
=
E
A
3

hm

N>+ co bn o brr-l N>+ @D b H> o bn >k oo bn o brr—l

Posledica 1. Specijalno, pod istim pretpostavkama, iz egzistencije limesa

arr_;_ — duq

lim

>0 b?l — bﬂ—l

: . oy . a .
‘u R,) sleduye egzistencija limesa lim —2 kao 1 jednakost
n—>--oc b
H

lim E:f: — 111'1'1 ﬂﬂ T an*l
11—+ 0 bﬂ. nl—> - o bn — b?l"’l

Igzistencija leve strane poslednje jednakosti ne povlact egzistencyu desne strane
iste jednakosti.
Stolzova teorema ima jos sledeée vazne posledice:

1.1.2.22.1. Cauchyeva teorema. Ako je lim a, = a, tada je

n—>+ w

lim - S a,=a.

n>+w N P

Posledica 1 Stolzove teoreme i Cauchyeva teorema vaie 1 kada je g,
(n=1,2,...) kompleksan niz.
n
1.1.2.22.2. Ako je a,>0 (n=1,2,...) i lima,=a, tada je lim ([1q,)" = a.

11> 4 a0 n->+0 k=1
1.1.2.22.3. Ako je a, >0 (n=1,2,...), tada je

a a

im ! < lim a ! < lim a,l" < lim

nstew 9, >4 7>+ 0 n>t+w a4,

n+1

2*
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S— — L S E— Y

—

an+ 1

Specijalno, pod 1stom pretpostavkom, iz lim = q 1zlazi lim gq /" = q.

> 4-oC aﬂ nor o

1.1.2.23. Nekoliko partikularnih rezultata

| " )| i1
mem%:pk“Jx,H=l+ﬂ  r=L7%. .5

H n

lim o, = lim B, = e € (2, 3);

TR e >4 o0

| 3
a, < e<pf, 0<c—a3=<ﬁ,l—*a,,<—’z- o =2 To By v il

: 1 ] ]
¢ = lim (1+-+—.-+~--+—-).
]! 2! n!

H—> 1T 0

M
Broj e, zajednicki limes nizova a,, f,, i Z = (n=1,2,...), je transcenden-

k=0

tan 1 1ma decimalni razvoj e = 2,71828 18284 59045 . . .

1
1.1.2.23.2. lim [1 i F S -~—1——-— log n] =y = 0,57721 56649 01532 .. ..
7

Mo

Broj y zove se Eulerova konstanta.

Primedba. Jo§ nije ustanovljeno da li je y racionalan ili iracionalan broj.

1.1.2.23.3. lim 4" =0 (la] < 1).

n—r -+ o0

1.1.2.23.4. lim =0 (la] > 1)

M
n-—>-| e {In
1.1.2.235. lim 2

n>+oc M

1.1,.2.23.6. lim g'/»

n—r-oo

1.1.2.23.7. lim nl/~

?I—J--i—m

1.1.2.23.8. Stirlingova formula.! Nave$¢emo dva oblika ove formule.

Precizniji oblik:

= ( (ae C).

I

1 (@ = 0).

L.

|

. On
nl=|2nnn"e  120<f <1; neN).

Manje precizni oblik:

nl ~ VE ann" e (n—+o00).

1 Detaljnije o Stirlingovoj formuli videti:
D. S. Mitrinovié, saradnik P. M. Vasié¢: Analiticke nejednakosti. Beograd 1970, str.

175—179.
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1.1.3. FUNKCIONAILNI NIZOVI

1.1.3.1. Pojam funkcionalnog miza f(x) (n =1,2,...), gde su x> f (x) realne
funkcije realne nezavisno promenijive sa istim domenom, definiSe se na slican
natin kao pojam brojnog niza.

Realne funkcije realne promenljive mogle bi se, u prethodnom tekstu 1 u nekim
od sledeéih rezultata, zameniti kompleksnim funkcijama kompleksne promenljive,
ali izlaganje koje sleduje pretpostavlja da je reC o mizovima realnih funkcija realne

promenljive.

1.1.3.2. Ako je konvergentan brojni niz koji se dobija od niza {f,(x)),ex stavljajudi
x = X3, Kaze se da funkcionalni mz ( f”(x))ﬂeN konvergira u tacki x == X,.
Skup svih tacaka u kojima niz ( fn(x))neN konvergira zove s¢ skup Ronvergencije

ovog funkcionalnog niza.
Ako je lim f(x) = f(x) za svako x& E(C R), funkcija x> f(x) naziva se

graniinom funkcyom miza (£.( ))nen na skupu E.

1.1.3.3. Neka je E{ ¢ R) skup na kome su sve funkcije f1, fz, . . . definisane. Ako
- postojl nenegativan realan broj M takav da je |fa(x)] < M za svako xe€ E 1 za
svako n &€ N, kaze se da je nmiz fi, fe, . . . uniformno ogramicen na L.

1.1.3.4. Neka su sve funkcije f4, fo, . . . definisane na skupu E (C R). Ako za svako
¢ > 0 postoji n,= N takvo da je [f (x) — f(x)] <p za svako n > n 1 svako x€ E,
kaze se da niz f,(x) uniformno konvergira ka funkciji x> f(x) na skupu E.

Ako je skup E int=rval, onda se u 1.1.3.2, 1.1.3.3 1 1.1.3.4 na svim mestuma
rei »na E« mogu zameniti reCima »u (intervalu) E«.

1.1.3.4.1. Neka je G (x) = [f (x) — f(x)! za dati skup E(C R) 1 neka je
4, = sup G, (x) n=1,2,...).

xeF

Da bi niz f,(x) na E uniformno konvergirao ka f(x), potrebno je t dovoljno da bude
Iim «,=0.

=+ oo

Ako x. e E(n=1,2,...) 1 lim G, (x,) > 0, tada f,(x) ne konvergira unifor-
o>+ o
mno ka f(x) na E.

1.1.3.5. Cauchyev kriterijum za uniformnau Kkonvergenciju. Funkcionaini
iz (f(x))nex uniformno konvergira na skupu E (C R) ako i samd ako za svako £ > 0
postojt #,c N takvo da je

| fo(x) _”fq(xﬂ < £

za svako p > q > n, 1 za svako x& L.

1.1.3.6. Ako su sve funkcije x4» f,(x) (n = 1, 2,...) neprekidne na skupu E(c R )
i niz (fn(x))”EN na F uniformno konvzargira ka f{x), tada je i funkcija x > f (x) ne-
prekidna na skupu £.

1.1.3.7. Neka je fa(x) (n = 1, 2, ...) niz realnih funkcija koje su u Riemannovom
smislu integrabilne u intervalu [a, b} (—c0 < a < b << +00). Ako ovaj mz u
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‘a, b] uniformno konvergira ka funkciji x> f(x), tada je furkcija x> f(x) u
[a, b] u Riemannovom smislu integrabilna 1 vazi jednakost

‘im Sf (x)dx-—Sf(x)dx

n—> -4 oo

T,
LW
S -

1.1.3.7.1. Teorema Arzela. Neka je svaka od funkcija xt—f (x)(n = 1,2,...)
4 Riemannovom smislu integrabilna u intervalu [a, b} (—o0 < a < b < 4-w).
Ako je ovaj niz u {a, b} uniformno ograniCen 1 konvergira ka funkciji x—f(x)
koja je u [a, b] integrabilna u Riemannovom smislu, tada vaZi jednakost (3).

1.1.3.8. Neka su sve funkcije fy,f,, ... definisane u intervalu (a, b) (a << b), i
neka su ispunjem slededi uslovi:

1° niz f(x) {(n=1,2,...) konvergira za neko x,€ (a, b);

2° sve funkcije x—f,'(xX)(n = 1, 2,...) imaju konalne vrednosti za svako
x& (a, b);

3% niz f,'(x) (= 1,2,...) uniformno konvergira u svakom zatvorenom in-
tervalu sadrzanom u (a, b).

Tada:

a) nmz f(x) (n=1,2,...) uniformno konvergira u svakom zatvorenom
intervalu sadrZzanom u (a, b); -

b) grani¢na funkcija x+> f(x) miza f(x) (nm==1,2,...)ima izvod u(q, b) i

¢) f'{x) = lm f'(x) za svako x€ (a, b).

¥l 4 OO

Primedba 1. Prethodna teorema Cesto se navodi u (za dokaz) jednostavnijem obliku u kome
se prefpostavka 2° zamenjuje pretpostavkom da su sviizvodi x - f,,'(x) (n = 1, 2,...) nepre-
kidni u Intervalu (a, b).

Primedba 2. Uz zamenu na svim mestima E (CR) sa E (cQ), definicije 1.1.3.2, 1.1.3.3 i
1.1.3.4, kao i teoreme 1.1.3.4.1, 1.1.3.5 1 1.1.3.6, vaZe 1 za nizove kompleksnith funkcyja komp-
leksne promenljive. Teorema 1.1.3.7 takode 1ma svol analogon za slu¢aj kompleksnih funkci-

onalnih nizova.



1.2. REDOVI

1.2.1. BROJNI REDOVI
1.2.1.1. Neka je

(1) a, n=20,1,2,...)

niz kompleksnih brojeva. Simboli¢ka oznaka formalnog beskona¢nog sumiranja
Clanova ovoga niza

4 0
(2) Zau! 111 a{]_-’-_al_i—"'_l_an_f""'}

ri="0
naziva se brojmum (numerickim) redom 1li, krace, redom. Po definiciji, »n-tt ¢lan niza
(1) je ujedno 1 n-tr élan reda (2).
OpStije, brojnt red moze imati oblik

| o
(2’) Z dy 11 Uy, + Ay 41 + e (nﬂe Nﬂ)

R=ny

Ponekad se terminu »brojni red« pridaje uze znacenje brojnog reda Ciji st svi
Clanovi realni brojevi.

Z.bir
S,=Ya  (=012..)
E=0

naziva se n-tom parcijalnon sumom reda (2).

1.2.1.2. Konvergencija brojnog reda. Ako niz parcijalnihsuma §, (# = 0, 1, 2,...)
brojnog reda (2) konvergira ka (kona¢noj) granici S, kaze se da red (2) konvergira
ili da je konvergentan. Broj § u tom sludaju naziva se swmom (zbirom) reda (2) 1
oznacava jednim od simbola (2), tako da se moZe pisati

-+ o
ZanzS, i g +a;, +---+a, +---=38.
n=_

Ako brojni red ne konvergira, kaze se da divergira ili da je divergentan.
Ako red (2) konvergira, broj

—+ o
R,= % aqa (n=0,1,2,...)
k

=n+1
naziva Se njegovim n-ith ostatkom.
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