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1. U zavisnosti od realnog parametra a ∈ (1, 2) izraqunati

∫ π
2

0
cosa(x) sin4−2a

(
x

2

)
tg(x)dx.

2. Ispitati uslovnu i apsolutnu konvergenciju slede�ih redova:

(a)

+∞∑
n=4

(−1)n√
[n2 ] + (−1)n

, (b)

+∞∑
n=1

sin

(
1

n

)
− 1

n
.

3.

(a) Razviti funkciju f(x) = coshx u Furijeov red na intervalu [−π, π].

(b) Izraqunati sumu
+∞∑
n=1

(−1)n

4n2 + 1
.

REXEǋA

1.

∫ π
2

0
cosa(x) sin4−2a

(
x

2

)
tg(x)dx =

∫ π
2

0
cosa(x)

(
sin2

(
x

2

))2−a
sinx

cosx
dx

=

∫ π
2

0
cosa−1(x)

(
1− cosx

2

)2−a
sinxdx

=


t = cosx

dt = − sinxdx
x = 0 −→ t = 1
x = π

2 −→ t = 0


=

1

22−a

∫ 1

0
ta−1(1− t)2−adt

=
1

22−a

∫ 1

0
ta−1(1− t)3−a−1dt

=
1

22−a
B(a, 3− a)

=
1

22−a
Γ(a)Γ(3− a)

Γ(a+ 3− a)

=
1

22−a
Γ(a)(2− a)(1− a)Γ(1− a)

2!

=
(2− a)(1− a)

23−a
· π

sin(aπ)

2. (a) Oznaqimo an =
(−1)n√

[n2 ] + (−1)n
. Kako je

|an| =
1√

[n2 ] + (−1)n
>

1√
n− 1

∼ 1√
n



i red
∑+∞

n=4
1√
n
divergira, to dati red ne konvergira apsolutno. Ispitajmo uslovnu konvergenciju.

Ne mo�emo primeniti Lajbnicov kriterijum na dati red jer 1√
[n
2
]+(−1)n

ne opada.

an =
(−1)n√

[n2 ] + (−1)n

∼ (−1)n√
n+ (−1)n

=
(−1)n√

n
· 1

1 + (−1)n√
n

∼ (−1)n√
n

(
1− (−1)n√

n

)
=

1

n
+

(−1)n

n
1
2

Red
∑∞

n=1
(−1)n

n
1
2

konvergira na osnovu Lajbnicovog kriterijuma, ali red
∑∞

n=1
1
n divergira, pa

dati red ne konvergira ni uslovno.

(b) Oznaqimo an = sin
(

1
n

)
− 1

n . Kako je an > 0 za svako n ∈ N, u pitaǌu je red sa pozitivnim
qlanovima pa je uslovna ujedno i apsolutna konvergencija. Imamo

an = sin

(
1

n

)
− 1

n
∼ 1

n
− 1

6n3
− 1

n
∼ 1

n3
,

pa kako
∑∞

n=1
1
n3 konvergira, to i dati red konvergira apsolutno.

3. Mo�emo koristiti osobine hiperboliqkih funkcija (npr. (sinhx)′ = coshx itd.), a mo�emo i
iskoristiti definiciju f(x) = coshx = ex+e−x

2 . Odredimo koeficijente Furijeovog reda.

a0 =
1

π

∫ π

−π
f(x)dx =

2

π

∫ π

0

ex + e−x

2
dx =

1

π
(ex − e−x)

∣∣∣∣π
0

=
eπ − e−π

π
,

bn = 0 jer je f(x) parna,

an =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos(nx)dx

=
1

π

∫ π

−π

ex + e−x

2
cos(nx)dx

=
2

π

∫ π

0

ex + e−x

2
cos(nx)dx

=
1

π

∫ π

0
(ex + e−x) cos(nx)dx︸ ︷︷ ︸

I

=

[
u = cos(nx) dv = (ex + e−x)dx

du = −n sin(nx)dx v = ex − e−x

]

=
1

π

(
cos(nx)(ex − e−x)

∣∣∣∣π
0

+ n

∫ π

0
(ex − e−x) sin(nx)dx

)

=
(−1)n(eπ − e−π)

π
+
n

π

∫ π

0
(ex − e−x) sin(nx)dx

=

[
u = sin(nx) dv = (ex − e−x)dx

du = n cos(nx)dx v = ex + e−x

]

=
(−1)n(eπ − e−π)

π
+
n

π

(
sin(nx)(ex + e−x)

∣∣∣∣π
0

− n
∫ π

0
(ex + e−x) cos(nx)dx

)

=
(−1)n(eπ − e−π)

π
− n2

π

∫ π

0
(ex + e−x) cos(nx)dx︸ ︷︷ ︸

I



Dakle,
1

π
I =

(−1)n(eπ − e−π)

π
− n2

π
I

I = (−1)n(eπ − e−π)− n2I,

pa je

I =
(−1)n(eπ − e−π)

1 + n2
.

Konaqno,

an =
1

π
I =

(−1)n(eπ − e−π)

π(1 + n2)
.

Odavde je tra�eni Furijeov red

Sf (x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cos(nx) + bn sin(nx))

=
eπ − e−π

2π
+
∞∑
n=1

(−1)n(eπ − e−π)

π(1 + n2)
· cos(nx)

(b) Oznaqimo tra�enu sumu sa

A =
+∞∑
n=1

(−1)n

4n2 + 1
.

Izraqunajmo Sf
(
π
2

)
. Imamo da je

cos

(
n · π

2

)
=

{
0, n neparno

(−1)
n
2 , n parno

pa je

Sf

(
π

2

)
=
eπ − e−π

2π
+

∞∑
n=1

(−1)2n(eπ − e−π)

π(1 + (2n)2)
· (−1)n =

eπ − e−π

2π
+
eπ − e−π

π
·A.

Znamo da je

Sf

(
π

2

)
=
f
(
π
2
+
)

+ f
(
π
2
−
)

2
= f

(
π

2

)
=
e
π
2 + e−

π
2

2
,

pa je tra�ena suma

A =
π

2
· e

π
2 + e−

π
2

eπ − e−π
− 1

2
.


