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1. Izraqunati zapreminu obrtnog tela nastalog rotacijom funkcije f(x) =

√
x ln(1 + x)

x4 + 8x2 + 16
, x ∈ [0, 1]

oko x-ose.

2. Ispitati konvergenciju slede�ih integrala:

(a)
∫ +∞

1

1
3
√
x4 − x

dx, (b)
∫ +∞

2

ln(1 + x)

x2 sin
(

1√
x

)dx.
3. Dat je stepeni red

+∞∑
n=1

(−1)n+1xn

n(n+ 2)
.

(a) Odrediti ǌegovu oblast konvergencije.
(b) Na�i funkciju qiji je ovo stepeni red.

(v) Izraqunati
+∞∑
n=1

1

2nn(n+ 2)
.
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2. (a) Singulariteti datog integrala su 1 i +∞ pa podelimo integral tako da u svakom integralu
bude taqno jedan singularitet:∫ +∞

1

1
3
√
x4 − x

dx︸ ︷︷ ︸
I

=

∫ 2

1

1
3
√
x4 − x

dx︸ ︷︷ ︸
I1

+

∫ +∞

2

1
3
√
x4 − x

dx︸ ︷︷ ︸
I2

Konvergencija I1: Uvedimo smenu da singularitet prebacimo iz 1 u 0.

I1 =

∫ 2

1

1
3
√
x(x3 − 1)

dx =


t = x− 1
dt = dx

x = 1 −→ t = 0
x = 2 −→ t = 1

 =

∫ 1

0

dt
3
√

(t+ 1)((t+ 1)3 − 1)

=

∫ 1

0

dt
3
√
(t+ 1)(t3 + 3t2 + 3t+ 1− 1)

=

∫ 1

0

dt
3
√

(t+ 1)t(t2 + 3t+ 3)

Kako je
1

3
√

(t+ 1)t(t2 + 3t+ 3)
∼ 1

3
√
1 · t · 3

∼ 1

t
1
3

, t→ 0,



a integral
∫ 1

0

1

t
1
3

dt konvergira, to I1 konvergira na osnovu drugog poredbenog kriterijuma.

Konvergencija I2:
Kako je

1
3
√
x(x3 − 1)

∼ 1
3
√
x4

=
1

x
4
3

, x→ +∞,

a integral
∫ +∞

2

1

x
4
3

dx konvergira, to I2 konvergira na osnovu drugog poredbenog kriterijuma.

Konaqno, kako oba integrala I1 i I2 konvergiraju, to konvergira i dati integral I.

(b) Integral ima samo singularitet u ∞ (potencijalni singulariteti su nule funkcije sin
(

1√
x

)
,

ali to su brojevi oblika 1
k2π2 , k ∈ Z\{0} i nijedan od tih brojeva nije u oblasti integracije [2,+∞)

pa samim tim to nisu singulariteti).
Kako je

ln(1 + x)

x2 sin
(

1√
x

) ∼ lnx

x2 · 1√
x

=
1

x
3
2 (lnx)−1

, x→ +∞

i znamo da
∫ +∞

2

1

x
3
2 (lnx)−1

dx konvergira (zadatak sa ve�bi ka�e da integral
∫ +∞

2

1

xp lnq x
dx konver-

gira za p > 1 ili p = 0 i q > 1, a ovde je p = 3
2 > 1), pa na osnovu drugog poredbenog kriterijuma

konvergira i dati integral.

3. (a) Oznaqimo an = (−1)n+1

n(n+2) . Kako je

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

1
n(n+2)

1
(n+1)(n+3)

= lim
n→∞

(n+ 1)(n+ 3)

n(n+ 2)
= 1,

to je (−1, 1) ⊂ D. Ispitajmo konvergenciju u taqkama ±1.
konvergencija za x = 1: niz

(
1

n(n+2)

)
n∈N

opada i te�i nuli, pa na osnovu Lajbnicovog testa kon-

vergira red
+∞∑
n=1

(−1)n+1

n(n+ 2)
.

konvergencija za x = −1: kako je 1
n(n+2) ∼

1
n2 , n → +∞ to red

+∞∑
n=1

(−1)n+1 · (−1)n

n(n+ 2)
= −

+∞∑
n=1

1

n(n+ 2)

konvergira na osnovu drugog poredbenog kriterijuma.
Dakle, oblast konvergencije datog stepenog reda je D = [−1, 1].

(b) Oznaqimo f(x) =
+∞∑
n=1

(−1)n+1xn

n(n+ 2)
. Stepeni red je ravnomerno konvergentan u svojoj oblasti defin-

isanosti pa ga mo�emo diferencirati qlan po qlan na D.

f ′(x) =

+∞∑
n=1

(−1)n+1xn

n(n+ 2)

′ = +∞∑
n=1

(−1)n+1
�nxn−1

�n(n+ 2)
=

+∞∑
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n+ 2

=
1

x3
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x3
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n
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1

x3
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1

x3
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(−1)n+1xn

n
− (−1)1+1x1

1
− (−1)2+1x2

2

 =
1

x3

(
ln(1 + x)− x+

x2

2

)

=
ln(1 + x)

x3
− 1

x2
+

1

2x

Prethodni raqun va�i za x 6= 0 (da bismo mogli da izvuqemo faktor 1
x3
).

Sada je

f(x) = f(0) +

∫ x

0
f ′(t)dt =

∫ x

0

(
ln(1 + t)

t3
− 1

t2
+

1

2t

)
dt



Lako se proveri da je f(0) = 0 (ubacimo x = 0 u stepeni red). Integral
∫ x
0

(
ln(1+t)
t3
− 1

t2
+ 1

2t

)
dt

�emo posebno raqunati. Izraqunajmo prvo neodre�eni integral I =
∫ ( ln(1+t)

t3
− 1

t2
+ 1

2t

)
dt.

I =
1

t
+

1

2
ln |t|+

∫
ln(1 + t)

t3
dt =

[
u = ln(1 + t) dv = 1

t3
dt

du = dt
1+t v = −1

2t2

]

=
1

t
+

ln |t|
2
− ln(1 + t)

2t2
+

1

2

∫
1

(1 + t)t2
dt =

1

t
+

ln |t|
2
− ln(1 + t)

2t2
+

1

2

∫ (
1

t+ 1
− 1

t
+

1

t2

)
dt

=
1

t
+
�
�
�ln |t|
2
− ln(1 + t)

2t2
+

ln(t+ 1)

2
−
�

�
�ln |t|
2
− 1

2t
=

(t2 − 1) ln(t+ 1) + t

2t2

Odavde je

f(x) = f(0) +

∫ x

0
f ′(t)dt =

∫ x

0

(
ln(1 + t)

t3
− 1

t2
+

1

2t

)
dt =

(t2 − 1) ln(t+ 1) + t

2t2
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0

=
(x2 − 1) ln(x+ 1) + x

2x2
− lim
t→0+

(t2 − 1) ln(t+ 1) + t

2t2

L.P.
=
0
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(x2 − 1) ln(x+ 1) + x
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− lim
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4

Dakle,

f(x) =

 (x2−1) ln(x+1)+x
2x2

− 1
4 x ∈ [−1, 0) ∪ (0, 1]

0, x = 0
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 =
5

4
− 3

2
ln 2


