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1. Izraqunati integral
∫ √

1− x2
x2 + 1

dx.

2. Ispitati apsolutnu konvergenciju slede�ih redova:

(a)
+∞∑
n=1

(−1)n

ln(n2 + 1)
, (b)

+∞∑
n=1

n!

2nn2
.

3. Funkciju f(x) = x3 razviti u Furijeov red na (−π, π) i izraqunati
+∞∑
n=1

(−1)n
(
6− π2(2n+ 1)2

)
(2n+ 1)3

.

REXEǋA

1.

∫ √
1− x2
x2 + 1

dx =

[
x = sin t

dx = cos tdt

]
=

∫ √
1− sin2 t

sin2 t+ 1
cos tdt =

∫
cos2 t

2− cos2 t
dt =

 p = tgt
dt = 1

p2+1
dp

cos2 t = 1
p2+1

 =

=

∫ 1
p2+1

2− 1
p2+1

· 1

p2 + 1
dp =

∫
1

(p2 + 1)(2p2 + 1)
dp = 2

∫
dp

2p2 + 1
−
∫

dp

p2 + 1
=

=
√
2arctg

(
p
√
2
)
− arctgp+ c =

√
2arctg

(
tg(arcsinx)

√
2
)
− arctg

(
tg(arcsinx)

)
+ c =

=
√
2arctg

(
x
√
2√

1− x2

)
− arcsinx+ c

2. (a) Oznaqimo an =
(−1)n

ln(n2 + 1)
. Kako je

|an| =
1

ln(n2 + 1)
∼ 1

ln(n2)
=

1

2 lnn
∼ 1

lnn
, n→ +∞,

i znamo da red
+∞∑
n=2

1

lnn
divergira jer

+∞∑
n=2

1

np lnq n
konvergira za p > 1 ili p = 1 i q > 1 (ovde je

p = 0, q = 1), to dati red ne konvergira apsolutno na osnovu drugog poredbenog kriterijuma.

Sa druge strane, red konvergira uslovno. Zaista, niz
(

1

ln(n2 + 1)

)
n∈N

monotono opada i te�i 0,

pa na osnovu Lajbnicovog testa dati red konvergira.

(b) Oznaqimo an =
n!

2nn2
. Kako je lim

n→+∞
an = +∞ 6= 0, to dati red divergira jer nije ispuǌen neopho-

dan uslov konvergencije. (Isti rezultat se mogao dobiti korix�eǌem Dalamberovog testa).

3. Proxirimo restrikciju funkcije f(x) = x3 na (−π, π) na ceo skup R tako da bude 2π-periodiqna
kao na slici. Oznaqimo to produ�eǌe sa f̃ .



Odredimo sada koeficijente a0, an i bn.

a0 =
1

π

∫ π

−π
f̃(x)dx = 0

jer je funkcija f̃(x) neparna na (−π, π).

an =
1

π

∫ π

−π
f̃(x) cos(nx)dx = 0

jer je funkcija f̃(x) cos(nx) neparna na (−π, π).

bn =
1

π

∫ π

−π
f̃(x) sin(nx)dx =

2

π

∫ π

0
x3 sin(nx)dx

=

[
u = x3 dv = sin(nx)dx

du = 3x2dx v = − 1
n cos(nx)

]
=

2

π

(
−x

3

n
cos(nx)

∣∣∣∣π
0

+
3

n

∫ π

0
x2 cos(nx)dx

)

=

[
u = x2 dv = cos(nx)dx

du = 2xdx v = 1
n sin(nx)

]
=

2

π

π
3(−1)n+1

n
+

3

n

x2n sin(nx)

∣∣∣∣π
0︸ ︷︷ ︸

0

− 2

n

∫ π

0
x sin(nx)dx




=

[
u = x dv = sin(nx)dx

du = dx v = − 1
n cos(nx)

]
=

2

π

π
3(−1)n+1

n
− 6

n2

−xn cos(nx)

∣∣∣∣π
0

+
1

n

∫ π

0
cos(nx)dx︸ ︷︷ ︸

0




=
2

π

(
π3(−1)n+1

n
− 6

n2
· π(−1)

n+1

n

)
=

2(−1)n(6− π2n2)
n3

Furijeov red date funkcije je

Sf (x) =
a0
2

+
+∞∑
n=1

(an cos(nx) + bn sin(nx)) =
+∞∑
n=1

2(−1)n(6− π2n2)
n3

sin(nx).

Da bismo izraqunali
+∞∑
n=1

(−1)n
(
6− π2(2n+ 1)2

)
(2n+ 1)3

, odredimo xta je Sf
(
π
2

)
. Sa jedne strane, poxto

je f neprekidna u x = π
2 , to je

Sf

(
π

2

)
=
f
(
π
2
+
)
+ f

(
π
2
−
)

2
= f

(
π

2

)
=

(
π

2

)3

=
π3

8
.



Sa druge strane,

Sf

(
π

2

)
=

+∞∑
n=1

2(−1)n(6− π2n2)
n3

sin

(
n · π

2

)

=
+∞∑
n=0

2(−1)2n+1(6− π2(2n+ 1)2)

(2n+ 1)3
· (−1)n

=
+∞∑
n=0

−2(6− π2(2n+ 1)2)

(2n+ 1)3
· (−1)n

jer je

sin

(
n · π

2

)
=

{
(−1)

n−1
2 , n neparno

0, n parno

Dakle,
+∞∑
n=0

−2(6− π2(2n+ 1)2)

(2n+ 1)3
· (−1)n =

π3

8
,

odakle je
+∞∑
n=0

(−1)n
(
6− π2(2n+ 1)2

)
(2n+ 1)3

= −π
3

16
,

a nama se tra�i suma od 1 do +∞ i to je

+∞∑
n=1

(−1)n
(
6− π2(2n+ 1)2

)
(2n+ 1)3

=
+∞∑
n=0

(−1)n
(
6− π2(2n+ 1)2

)
(2n+ 1)3

−
(−1)0

(
6− π2(2 · 0 + 1)2

)
(2 · 0 + 1)3

= −π
3

16
− 6 + π2.


