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1 KRIVE

1.1 Osnovne definicije i primeri

Definicija 1.1. Diferencijabilna parametrizovana kriva u« R", n > 1 klase C*
(k > 1) je C* preslikavanje o : I — R™ otvorenog intervala I C R. Promenljiva t se
naziva parametar, a interval I domen. Kriva « je regularna ukoliko je o/(t) # 0
za svako t € I. Skup tacaka {a(t) : t € I} je trag krive. Vektorsko polje
(polje vektora) duz krive «a je funkcija Y koja svakom t € (a,b) dodeljuje vektor
Y (t) € R" u tacki a(t). Vektor brzine krive o u ty je o/ (to). Polje vektora brzine
je o/(t). Brzina krive a u tq je intenzitet (duzina) vektora brzine za t = to, tj.

|/ (to)]|. Brzina krive « je funkcija v(t) = ||/ (¢)||. Za krivu o : T — R™ kaZemo

da je jedini¢ne brzine ukoliko je ||o/(t)|| =1 za t € 1. Tangentni vektor krive
: o/ (to)

a uty je T(ty) = ———.

[l (to) |

Primer:
e prava a(t) = (xg + uit, yo + uat, 2o + ust), t € (—00,00) a(t) = p+ tu;
e parabola a(t) = (t,t?), t € (—00,0);
e kruznica a(t) = (rcost,rsint), t € (—o00,00), r > 0;
e clipsa a(t) = (acost,bsint), t € (—o0,0), a,b > 0;



e heliks a(t) = (acost,asint, bt), a > 0, t € (—o0, 00).

&
klase C* su ekvivalentne (a ~ ) ukoliko postoji difeomorfizam ¢ : (c,d) — (a,b)
klase C* tako da je B = a0 .

_—
O

ﬁ(’o) = ¢(to)

B a
/N
c d a . b
To Ly

Funkcija ¢ : (c,d) — (a,b) je difeomorfizam (klase C*) ukoliko je ¢ bijekcija i ¢
i =1 su diferencijabilne funkcije (klase C*).

Ukoliko je a : (a,b) — R™ regularna parametrizovana kriva klase C* i a ~ f,
tada je i 8 regularna parametrizovana kriva klase C*.

Lema 1.1. Relacija ~ navedena u Definiciji 1.2 je relacija ekvivalencije.

Definicija 1.3. Klasa ekvivalencije relacije ~ navedene u Definiciji 1.2 je regu-
larna diferencijabilna neparametrizovana kriva.

Kriva § je reparametrizacija krive «a, ¢ je ” dozvoljena promena parametra”.
Za [ se kaze da je pozitivna reparametrizacija krive « ukoliko je ¢’ > 0, a nega-
tivna reparametrizacija krive a ukoliko je ¢’ < 0. Ukoliko ne postoji moguénost
zabune, regularnu diferencijabilnu neparametrizovanu krivu ¢emo cesto nazivati re-
gularna kriva, ili samo kriva. Napomenimo da se termin ” kriva” ¢esto koristi i
za trag krive tj. za skup S = {a(t),t € I'}. Za preslikavanje « Cesto kazemo da je



” parametrizacija skupa” S, 7 parametarski oblik” skupa S, da ” parametarski defi-
nise” skup &, ili, slobodnije, da je ” parametrizacija krive” S. Tako kazemo i da je
” kriva a parametarski zadana, definisana”.

‘an

D

Lema 1.2. Neka je B reparametrizacija krive o. Tada je

B'(u) = ¢'(u) o (¢(w)), (1.1)
pri cemu je B =ao ¢, ¢: (¢,d) = (a,b), c <u<d.

Za neko svojstvo krive kazemo da je geometrijsko ako ono ne zavisi od parame-
trizacije, ili ako samo zavisi od izbora orijentacije.

Definicija 1.4. Tangentno vektorsko polje na reqularnu krivu o(t) je polje vek-
/
t
tora T(t) = a/—().
[l (2]
Neka je 8 dozvoljena reparametrizacija krive . Dokazati da je T(t) = T, (¢(%)).
Tangentna linija (tangenta) na regularnu krivu a u tacki t = ¢, je prava:

I ={w e R*lw = a(ty) + sT(ty),s € R}.



1.2 Duzina luka krive i prirodna parametrizacija krive

Definicija 1.5. Duzina luka regularne krive o : (¢,d) — R"™ na intervalu |a, b],
c<a<b<dje

b
L) = [ e de (1.2)
Tvrdenje 1.1. Neka je § reparametrizacija krive a. Tada je L(a) = L(B).
Dokaz:
d
L) = [ el
d
~ [ sl e a
b
= | lld(s)llds
= L(a)
o(t) = s, ¢'(t)dt = ds, razlikovati slucajeve ¢'(t) > 01 ¢'(t) < 0.
(a) ¢'(t) >0
d
L(B) = 18" ()] dt

C

_ / ' (8)] 1o’ (6(2))]| dt
_ / & (1) || ((t)]| dt

b

o(t) = u, ¢'(t)dt = du



(b) ¢'(t) <0

o(t) =u, ¢ (t)dt = du

Izracunati duzinu nekoliko krivih.
Duzina luka heliksa a(t) = (acost,asint, bt), a > 0, ¢t € (0, 2m).

L(a) = / o) de

2

= / Va?+ b2 dt
0

= 2mVa? + b2

Obim elipse... integral se ne moze izraziti preko elementarnih funkcija (elipticki
integral).
Duzina luka astroide a(t) = (acos®t,asin®t), t € (0,27], a > 0 je L(a) = 6a.

Primer 1.1. Izracunati duzinu krivih o © 8 1 ugao izmedu njih:

2 2 2
= (%_ cost,\/?—sint, \/7—> , o (—m ) — R

V3oL Ty g
B(t) = (7008t,§cost,smt R <_§,§) s R3,



cos¢p =

2 2
(cost sint, 1), o'(t) = g(— sint, cost,0),
271' 271'
/ o/ ()] dt = Tdt Var

3 1
(\/7— cost, 5 cost, sin t) ,

3 1
<_§ sint, —5 sint, cos t>

2 Hmwudt:/Q Ldt=n

2
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Definicija 1.6. Fiksirajmo broj ¢, a < ¢ < b. Funkcija duzine luka (ili samo
duzina luka) s, sa pocetkom u ¢ reqularne krive o : (a,b) — R™ je funkcija

t
salt) = [ lla'(w)d (13)

zac<t<hb.

Za funkciju duzine luka s, (t) vazi s/, (t) = ||o/(t)|| = v(2).

Lema 1.3. Neka je o : (a,b) — R" regularna kriva i B reparametrizacija krive o

funkcijom duzine luka krive o, tj. a(t) = B(sa(t)). Tada je ||5'(sa(t))|] = 1.

Dokaz. Tzracunati normu od o/ (t) = B'(s4(t)) s.,(t) = ||/ (D)|] B (5a(t))- O

Teorema 1.1. Neka je o : (a,b) — R", (n = 2,3) regularna kriva. Tada postoji

njena reparametrizacija 3, ¢ija je brzina jedinicéna.

Dokaz. Motivisani Lemom 1.3 i ¢injenicom da je funkcija duzine luka s, 1—1 funkcija

koja slika (a, b) na neki interval (¢, d) (s, (t) = ||&/(t)]| > 01 s,(t) je strogo rastuca

funkcija), uoc¢imo reparametrizaciju g krive o

B(t) = a(e(t)) = alsy ' (1)).

Tada je
B(t) = ¢ (N (6(1)) = (52 () (2 (1),
S obzirom da je (f71)(z) = m, sledi
/ — (s~YY(t) = 1 _ 1 _ 1
PO = 6O = Sy T o - GO
Blt) = ¢Ba(o(t) = maw))

1Ol =1
O

Neka je 5 : (¢,d) — R™ kriva dobijena reparametrizacijom definisanom Teore-

mom 1.1, tj.
B(t) = a(sy ' ().

Tada je v(t) = ||5'(t)|| =1, T(t) = B'(t) i kazemo da je § parametrizovana jedi-
nicnom brzinom. Takode kazemo da je § prirodna parametrizacija, repara-
metrizacija krive a funkcijom duzine luka krive «, kriva parametrizovana
duzinom luka (videti Tvrdenje 1.2),.. Naime, u tom sluc¢aju funkcija s(t) "meri
duzinu”, tj. "koliko se parametar pomeri na intervalu (a,b), toliki put tacka prede
na krivoj”. Uobicajeno je da se tada parametar naziva prirodni parametar i oznacava

sa s, tj. pise se G(s), T'(s) = p'(s)...

Odrediti prirodnu parametrizaciju prave, kruznice, elipse, parabole, heliksa...
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Tvrdenje 1.2. 1. Za funkciju duZine luka proizvoljne reqularne krive jedinicne
brzine B : (¢, d) — R"™ vazi
t
— 18wl =t .

2. Neka su B(s) i7v(5) dve prirodne reparametrizacije proizvoljne reqularne krive
d? d?
a: (a,b) = R". Tada vazi § = s+ C, za konstantu C € R i 45 = _:y
ds?2 — ds?
Dokaz. Prvi deo sledi direktno iz Definicije 1.6, s obzirom da je ||8'(u)|| = 1.

Kako su (3 i v reparametrizacije krive «;, to je 8 ~ 7 i postoji difeomorfizam ¢
takav da je B(s) = v(¢(s)). Tada je 5'(s) = +'(¢(s))@'(s). S obzirom da su g i
7 prirodne parametrizacije, to je ||5'(s)|| = 1 i |[|7/(¢(s)|| = 1, paje |¢'(s)] =1
i ¢/(s) = 1. Integracijom se dobija ¢(s) = s+ C, C € R. Takode, je i

B"(s) =7"(¢(s))(¢'())* = 7"((s))- -

Primedba 1.1. Neka su o : (a,b) — R" i & : (¢,d) — R™ dve prirodne parametri-
zacije date regularne krive. Tada je &(s) = a(£s + sp).

Odrediti prirodnu parametrizaciju prave a(t) = p + tv, v # 0.

) = v l2@= ol
t
w>=/wa|m—/Wmemr )=

Blt) = a(s7'(t) = (|| ||)

t Uy (0 U3
Blt) = p+—v=(p1+t,p2+t—p3+ ) (1.4)
[[v]] [0 |[v]

[lol]

Odrediti prirodnu parametrizaciju kruznice polupre¢nika r, a(t) = (r cost,rsint).

a'(t) = r(—sint, cost), || (t)||=r

s(t) = /Ot||a’(u)||du:/0trdu:tr, )= L

Bt) = a(s'(t) =a (f)

r

B(t) = <r cos L7 sin f) (1.5)

T r



Odrediti prirodnu parametrizaciju elipse a(t) = (2sint, cost, 0).

t t t
s(t) :/ o (w)]|du = / V4 cos? u + sin® udu = / V1 + 3cos? udu =7
0 0 0

Ovaj integral se ne moze izraziti koriste¢i elementarne funkcije.
t2
a0 O) :

Odrediti prirodnu parametrizaciju parabole a(t) = (¢, 5

t
1
s(t):/v1+u2du:§<1n(t+\/1+t2)+t\/1+t2>, st =2
0

Inverzna funkcija se ne moze eksplicitno izracunati.
Odrediti prirodnu parametrizaciju heliksa.

a(t) = (acost,asint,bt),a > 0,t € (—o0,00)

d'(t) = (—asint,acost,b), ||a/(t)]] = Va? + b?
t t

s(t) = /||o/(u)|\du:/ Va2 + bidu = Va? + b3t
0 0

.

) = ats7e) = (s

~+~

t t
t) = | acos ———,asin ,b
A) ( Va2 + b Va2 + 02 Va2 + b2)



1.3 Krivina i torzija krive, Frenet-Serret-ove formule

Definicija 1.7. Neka je o : (a,b) — R™ prirodno parametrizovana kriva sa prirod-
nim parametrom s. Krivina krive « je funkcija

r(s) = lla"(s)I (1.7)

Odrediti krivinu prave, kruznice poluprecnika r, kruznog heliksa i elipse.
Krivina prave:
Koriste¢i Definiciju 1.7 i prirodnu parametrizaciju prave (1.4), dobija se

v (1 () U3
ﬁ(s) :p+ St = (pl +S_7p2 +S_7p3 + S_)
|[v] [[vl] |[v]] |[v]]
v U1 (%) U3
B/(S) = :( ) ) )
ol Il ol [[v]]

6//(5> =0= (07 0, 0)

K(s) = [1B8"(s)[| =0

Krivina kruznice poluprecnika 7:
Koriste¢i Definiciju 1.7 i prirodnu parametrizaciju kruznice (1.5), dobija se

s .8 s . s
a(s) = (rcos ~rsin ;) = r(cos —sin ;)
'(s) = (—sin > cos >
a'(s) = ( smr,cosr)

"(s) ! (cos ® sin S) T'(s)
« = — — — — =
r ror
1 ]'
r(s) = la"(s)ll =

Imajuéi u vidu Lemu 1.3 i Tvrdenje 1.1 moguce je definisati krivinu krivih koje
nisu prirodno parametrizovane (Definicija 1.9).

Lema 1.4. Ukoliko je X wvektorsko polje jedinicne duzine duz krive o : (a,b) — R™,
tada je X'(t) o X (t) =0, t € (a,b).
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17/ (s0)[| = 1
¥"(s0) L v'(s0)

Posledica 1.1. Neka je a prirodno parametrizovana kriva. Tada je o/ (s)oa(s) = 0,
za svako s.

Definicija 1.8. Neka je o : (a,b) — R™ (n = 2,3) prirodno parametrizovana kriva
sa prirodnim parametrom s i k(s) # 0, s € (a,b). Vektorsko polje glavnih normala

"
krive a je N(s) = c <(8)) Vektorsko polje binormala je B(s) = T'(s) x N(s), za
k(s

n = 3. Torzija krive a je funkcija 7(s) = —B'(s) o N(s).

Primedba 1.2. Za prirodno parametrizovane krive « : (a,b) — R" (n = 2,3) je
a'(s) = T'(s), pa je r(s) = [[&"(s)]| = [[T"(s)]|

o/’(s): a’(s) _ T'(s) :T'(s)
r(s) Nl T () k(s)

N(s) = (1.8)

8"(s)

Neka je « : (a,b) — R3 prirodno parametrizovana kriva, k(s) # 0, s € (a,b).
Tada su vektorska polja T'(s), N(s), B(s) jedini¢na i ortogonalna, za svako s € (a,b).
Polje [T'(s), N(s), B(s)] ortonormiranih baza krive « naziva se Frenet-ovo polje
repera, ili Frenet-ov reper, u tackama gde je x(s) # 0 i vazi:

B(s) =T(s) x N(s), N(s) = B(s) x T(s), T(s) = N(s) x B(s) (1.9)

Slicno, [T'(s), N(s)] je Frenet-ov reper prirodno parametrizovane krive « : (a,b) —
R

11



Teorema 1.2. Frenet-Serret-ove formule
Neka je o : (a,b) — R? prirodno parametrizovana kriva i k(s) # 0,s € (a,b). Tada
Je

T'(s) K(s)N(s)
N'(s) = —k(s)T(s) + 7(s)B(s)
B'(s) —7(s)N(s)

za sve s € (a,b).
Neka je v : (a,b) — R? prirodno parametrizovana kriva i k(s) # 0, s € (a,b). Tada
je

T'(s) = r(s)N(s)

N'(s) = —k(s)T'(s)

za sve s € (a,b).

vy ][ WG]

|

T'(s) 0  w(s) O T(s)
N(s) | =] —=r(s) 0  7(s) N(s)
B'(s) 0 —7(s) O B(s)

Primer 1.2. prirodno parametrizovana kruznica poluprecnika r u R?

a(s) = (rcos £, rsin £) = r(cos 2, sin £)
T(s) =ad/(s) = (—sin =, cos f)

o(s) = —1(cos £,sin 2) = T"(s)
r(s) = ||;i’((8))|| -
N(s) = a(s) = —(cos %,sin ?)

N'(s) = L(sin2, —cos 2)

1 S S 1 S S

—_— — 1 — ) = T/ g N = —(— — —q] —_
" (cos ~»sin 7") (s) K(s)N(s) r( cos —, —sin 7a)

1, s s , 1 .S S

;(sm -~ cos ;) = N'(s) = —k(s)T(s) = —;(— sin —, cos ;)

Primer 1.3. kruznica poluprecnika v u R?

a(s) = (rcos 2, 7rsin 2,0) = r(cos 2,sin 2,0)

12



T(s) =a'(s) = (—sin 2, cos 2,0)
o(s) = —1(cos £,sin £,0) = T"(s)
K(5) = /()] < &

N(s) = T'(s) (cos 2,sin 2, 0)

B(s) = T(s) x N(s) = (0,0, 1)
B'(s) = (0,0,0)
7(s) = —B'(s) o N(s) =0

Primer 1.4. prirodno parametrizovan kruzni heliks
a(t) = (acost,asint,bt), a,b > 0
o/(t) = (—asint,acost,b), a,b> 0
HOé( ) = v+
= [J o/ (u)||du = Va® + 0%, t= =S, ¢ = (a® + )2
s (cs) = (acos(cs), asin(cs), bes)
(s) =d/(s) = (—ac Sin(cs), ac cos(cs), be)
Ti(s) =a"(s) = (— ac cos(cs), —ac?sin(cs), 0)
(s) = [la"(s)l| = ac® = %5

Na(s) = :ZE?; (— cos(cs), —sin(cs), 0)

Ba(s) = Tx(s) x Na(s) = (bc? sin(cs), —bc? cos(cs), ac?)

BL(s) = (bc? cos(cs), bc? sin(cs), 0) = —bc? Na(s)

7a(s) = —B'(s) o N(s) = bc? = aQibQ BL(s) = —7a(s)Na(s)
T3(s) = ra(s)Na(s)

NL(s) = ¢(—sin(es), —cos(cs),0) = —ka(s)Ta(s) + 7a(s)Ba(s)

13



Teorema 1.3. Neka je o : (a,b) — R R?® prirodno parametrizovana kriva.
1. Ako je k(s) =0, s € (a,b), tada je a deo prave.
2. Ako je r(s) #0, a : (a,b) — R3 tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(a) « je ravanska kriva;
(b) B je konstantan vektor;
(c) T(s) =0 za sve s € (a,b).
Dokaz. 1. Koristeéi Definiciju 1.7 dokazali smo da je krivina prave nula. Obratno,
ukoliko je krivina nula, dokazimo da je kriva « : (a,b) — R? R? (deo) prave. Iz

0= k(s) = ||a’(s)| sledi a’(s) = 0, pa je &/(s) = ¢, c € R? (¢ € R?). Odavde
sledi a(s) = cs +d, ¢,d € R? (¢,d € R?). Na primer, za « : (a,b) — R3, je

CK(S) = (d17d27d3) + S(Cl,CQ,Cg).

2. Ukoliko je B konstantan vektor, koristeéi Definiciju 1.8: 7(s) = —B'(s) o N(s),
sledi da je 7(s) = 0 za sve s € (a,b). Obratno, ukoliko je 7(s) = 0, koriste¢i
Teoremu 1.2 (Frenet-Serret-ove formule) i B'(s ) = —7(s)N(s) sledi B'(s) =0,
tj. B = const).

Pretpostavimo da je kriva a : (a,b) — R? prirodno parametrizovana regularna
kriva ¢iji trag pripada ravni ortogonalnoj na vektor n(ny, ng,n3) # 0. Tada je,
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za sg € (a,b) isvako s € (a,b),

o
3
|

oC o0 o0 oo oo o 3

Ukoliko je B(s) on = 0, tada je
n=(T(s)on)T(s)+ (N(s) on)N(s)+ (B(s)on)B(s) =0,

suprotno pretpostavci n # 0. Dakle, 7(s) = 0. Po prethodno dokazanom ((c)=
(b)), sledi da je B konstantan vektor.

Pretpostavimo da je B konstantan vektor i dokazimo da je « je ravanska kriva.

B(s)

88 L ps)

N(s)
8(0)

Uoc¢imo funkciju f(s) = (a(s) — a(sg)) o B. Tada je

f'(s) = d(s)oB(s)+ (a(s) —a(sg)) o B’
= d(s)oB=T(s)oB=0
f

Dakle, f(s) = const. Kako je f(so) = 0, to je
a je kriva u ravni.

15



Dokazimo na jos jedan naé¢in da je vektorsko polje binormala krive « : (a,b) —
R3, &iji trag pripada ravni, konstantno vektorsko polje. Ideja koju éemo prikazati se
¢esto koristi pri resavanju razlicitih problema.

Izaberimo Dekartov koordinatni sistem tako da je koordinatna ravan Oxy upravo
ta ravan. Pretpostavimo da je kriva parametrizovana duzinom luka, sto je moguce
na osnovu Teoreme 1.1. Tada je

a(s) = (x(s),y(s),0)
T(s) = a'(s) = (2'(5),4'(5),0)
T'(s) = a(s) = («"(5),9"(s),0)
r(s) = lla"(s)ll = V/(z"(s)* + (y"(5))?
— T/(S> _ O/I(S> _ SU” s 7 s
N<S> - K(S) - /1(8) - H(S)( ( )7y ( )70)

[2'(s)y"(s) — 2" (s)y'(s)

(
V(@"(5))* + (1'(s))”

|2'(s)y"(s) — (S)Q’(S)\

Kako je B(s) jedini¢no vektorsko polje, to je || B(s)|| = N IO ETAOE =1,
! s
/ 1 o /
pa je T()y'(s) = 7 (s)y (s) = +1, odakle sledi B(s) = £(0,0, 1)
V(@"(s))? + (y"(5))
Primetimo da za svako ¢ € (a,b) vazi
T(t) = T(s(t)). (1.10)

Naime, neka je & prirodna parametrizacija krive «, tj. a(t) = a(s(t)), za s(t) =
Jou lle’ (u)||du. Tada je T(t) = ;545 i T(s) = @(s), pa je

T [l )] = o/(t) = 8'() & (s(2)) = llo’ (D) T(s(t))

T(t)
a(t)
/ Mo \

t 3(5)
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Definicija 1.9. Neka je a : (a,b) — R*(R3) regularna kriva i neka je & : (c,d) —
R%*(R3) prirodna parametrizacija krive . Oznacimo sa & @ T krivinu i torziju krive
&, a sa [T, N, B] Frenet-ovu bazu krive &. Krivina i torzija krive proizvoljne
brzine («) su krivina i torzija njene prirodne reparametrizacije (&), tj.

K(t) = R(s(t)), 7(t)=7(s(t)) (1.11)
Takode, vektorsko polje normala ¢ binormala krive proizvoljne brzine su:
N(#t) = N(s(t),  B(t) = B(s(t)) (1.12)

Tvrdenje 1.3. Za svako t € (a,b) vektorska polja T(t), N(t), B(t) su jedinicna i
ortogonalna vektorska polja, za koja vazi

T(t) = N(t) x B(t), N(t) = B(t) x T(t), B(t) = T(t) x B(t). (1.13)

Dokaz.

N(t) = N(s(t)) = B(s(t)) x T(s(t)) = B(t) x T(¢),
koriste¢i (1.12) i (1.9). O
Teorema 1.4. UopsStene Frenet-Serret-ove formule
Neka je o : (a,b) — R® reqularna kriva sa brzinom v(t) = ||/(t)|| i krivinom
k(t) #0, t € (a,b). Tada je:

T'(t) = v(B)r()N ()

N'(t) = —v(t)s(t)T(t) +v(t)T(t)B(t)

B'(t) = —v(t)T(t)N(t)
za sve t € (a,b).
Neka je o : (a,b) — R? regularna kriva sa brzinom v(t) = ||/(t)|| i krivinom
k(t) #0, t € (a,b). Tada je:

T'(t) = v(t)k(E)N(1)

N'(t) = —o()s()T(t)

za sve t € (a,b).

Dokaz. Koristec¢i T'(t) = T(s(t)), N(t) = N(Ns(t)) B(t) = B(s(t)) (tj. (1.10) i
(1.12)), Teoremu 1.2 (npr. T"(s(t)) = k(s(t))N(s(t))) i definiciju krivine i torzije
proizvoljne krive (tj. (1.11), sledi

(
T'(t) = ST (s(t)) = v(t)a(s(t)N(s(t) = v(t)s()N (1)
)T(s(

N'(t) = s'(t) N'(s(t)) = v(t)(=R(s(t)T(s(t)) + 7(s(t)) B(s(t) = v(t)(—w($)T(t) + 7(t) B(t))

( )
B'(t) = $(t)B'(s(t)) = —v(O)7(s(t)N(s(t) = —u()T()N(1)
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Uopstene Frenet-Serret-ove formule se cesto zapisuju u obliku:

| [ o] o V[0

(1.14)

Lema 1.5. Za reqularnu krivu o : (a,b) — R", k(t) # 0, t € (a,b), vaZi
(a) &'(t) = 0()T(2),
(b) () = V' OT() + ORON (D),
(c) &”(t) = ["(1)=v* () s> ()] T (1) +Bo(t)v' (1) k() +o* ()& (O] N () +0° () s ()T (1) B(L).

Dokaz. (a) Sledi iz Definicije 1.4.
(b) Diferenciranjem o/(t) i koriste¢i uopstene Frenet-Serre-ove formule, tj. Teo-
remu 1.4, sledi

A"'(t) =0 ()T () +v)T'(t) =" ()T () +v(t)(v(t)k(t)N(t)).
(c) Diferencirati o”(t) i koristiti Teoremu 1.4. O

Teorema 1.5. Neka je o : (a,b) — R3 reqularna kriva i x(t) # 0, t € (a,b). Tada

je:
_ w()xa)
PO = T <o (115
o' (t) x 0" 0)]|
O = Temr (10
00,0 (0)
T et < @IF (.17
Dokaz.
(1) x (1) = (WOT(B) x WOT(E) + v OsEN(D)
= ) r(t)T(t) x N(t) = v3(t) k() B(t), (1.18)



koriste¢i (1.5), (1.5), (1.13). Dakle, ||o/(t) x " (t)|| = v3(t) k(t), odakle sledi (1.16).
Zamenom (1.16) u (1.18) dobija se (1.15). Skalarnim mnozenjem (1.18) sa (1.5)
dobija se

(o (t) x (1)) 0 a”(t) = v°(t) (1) 7(1),
odakle se, koriséenjem (1.16), dobija (1.17). O

Primedba: Krivina i torzija proizvoljne krive se mogu racunati koristeéi (1.16) i
(1.17). Za izracunavanje vektorskog polja binormala koristi se (1.15), za tangentno
vektorsko polje se koristi Definicija 1.4, a normalno vektorsko polje je N(t) = B(t) x
T(t), koristeéi Tvrdenje 1.3.

Primer 1.5. kruzni heliks

a(t) = (acost,asint,bt), a,b >0

o/ (t) = (—asint,acost,b)

lo’ ()] = v(t) = Va* +b?

a(t) = (—acost, —asint,0)

o (t) = (asint, —acost,0)

a'(t) x o'(t) = (absint, —abcost, a?)
P = lo/(t) x a"@)]] _  a
S PO R

(t) = [/ (t),a”(t), " (t)]  a*b b
lla/(t) x a”(t)]|2 a2 4at  a? + b>
() = o(t)  (—asint,acost,b)
e/ (2) | Va2 + 12
B(t) = o/(t) x o(t)  (absint,—abcost,a®)  (bsint,—bcost,a)
SO xaO] JePta | iR
N(t) = B(t) x T(t) = (—cost, —sint, 0)
(—acost,—asint,0)
/ —
T ="——r=%
BI(t) = (bcost,bsint,0)

va? + b?

N'(t) = (sint, — cost, 0)
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Uporediti sa Primerom 1.4.
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1.4 Osnovna teorema o egzistenciji i jedinstvenosti krivih

Teorema 1.6. Izometrije prostora R® cuvaju krivinu, torziju i izvod funkcije duZine
luka. Znak torzije se menja ukoliko je izometrija indirektna.

Teorema 1.7. (Osnovna teorema za krive u R3, jedinstvenost) Neka su o i 3 prirod-
no parametrizovane krive u R® definisane na istom intervalu (a,b) i pretpostavimo
da imaju 1stu torzigu i istu krivinu. Tada postoji izometrija koja preslikava trag krive
a u trag krive (.

Figure 8.2: Curve with k(s) = s and 7(s) =1

Teorema 1.8. (Osnovna teorema za krive u R3, egzistencija) Neka suk : (a,b) — R,
k>01it: (ab) = R diferencijabilne funkcije. Tada postoji kriva jedinicéne brzine
a: (a,b) — R3 ¢ija je krivina k i torzija t.

Dokaz zahteva poznavanje teorije resavanja sistema diferencijalnih jednacina i
moze se naci, npr. u [1] str. 230, [12] str. 42.

Interesantno je da ponekad samo relacije izmedu krivine i torzije mogu da odrede
krivu.

Kriva jedini¢ne brzine «(s) sa k(s) # 0 je heliks ako i samo ako postoji konstanta
c € R, takva da vazi

(Lancret, 1802).

Neka je 3 : (a,b) — R3 prirodno parametrizovana kriva sa krivinom & i torzijom
7. Ukoliko trag krive 3 pripada sferi poluprecnika ¢ > 0 sa centrom u ¢ € R3, tada
vazi

=
AV

(1.19)

1
72 (CQ—é) = E:;/)z (1.20)

" )/. (1.21)




Neka je 8 : (a,b) — R? prirodno parametrizovana kriva sa funkcijama krivine i
torzije, k 1 T, koje zadovoljavaju relaciju (1.20) ili (1.21) i za koje vazi k # 0, T # 0,
k' # 0. Tada trag krive 3 pripada sferi polupre¢nika ¢ > 0 sa centrom u g € R?.
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1.5 Krive u ravni: krivina, osnovna teorema

Definicija 1.10. Neka je a : (a,b) — R? prirodno parametrizovana reqularna
kriva i N, polje vektora normala takvo da je [T(s), N,(s)] pozitivno orijentisana
ortonormirana baza, za svako s € (a,b). 7 UopsStena” krivina krive o je funkcija
K. : (a,b) = R, definisana sa

Da li ” uopstena”krivina zavisi od parametrizacije?
Za prirodno parametrizovanu krivu a : (a,b) — R? vazi x(s) = |k.(s)|, s € (a,b).

Tvrdenje 1.4. Neka je o : (a,b) — R? prirodno parametrizovana kriva. Tada je

ro(s) = 2'(s)y"(s) — 2" (s)y/ (), (1.22)
k(s) = [2/(s)y"(s) — 2" (s)y'(s)]. (1.23
Dokaz.
a(s) = (z(s),y(s)),
a'(s) = (2'(s),y/(s) =T(s),
a’(s) = (2"(s),y"(s)) = T"(s),
N.(s) = (=¥'(s),2'(s))
ka(s) = d(s) o Nu(s) = (2"(s),y"(s)) o (—¥/(5),2'(s))
= 2'(s)y"(s) —2"(s)y/(s),
K(s) = |r(s)] = |2'(5)y"(s) — 2"(s)y'(s)]
O
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Primer 1.6. Odrediti dve prirodne parametrizacije, suprotne orijentacije, jedinicne
kruznice ¢iji je centar O(0,0), izracunati njihove uopstene krivine i nacrtati skicu,

specijalno nacrtati tangentni vektor i vektor normale u tacki A(0,1). Uocimo, na

primer, ¢(s) = 5 — s.

(6] S

s (—cos s, —sin s),

1- N7 (s)

(s) (coss,sins), o/(s) = (—sins,coss) = T N
a’(s) = (—coss,—sins), k2(s) =a"(s) o NI (s) =1, «
B(s) (sins,coss), B'(s) = (coss, —sins) = TP, NP(s) = (sin s, cos s),

B'(s) = (—sins, —coss), K¥(s) = B"(s) o N¥(s) = —1, B"(s) = —1 - N5(s)
Definicija 1.11. 7 Uopstena”krivina krive proizvoljne brzine o : (a,b) — R? je
"uopstena”krivina njene prirodne reparametrizacije.

(s) =
//()

3 I

S

Tvrdenje 1.5. Neka je o : (a,b) — R? regularna kriva. Tada je

0 x’(t)y"(t)/_ w’;(t)y’(t) _ 0y — 2"y (1) (1.24)
@] (@O + W (0))}
o = VO - LOFO] R ore - revel
lo )] (@07 + (1))}
Dokaz.
alt) = a(s(t) i
) = R(s(0) = &"(s(0) o No(s(0)
(s(1)) = @(s(t) = (@ (s(6)), #(s()))
T T ) @
Te®) = TO= 1m0l = v~ o
)



k() = Rls(0) = (s(1) o N.(s(0)
(1) = V(" (s(0) + (O (s(2)
FAs(0) = (=30, 600) = (/0,20
k) = @(s(0)) 0 No(s(t)
1 " o \ s
o UCERACE)
— O ) (0.0
_ 00 - Oy
(@) + wo))!

]

Primer 1.7. Koristeéi (1.25) izracunati krivine nekoliko krivih u ravni. (Pogledati
odeljak 3.2.)
Krivina elipse a(t) = (acost,bsint), t € (—o0,00), a,b > 0:
0y ) — @)
= .

(@' (1) + (v'(2))?)

x(t) = acost, y(t) = bsint

K(t)

2'(t) = —asint, y'(t) = bceost

2"(t) = —acost, y'(t) = —bsint

|(—asint)(—bsint) — (—acost)(bcost)|
((—asint)? + (bcos t)Q)% .
(1) = LA
(a?sin®t + b cos?t) 2
ab
(a® + (b? — a?) cos? t)%

Za b > a dostize maksimum za t = 5 + kw, minimum za t = kw, k € Z.

K(t) =

K(t) =
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Izra¢unati uopstenu krivinu krive a(t) = (¢, f(t)) i uporediti dobijene rezultate
sa tragom ove krive.

-+

ng t

t
Q1) = (0.4"(1)
o' = V/1TF (PP
P O OV R (O N
Z loe6)I? 1+ (702

B 1 f'(t)
@) = (\/1+(f/(t))2’\/1+(f’(t))2>

(1w .
%R ( ¢1+<f'<t>>2’¢1+<f/<t>>2)'

Ugao izmedu dve krive u tacki preseka, definisan kao ugao izmedu tangentnih
vektora u tacki preseka, je lako odrediti (videti Primer 1.1). Medutim, korektna
definicija funkcije orijentisanog ugla 6 : (a,b) — R izmedu dve krive zahteva detaljnu
analizu. Na primer, uslov 0(t) € [0,27) bi narusio neprekidnost funkcije 0. Kada je
6(s) diferencijabilna funkcija? Vise detalja zainteresovani mogu naéi u [17] str. 34,
[1] str. 17, [16] str. 36.



a' (t)

a(t) e (t)

Neka je a : (a,b) — R? prirodno parametrizovana regularna kriva i 6y ugao za koji
fiksirani jedini¢ni vektor treba rotirati u ”pozitivnom smeru” (” smeru obrnutom od
kazaljke na satu”) da bi se poklopio sa tangentnim vektorom krive u tacki a(sg), so €
(a,b), tj. a/(sp) = (cos by, sinby), 8y € [0,27). Moze se dokazati da tada postoji tacno
jedna diferencijabilna funkcija 6 : (a,b) — R takva da je 0(so) = 6, i

a'(s) = (cosB(s),sinf(s)),

za s € (a,b). Tada se 6 ¢esto naziva ” ugao okretanja” krive a, odreden sa 6.

J.

Teorema 1.9. (Euler 1736) Za ugao okretanja i
metrizovane krive u ravni vazi

“uopstenu” krivinu prirodno para-

k.(s) =0'(s).
Dokaz. Neka je 0(s) ugao okretanja krive o

o'(s) = (cosf(s),sinb(s)) = T(s),

T'(s) = 6'(s)(—sinf(s),cos6(s)) = §'(s)N.(s)

]

Teorema 1.10 je u literaturi poznata kao Osnovna (fundamentalna) teorema
o krivama u ravni. Ona daje odgovor na pitanje: da li mozemo odrediti krivu u
ravni ukoliko znamo njenu krivinu?
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Teorema 1.10. Neka je k : (a,b) — R proizvoljna glatka funkcija. Tada postoji

prirodno parametrizovana kriva o : (a,b) — R? éija je " uopstena” krivina k.
Ukoliko je B : (a,b) — R? neka druga prirodno parametrizovana kriva cija je

" wopstena” krivina k, tada postoji direktna izometrija M prostora R?, takva da je

B(t) = M(a(t)), za sve t € (a,b).

Dokaz. Dokazimo prvi deo teoreme, koji se Cesto citira kao ”egzistencija” krive
¢ija je krivina zadata. Fiksirajmo sy € (a,b) i definisimo funkcije 0 : (a,b) — R i
a:(a,b) — R%:

0(s) = / k(t)dt (1.26)

als) = ( / cos O(t)dt, / S sme(t)dt) — (@(s),4°(5). (1.27)

50

Tada je:

o/(s) = (cosb(s),sinb(s)), |l (s)l| =1,

pa je
'(s) =T(s), cosZ(T,e1)=cosb(s).

Dakle, 6(s) je ugao okretanja krive a.. Koriste¢i Teoremu 1.9 i (1.26), sledi
k. (s) = 0'(s) = k(s).

Dokazimo i drugi deo teoreme koji se ¢esto karakterise kao ”jedinstvenost” kri-
ve. Neka je B8 : (a,b) — R? neka druga prirodno parametrizovana kriva ¢ija je
"uopstena”krivina k.

Oznacimo sa 6(s) = Z(3'(s), Ox) ugao okretanja krive 3.

Koriste¢i Euler-ovu teoremu, §'(s) = k(s), pa je

0(s) = /s k(t)dt +0(so) = 0(s) + ¢, B(s0) = € R. (1.28)

S0

Koristeci definiciju ugla okretanja i pretpostavku da je 9(3) ugao okretanja krive
B, vazi '(s) = (cosf(s),sinf(s)), odakle sledi

B(s) = </ cos B(t)dt, / smé(t)dt) +B(so), Blso) €RE (1.29)

S0
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Koristedi (1.29), (1.28), adicione formule i (1.27), dobija se

B(s) = ( / cos(0(¢) + ) dt, / sin(6(t) + go)dt) + B(so)

S0

= (cosgo/ cosﬁ(t)dt—singo/ sin (t)dt,

S0 S0

sin ¢ /s cos O(t)dt + cos ¢ /S sin Q(t)dt) + B(s0)

(cos o — 4 (s) sin o, 2™ (s) sin g+ y™(s) cos ) + A(50)
= T Rola(s)).

Dakle, trag krive [ dobijen je rotacijom traga krive o za ugao ¢ i translacijom za
vektor 3(so). O

Primedba 1.3. Prirodno parametrizovana kriva o : (a,b) — R2, &ija je "uopstena” krivina
proizvoljna glatka funkcija k : (a,b) — R, je data sa

a(s) = (/ cos@(s)ds+c,/sin0(s)ds+d> ,
o) = [ hds+ o,

pri cemu su c,d,» € R konstante.

1
Primer 1.8. Odrediti krivu ¢ija je krivina k(s) = —. Da li je ta kriva logaritamska
s

spirala?

0(s) = / k().

als) = ( /s:cosﬁ(t)dt, /S:sinQ(t)dt)

S 1 S
0(s) = / ;dt = In |t|

0(s) = /k =Ins,

S0
a(s) = ( cos@ dt,/ sin O(t )
a(s) = ( cos(Int) dt,/ sin(In t) dt)
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x(s) = /S cos(Int)dt = tcos(Int)

u = cos(lnt), dv = dt

+ / sin(Int)dt
1 N

z(s) = scos(lns) — 1+ tsin(Int)

—/ cos(Int)dt
1 N
u = sin(lnt), dv = dt

x(s) = %(s cos(Ins) + ssin(lns) — 1)

a(s) = (z(s),y(s))
1 1
= (§(s cos(ln s) 4+ ssin(lns) — 1), 5(5 sin(ln s) — scos(Ins) + 1))
Ostale krive koje imaju krivinu %, dobijaju se rotacijom 1 translacijom krive o
(Teorema 1.10). Dokazimo da je ova kriva logaritamska spirala. Na primer, odredimo

njenu reparametrizaciju koja je "uobicajena” parametrizacija logaritamske spirale
(Neke poznate krive 17). Neka je B reparametrizacija krive o:

Bt) = a(s(t) =ale)

1 11 1
= (éet(cost +sint) — 2 §et(sint —cost) + 5)
2 2 1
(Lot = 1), Letsin(t - D) + (-3

2 x 11
~ \/7_64€U<COSU, sinu) + (—5, 5)

Dakle, kriva je logaritamska spirala (translirana za vektor (—3,1)).

Primer 1.9. Odrediti krivu ¢ija je krivina k(s) = Da li je ta kriva lancanica?

1482
S S 1
0(s) = / k(t)dt = / ———dt = arctan s,
s so LH1
birajuéi so = 0. Kako je tanf(s) = s, arctans € (—%, g), to je
1 1 1
cosf(s) = = =
+y/1+tan?6(s) /1 +tan?0(s) V1+s?
sinf(s) — tan 6(s) tan 6(s) s

+4/1 + tan®6(s) N V1 + tan?6(s) T Vi+s?
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y 1

x(s) = /cos :/ dt =In(s + V14 s?)
S1

dt =v1+s?

Kako je

coshz(s) =
to je kriva a(s) lancanica.
Primedba 1.4. Jedan od klasicnih nacina da se opise ravanska kriva o je pomocu
prirodnih jednacina, koje se cesto nazivaju i "unutrasngim”, tj. jednacina oblika
F(k,s) =0, gde s oznacava funkciju duzine luka krive . Ove jednacine jasno poka-
zugu kako se krivina menja pri proment duzine luka t tnvarijantne su pri translaciji

rotacigi. Primetimo 1 da ne zavise od koordinatnog sistema. Ipak, ove jednacine nisu
uvek pogodne za racun.

Prirodne jednacine nekih krivih:

1. prava: s(s) = 0;

2. kruznica poluprecnika 7: k(s) = =
3. lancanica: k(s) = —5 (k(s) = —
4. klotoida: k(s) = —=5;

5. logaritamska spirala: x(s) = — +b, a # 0;

6. heliks: igg = const

31



0.20.40.60/48

Figure 5.5: Curves with k2(s) =5/(s+ 1) and 5/v/s+ 1

Cesto se pojavljuju problemi pri integraciji, pa se koriste metode priblizne inte-
gracije.

Figure 5.6: A curve with £2(s) = ssins

Navedimo jos$ neke parametrizacije krivih u ravni.

Definicija 1.12. Implicitno definisana kriva u R? je skup nula diferencijabilne
funkcije F: R*? - R, tj. skup F~1(0) = {p € R*|F(p) = 0}.
Teorema 1.11. Neka je F : R? — R diferencijabilna funkcija i q tacka takva
da je F(q) = 0. Ukoliko je (g—i,%—g)lq # 0, tada postoji okolina U od q u R? i
parametrizovana kriva o : (a,b) — R? za koje vaZi da je {p € U|F(p) = 0} trag
krive a.

Polarni koordinatni sistem je koordinatni sistem u ravni koji karakterise tacka O
koju zovemo pol i poluprava [Op) sa poc¢etkom u O koju zovemo polarna osa. Tacka
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M razlicita od O jednoznacno je odredena rastojanjem p od pola i orijentisanim
uglom 6 koji poluprava [OM) zaklapa sa polarnom osom. Polarne koordinate ¢ini
uredeni par (p,6). Ukoliko je polarni koordinatni sistem tako postavljen da je pol
upravo koordinatni pocetak Dekartovog koordinatnog sistema Oxy a polarna osa je
upravo Oz, tada vazi x = pcosf, y = psinf.

a(f) = (2acos (1 — cos b)), 2asinf(1 — cosh), 0 € (0,27)
Za preslikavanje « : (a,b) — R? zadato formulom
a(6) = (x(6), y(8)) = (p(6) cos b, p(6) sin6), (1.30)

pri ¢emu je p : (a,b) — R preslikavanje klase C*, kazemo da je polarna parame-
trizacija krive, ili da je kriva zadata polarnom parametrizacijom. Za funkciju p
kazemo da je radijus funkcija krive «. Radijus funkcija potpuno odreduje polarnu
parametrizaciju krive, pa cesto krivu definiSemo koriste¢i samo radijus funkciju, na
primer:

e jedinic¢ni krug sa centrom u O: p(0) = 1;

e krug sa centrom u O i polupreénikom a: p(0) = a;

Archimedes-ova spirala: p(0) = a + bo;

l
konusni preseci: p(6) = T ceosd
— ecos

e kardioida: p(f) = 1 + cos®.

Duzina luka krive o zadate polarnom parametrizacijom (1.30) na intervalu [a, 0]
je data formulom:

b
L) = [ V@ + # 0 (1.31)
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Dokaz.

a(@) = (p(#)cosh, p(f)sind)
a'0) = (p(0)cos — p(6)sinb, p'(0)sinb + p(#) cos )
/O] = (0(0))* + p*(0)

Primer. 1. Izracunati duzinu kardioide (Neke poznate krive 14), a(t) = (acost(1+
cost),asint(1 + cost),t € (0,2m). Preoznacivsi, krivu mozemo zapisati: a(f) =
(p(0) cosB, p(0)sind), za p(h) = a(l + cosb).

L) = / NTIOEETEGL

2
:/ \/@251n29+a2(1+6059)2d0
0

27
_ a/ /41+cos€d9
0 2

2 0
= 2a/ | cos —| db
0 2

= 8a

2. Izracunati duzinu Archimedes-ove spirale «(f) = (af cosf,afsin@). Dakle,
p(0) = ab, a(f) = ab(cos @, sin ).

b
L) = [ Ve@rT e
- a/QW\/l—f—H?dQ
= % (ln(27r +Viar2 + 1)+ 27v1+ 47‘(‘2)

34



Tvrdenje 1.6. Krivina krive zadate polarnom parametrizacijom je

«(6) — WO o0 6) + 26)] L
(p(0))2 + 2(0))
)

Dokaz. Za krivu «(f) = (z(0),y(0) zadatu polarnom parametrizacijom (1.30) je
x(0) = p(0) cosb, y(0) = p(A)sin ). Koristeéi (1.25) dobija se

o~ O e
(2'(6)) + (y'(6))?)
'(0) cos @ — p(0)sinB)(p”"(0) sin O + 2p'(6) cos§ — p(0) sin )
o0+ p(6)
(p"(0) cos 0 —2p/'(0) sinf — p(0) cos )]
p(0))* +p*(0))?
12(0'(0))* — p(6)p"(6) + p*(0)|

((p(0)) + p*(0))

)l

[SI) [wa)

(
|(p

((
(¢(0) sin 6 + p(6) cos )
((

Primer: Krivina Archimedes-ove spirale p(6) = af. Kako je p'(8) = a, p"(0) = 0,
koristedi (1.32), dobija se

4(0) = 120 — 04 (a0)?| 2+ 67
(a+ (aB)?)z  a(l+62)2
3

Krivina kardioide je k(0) = -

8la cos 3|
Neka je kriva o parametarski deﬁmsana sa at) = (t, f(t)), tj. ” zadana grafikom

y = f(z)”. Tada je duzina krive o na segmentu [a, b] data formulom:
b
= / V1+(f(2))%de.
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2 POVRSI

2.1 Osnovne definicije i primeri

Definicija 2.1. Parametrizovana regularna elementarna povrs klase C*, k >
1, u R3 je 1 — 1 preslikavanje v - U — R3, klase C*, gde je U otvoren i povezan

r or
podskup od R?, a vektori a—(um) i a—(u, v) su linearno nezavisni za (u,v) € U.
u v

Uobicajene oznake su

r(u,v) = (z(u,v),y(u,v),2(u,v)),
r(u,v) = (ri(u,v),r(u,v),rs(u,v)),

r1(u,v)ey + ro(u, v)es + ra(u, v)es,

<

—~

S
<
I

pri ¢emu je [e1, 3, €3] ortonormirana baza vektorskog prostora (R?, +,-), a z,v, 2,
r1,72,73 - U — R su su preslikavanja klase C*, k > 1. Parcijalne izvode po u i v
oznaCavamo skraceno sa r,,r,, pri ¢emu je

or B (O Ors ors
Srn) = nuf) = (G0, T2 ). G2 )
or _ B ory ory Jrs
%(u, v) = ry(u,v) = (_81) (u,v), S0 (u,v), S0 (u,v)) :

%N

Skup r(U) nazivamo ” trag”, ” slika”od 7 i oznacavamo sa S, tj. r(U) = S. Cesto za
tacku P € S, tj. P(zo,%0,20) = 7(uo, Vo), (1o, vo) € U koristimo oznaku P(uqg, vy).
Jakobijeva matrica preslikavanja r je:

87’1 37"1
%(U,U) %(U,U)
T = | P2w0) P20
87“3 67“3
%(U,U) %( ) )

Sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(1) 7y (uo, vg) 1 7y(uo, vo) su linearno zavisni;

(2) ru(uo,v0) X 14 (ug, v0) = 0;

(3) Jakobijeva matrica ima rang manji od 2 u (ug, vp).
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Primer 2.1. 1. 7(u,v) = (u,v, f(u,v)), f: U = R, klase C* i1 -1
2. U ={(u,v) € R?u®+v? < 1}; 7(u,v) = (u,v, V1 — u2 — v?)
3.V ={(u,v) € R*u? +v? < 1}; r(u,v) = (u, —v/1 — u? — v2,v)

4. U ={(ug,v1) €U|vy <0}; V= {(ug,v2) € V|va > 0};
6:V—=U, Plug,vs) = (uz, —y/1T— uf —13)
o U=V, ¢ u,v) = (ur, /1 —af — )

1 0
det(T (¢)(uz,v2)) = ' Yz
V1I—u3—v3 /1—u3—v;

rl(ulavl) = (U’hvla 1—u%—v%)a
TZ(“?) U?) = (Ug, —\/1- U% - U%7U2)7
rg = r10¢

Definicija 2.2. Koordinatna transformacija klase C* je C* difeomorfizam ¢ :

Y — U, gde suld, V otvoreni i povezani podskupovi od R2.

Primedba 2.1. Funkcija ¢ u primeru 2.1 je koordinatna transformacija.

Lema 2.1. Neka je ry : U — R?® parametrizovana reqularna elementarna povrs klase
C* i ¢:V — U koordinatna transformacija klase C*. Tada je ro =ri0¢: YV — R3

parametrizovana reqularna elementarna povrs klase C* i ima istu sliku kao 7.

Uputstvo: ¢ : V = U, ¢(ug,v2) = (d1(u2, v2), P2(ug, v2))
87’2 . 87"1 8¢1 8r1 aqbg

8u2 N 81/4 3uQ 8_U18_U/27
Ora _ Or0¢1  Or 0¢s
81)2 N aul 8?]2 61}1 (91)2

0r2 87”2 % % 8’/“1 67‘1 87“1 8’/“1
T2 2= Que fue | L 2L gy L =L
8U2 % 81)2 % % aul x 81}1 ¢ (j(¢))8u1 % (91)1

(2.1)

(2.2)

Definicija 2.3. Parametrizovane reqularne povrsi ri : U — R3 iry : V — R? su
ekvivalentne (ry ~ ry) ukoliko postoji koordinatna transformacija ¢ :V — U klase

C* za koju je 7o = 11 0 .
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Lema 2.2. Relacija ~ navedena u Definiciji 2.3 je relacija ekvivalencije.

Definicija 2.4. Klasa ekvivalencije relacije ~ navedene u Definiciji 2.3 je regu-
larna neparametrizovana elementarna povrs.

Za osobinu povrsi kazemo da je geometrijska ukoliko ne zavisi od parametrizacije
povrsi.

Umesto termina regularna neparametrizovana elementarna povrs, ¢esto ¢emo
korisiti termine: regularna elementarna povrs, lokalna povrs, zakrpa, ili samo povrs,
ukoliko nema opasnosti od zabune. Ukoliko postoji koordinatna transformacija ¢ :
VY — U klase C* za koju je 7y = r1 0 ¢ Cesto kazemo da je povrs 7, reparametrizacija
povrsi 7.

Moze se pokazati da je klasa ekvivalencije parametrizovane regularne elementarne
povrsi 7 : U — R? u sustini odredena skupom slika (), naime vazi:

Teorema 2.1. Neka sur; : U — R3 iry : V — R3 parametrizovane elementarne
poursi, takve da jeri(U) = ro(V). Tada za svep € U iq € V takve da je r1(p) = r2(q)
postoje njihove okoline Uy C U iV, CV takve da su |y, i raly, ekvivalentne povsi,
tj. postogi koordinatna transformacija ¢ : Vi — Uy tako da je ro =11 0 @.

Uocimo preslikavanja definisana sa u +— r(u,vg),v — r(ug,v), pri ¢emu je r :
U — R3 regularna neparametrizovana elementarna povrs i (ug,vg) € U. Ovako
definisana preslikavanja, a(u) = r(u,vy) i B(v) = 7(ug,v), R > I % rU), R D
J 5 r(U) su prirodno definisane krive na regularnoj elementarnoj povrsi r, u-
parametarska kriva i v-parametarska kriva povrsi r. Ove krive se ¢esto nazivaju
i koordinatnim krivama. Vektori brzina ovih krivih su redom r, i r,.

v N

(1,00 \

Odrediti koordinatne krive ravni, sfere, helikoida...
Postoji pogodan nac¢in kako mozemo predstaviti proizvoljnu krivu ¢iji je trag
sadrzan u tragu elementarne povrsi. Cesto kazemo da ” kriva pripada povrsi”.

Lema 2.3. Neka je a : (a,b) — R?® kriva ¢iji trag pripada tragu r(U) reqularne
elementarne povrsi v : U — R3. Tada postoje jedinstvene diferencijabilne funkcije
ay, e : (a,b) = R takve da

a(t) =r(aq(t), as(t)), a<t<b.
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Uputstvo: (aq(t),as(t)) = (r~toa)(t).

Cesto se umesto oznaka oy, : (a,b) — R koriste oznake u,v : (a,b) — R, tj.
a(t) =r(u(t),v(t)), a <t <b.

Sada mozemo definisati pojam tangentnog vektora na regularnu elementarnu
POVTS.

Definicija 2.5. Neka je r : U — R3 regularna elementarna povrs i P € r(U).
Tangentni vektor povrsi r u tacki P je vektor X € R3 za koji postoji kriva o :
(a,b) — R? é&iji trag pripada tragu povrsi v, tj. takva da je a(t) = r(u(t),v(t)), a <
t <b, pri cemu su u,v : (a,b) = R diferencijabilne funkcije i a(0) = P, o/(0) = X.

Koriste¢i Lemu 2.3 to znaci da je X vektor brzine u tacki P neke krive ¢iji trag
pripada tragu povrsi i koja sadrzi tacku P.

Tvrdenje 2.1. Skup svih tangentnih vektora na reqularnu elementarnu povrs r :
U — R? u tacki P = r(ug,vy) € r(U), zajedno sa nula vektorom, je vektorski prostor
¢ija je baza [r,(uo, vo), Ty (ug, Vo)l

Skup svih tangentih vektora povrsi r u tacki P oznacavacemo sa Tp(r) i nazi-
va¢emo ga tangentni prostor povrsi r u tacki P. Direktno iz dokaza Tvrdenja 2.1
sledi

Posledica 2.1. Neka je o : (a,b) — R3 kriva &iji trag pripada tragu r(U) reqularne
elementarne povrsi v : U — R3. Tada postoje jedinstvene diferencijabilne funkcije
u,v: (a,b) = R takve da

o/ (t) = u'(t)ru(u(t), v(t)) + v'()ry (ult), v(t).

Definicija 2.6. Neka je r : U — R? regularna elementarna povrs. Za vektor Z € R3
kazemo da je normalan na r u P € r(U) ukoliko je Z o X = 0 za sve vektore
X tangentne na pours r u tacki P. Tangentna ravan na reqularnu elementar-
nu povrs r : U — R3 u tacki P = r(ug,vo) je ravan koja sadr#i tacku P i para-

lelna je vektorima r,(ug, vo) i Ty(ug,vo). Vektor normale na povrs r u tacki P

Tu X T

je n(ug,vo) = M(uo,vo). Normala na povrs u tacki P je prava odredena
Tu X Ty

tackom P i vektorom n.

Da li su tangentna ravan i normala geometrijski pojmovi?
Uputstvo: Koristiti formulu (2.2): 72, x r2, = det(J(¢))rs, X 1y,

u2 ul

Definicija 2.7. Vektorsko polje V na regularnoj elementarnoj povrsi r : U — R3
je diferencijabilno preslikavange koje svakoj tacki ¢ € U dodeljuje vektor V(q) €
R?. KaZemo da je V tangentno vektorsko polje na r ukoliko V(q) € Ty (r)
i normalno vekorsko polje ukoliko je V(q) o X = 0 za sve X € T,p(r) i sve

q € U. Vektorska polja r, i r, su koordinatna vektorska polja. Vektorsko
ro(u,v) X ry(u,v)

polje normala na povrs je n(u,v) = Tro(,0) X 1o, )
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Tvrdenje 2.2. Svako tangentno vektorsko polje na regularnoj elementarnoj povrsi
r:U — R® moze se predstaviti u obliku

X(u,v) = Xy (u,v)ry(u,v) + Xo(u, v)r,(u, v).

Funkcije X1, Xo su jedinstvene i diferencijabilne. Takode, par diferencijabilnih funk-
cija X1, Xo : U — R odreduje jedinstveno tangentno vektorsko polje.

Definicija 2.8. Regularna elementarna povrs r : U — R3 je svojstvena ukoliko je
inverzna funkcija v : r(U) — U neprekidna u svim tackama iz r(U). Povrs klase
C* u R3 je podskup P C R? koji je unija slika svojstvenih reqularnih elementarnih
povrsi klase C* | takvih da je za proizvoljne reqularne elementarne povrsiry : U — R3
iy YV — R3 iz unije, preslikavanje

rytory i (U NV = U N YY)
koordinatna transformacija klase C*, pri cemu je U' = ri(U), V' = (V).

Teorema 2.2. Neka je F : R®* — R diferencijabilna funkcija i (Fy, F,, F,) # 0 u
svim tackama P = {(z,y, 2)|F(z,y,z) = 0}. Tada je P povrs.

Specijalno, ukoliko je F, # 0 u tacki P € P, tada postoji elementarna regularna
povts 7 : U — R3 r(u,v) = (u,v, f(u,v)) tako da P € r(U).
Dokaz: teorema o implicitnoj funkciji.
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2.2 Prva osnovna forma

Za skalarni proizvod u R?® éemo umesto o koristiti oznaku <, >.
Neka je 7 : U — R? regularna elementarna povrs i . Kvadratnu formu

Ip(w) =< w,w >p=< w,w >p= |[w||p >0, w € Tp(r)

nazivamo prva osnovna (fundamentalna) forma povrsi r u tacki P € r(U).
Kako je tangentni vektor w € Tp(r) (po Definiciji 2.5) vektor brzine neke krive
a(t) = r(u(t),v(t), t € (a,b), sa P = a(0) = r(ug, vo), w = a’(0), to je

Ip(w) = Ip(a’(0)) =< a'(0),a(0) >p
= <u'(0)r, + 0'(0)ry,u'(0)r, +v'(0)r, >p
= (W(0)? < 1y, ry >p +20'(0)0'(0) < 1y, 7y >p +(0'(0))* < 7y, 7y >p
= E(ug,vo)(u'(0))* 4 2F (ug, vo)u' (0)v'(0) 4 G (ug, vo)(v'(0))?,

pri ¢cemu je

2

E(ug,vg) = < ry,Ty >p=< 1y(Ug, Vo), Tu(to, vo) >,
F(ug,v0) = < 1ry,ry >p=<1y(to,v0), r(ug,vg) >,
G(ug,v0) = < Ty, 1y >p=< 1y, vg), ry(ug, vo) > .

Primetimo da E, F i G ne zavise od krive. Takode, u okolini tacke P mozemo
definisati funkcije F(u,v), F(u,v), G(u,v), koje su tu i diferencijabilne: E(u,v) =<
Tu(u,v), ry(u, v) >, F(u,v) =< ry(u, v), mp(u,v) >, G(u,v) =< ry(u,v), r,(u,v) >.
E| F, G su koeficijenti prve osnovne forme.

Kvadratna forma I definise bilinearnu formu Z(X,Y’) u vektorskom prostoru
Tp (7’) = R2.

1
I(X,Y) = 5 (I(X +Y) = I(X) = [(Y))
Koristec¢i oznake iz Tvrdenja 2.2 vazi
I(X(U, U)? Y(U, U)) = Xl (U, U)}/l(uv U)E(ua U)

+  (Xi(u,v)Yse(u,v) + Xo(u,v)Yi(u,v))F(u,v)
+ Xo(u,v)Ys(u,v)G(u,v).

Uobicajen je i zapis

I(X,Y)=[ X Xﬂ{? ZHQ}

Cesto se koriste i oznake g;(u, v) =< ri(u,v),7j(u,v) >, i,j = 1,2, 11 =1y, 19 = 7.
Ove funkcije definisu simetriénu matricu u svakoj tacki r(U). Nekada se nazivaju
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metricki koeficijenti, koeficijenti metrickog tenzora, koeficijenti Riemann-ove metri-
ke.

Dokazati da vazi EG — F? > 0.
Uputstvo: EG — F? =< 1,1y >< Tp,Ty > — < Tu, Ty >2= ||7ulP]ro]]? —
|7l P[] cos? £ (ru, 7o) = ||ralP|[ro][? sin® £(ry, 70) = [Jra X ro]|*> >0

Primer 2.2. Izracunati koeficijente prve osnovne forme ravni, sfere, cilindra, ko-
nusa, helikoida, ... (poglavije 3.4).

Ravan  Za parametrizaciju r(u,v) = ro + up + vq, —00 < u,v < 400 je
E =p* = |pl|>, F =< p,q >,G = ||q||*. Ukoliko su p i q ortogonalni i jedinicni,
tada je E = 1,F = 0,G = 1. Za parametrizaciju r(p,¢) = (pcos, psing,0),
0<p<+00,0<p<2rm,je E=1,F=0G=p>

Sfera r(u,v) = R(cosucosv,cosusinv,sinu)

ru(u,v) = R(—sinucosv, —sinusinv, cosu),

ro(u,v) = R(—cosusinv,cosucosv,0)

E=<ryr,>=R? F=<r,r,>=0, G=<r,71,>= R?cos’u
Rotacione povrsi  r(u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinv, g(u)), [ >0

ro(u,v) = (fu(u)cosv, f,(u)sinw, g,(u)),
ro(u,v) = (—=f(u)sinv, f(u)cosv,0)

E=f*+q¢>, F=0, G=f2 Zaprirodno parametrizovanu krivu je f>+ g2 =1,
paje B =1, F=0,G=f%

Dali su E, F, G geometrijski pojmovi? Uputstvo: Koristeéi (2.1) i definiciju ko-
eficijenata prve osnovne forme dobija se:

o0n 001
TONew ) = | G G,
duy vy

[lustrovati na primeru ravni i sfere. Naci parametrizaciju ravni tako da je £ =1,

F=0G=1.
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Primer 2.3. Helikoid
r(uy,v1) = (ug cosvy,ursinvg,v), 0<u; <R, 0<wv <27
Neka je r? = r! o ¢ za koordinatnu transformaciju
P(ug, v2) = (d1(u2,v2), P2(uz,v2)),  P1(ug,va) = sinhuy,  Po(us, v2) = vy

1<¢(U2, V2)) = 7‘1(¢1 (g2, v2), P2(uz,v2))

72 (g, v2) r
7! (sinh ug, v9) = (sinh ug cos v, sinh uy sin vy, vy)

E' = 1,F'=0,G' =1+
E? = cosh®uy, F? =0, G* = cosh®u,

E? F? _ | Ous OQus E' F! Ouy  Ovy
o) ok 0% || e e ]| 08 o6
Ovy  Ovy Juy  Ovy

cosh? us 0 | coshuy 0 1 0 coshus 0
0 cosh®uy | 0 cosh us 0 1+ sinh?uy 0 1

Neka je a(t) kriva ¢ija slika pripada r(U), tj. a(t) = r(u(t), v(t)). Tada za funkciju
duzine luka krive o vazi:

s(t) = / lo! ()| dr = / VI ()
- / VE@) o) @)+ 2E(u(r), o(r ) (e () T Cla(r), o(r)) (7)) 2.

Zbog toga mnogi matematicari govore o ” elementu” duzine luka, ds povrsi P i pisu
ds* = E(u,v) du® + 2F (u,v) du dv + G (u,v) dv*.
Takode, ¢esto se kaze i da je ds?> = E du? + 2F du dv + G dv? prva osnovna forma.

Duzina luka krive «, ¢ija slika pripada r(U), tj. a(t) = r(u(t),v(t)), na inter-
valu [a,b], c < a < b < d je:

L) = / o ()t = / VI @)t
b
_ / VE@D)? + 2Fa )0 (8) + G(v'(0))2dt.
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Za ugao 6 izmedu dve krive « i f3 ¢ije slike pripadaju (i) i koje se seku u
tacki a(ty) = B(t1) = r(ug, vo) 1 za koje je o/(tg) = X, f'(t1) =Y vazi

<d(te), B(t) > I(X,Y)
B~ VIR X VITY)

Koriste¢i Lemu 2.3, uvedimo oznake «(t) = r(ui(t),v1(t)), 5(t) = r(us(t), va(t)).
Tada je

I(X,Y)

cosf = (2.3)

I
s>

( Juy (to)us(t1) + F(uo, vo) (u) (fo)vs(tr) + us(tr)vi (fo))

(w0, v0) v (fo) v (1), (2.4)
I(X,X) = E(ug, v0)(uj(to))* + 2F (ug, vo)u (to)v} (to) + G (uo, vo) (v} (to))?,
I(V,Y) = E( )(uy(t1))? + 2F (uo, vo)us(t1)vy(t) + Guo, vo) (vh(t1))*.

<
e

<
S

+
@Q

IS
e
i~

Uo, Vo

Tvrdenje 2.3. Specijalno, za ugao ¢ izmedu koordinatnih krivih vazi
F(Uo, Uo)

\/E(Uo, ’U())G(Uo, ’Uo)

cos ¢ = (2.5)

Dokaz. Oznacimo u-koordinatnu krivu sa a;, tj. a(t) = r(t,vy), ui(t) = t, v1(t) = vo,
a v-koordinatnu krivu sa g, tj. B(t) = r(ug,t), ua(t) = uo, vo(t) = t. Koristedi 2.3 i
2.4 dobija se 2.5. O

Specijalno, koriste¢i Primer 2.2, zakljucujemo da je za rotacione povrsi ' = 0,
pa iz Tvrdenja 2.3 sledi:

Posledica 2.2. Koordinatne krive rotacionih povrsi su ortogonalne.

Primer 2.4. Date su krive

V2 V2 V2

a(v) = (7 CoS v, TSiHU, 7) , a:(0,27) - R?

V3 1 ) T 3
Blu) = (TCosu,écosu,smu , Bi(= BL 2)—>R

Izracunati duZinu krivih o 1 B 1 ugao koje zaklapaju u presecnoj tacki.
Primetimo da krive pripadaju povrsi (sferi)
s T
r(u,v) = (cosu cosv, cosusinv, sinu), 5 <u<g, 0<v<2rm
éiji su koeficijenti prve osnovne forme: E =1, F =0, G = cos®>u. Pri tome vaZi i

a(t) = r(u(t),vi(t), ui(t) %

B = rlua(t),vat)), uws(t) =t, valt) = <.

I
<
—
—~
~
~—
I
\‘@F
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Le) = [ VEWGEP 2P + Goi
- /% 1.042-0- 1+cos2(2) 1dt = /2«
I V0 A DT ORR TR,
L(B) = _g\/1 112 0+ cos?i-0dt =
s — < alto), B'(h) > _ (X,Y)
PO~ VEX VI
I(X,Y) = E(ug, vo)ui(to)us(ts)
+ F(uo, vo)(u} (to)vy(t) + uh(t1)vi (to))
+  G(ug,vo)vy(to)vh(ty),

I(X, Y) = E(uO,'Uo) -0+ F(UQ,UQ)(O +1- 1) + G(Uo,?}o)l -0= F(Uo,vo) =0

Uporediti sa Primerom 1.1.

Dakle, promena parametrizacije povrsi menja koeficijente E, F'i G. Moze se do-
kazati da svaka povr$ ima reparametrizaciju za koju koeficijenti prve osnovne forme
zadovoljavaju uslove £ = G, F' = 0. Ovakva prametrizacija se zove konformna
(¢uva uglove), $to opravdava sledeéi rezultat.

Tvrdenje 2.4. Neka su aj, 0 : I — U C R?, ai(t) = (ui(t),v1(t)), a(t) =
(ua(t), va(t)) krive koje se seku u tacki (a,b) € U. Parametrizacija povrsir : U — R?
je konformna ako i samo ako je ugao izmedu krivih oy i ag u tacki ap(ty) = as(ty) =
(a,b) jednak uglu izmedu krivih By1(t) = r(ui(t),v1(t)) i Ba(t) = r(uz(t), v2(t)) u tacki
B1(t1) = Pa(ta) = r(a,b), za sve takve krive oy, p;, i = 1,2.

(0. <
W T :

Dokaz. Ukoliko je parametrizacija konformna, tj. £ = G, F' = 0, koriste¢i formulu
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(2.3), dobija se

Eu1u2 + Eviv)
VE@W)?+ E)? /E(u))? + E(v))?
u1u2 + vlvz
V(Uh)? + (1) -/ (uh)? + (v5)?

= cos Z(o, a2)(ap)

COs é(ﬁlv 62)7"((1,1))

Obrnuto, neka je cos Z(51, B2)r(ap) = €08 Z(01, @) (ap), za sve krive oy 1 ap. Uocimo
prvo krive

al(t) = (a+t7b>7 a2(t):(a7b+t)7
koje se seku u tacki (a,b) € U, za t = 0, tj. ui(t) = a +t, v1(t) = b, us(t) = a,

ujuh + vivg

V(Wh)? + (1) - /() + (03)?

=0.

cos Z(o1, @) (ap) =

Koristedi (2.3), sledi

Euul + F(u’lvé + upvy) + Guivl
VE@W)? + 2Fuv) + G(v))? - \/E(ub)? + 2Fulvl + G(vh)?
F

VE -G

odakle zakljucujemo F' = 0. Posmatrajuc¢i sada krive

cos Z(B1, B2)r(a)

ai(t) =(a+t,b+1t), aot)=(a+t,b—1)

zakljuéujemo £ yoAvE ¢ —0,tj. E=G. O
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Povrsina povrsi

Motivacija:

Povrsina paralelograma ”¢ije su stranice” vektori a i b je |ja x b||.
Vektori r,, 7, ¢ine bazu vektorskog prostora Tp(r).

|70 X 7,||* = EG — F?

Definicija 2.9. Neka je r : U — R? regularna elementarna povrs i neka je S
kompaktan podskup od r(U). Tada je povrSina od S

_/[—1(3 VEG = F? du dv. (2.6)

Kako za r* = r' o ¢ vazi ri, x r2, = det(J (¢))ry, X1y, tojei/E2G? — (F?)? =
det(J(¢))/ E'G! — (F1)2. Koriste¢i smenu promenjivih u dvostrukom integralu,

sledi da je ova definicija ” geometrijska” (ne zavisi od parametrizacije).
i ~@>_
P Q . y

Neka je r: U — R3, r = r(z(u,v), y(u,v), 2(u, v)) regularna elementarna povrs i
neka je S kompaktan podskup od r(U). Tada je

S // \/('ruyv - xvyu)2 + ('Tuzv - xvzu)Q + (yuzv - yvzu)2 du dl}.
r=H(S)

Uputstvo: B = 22 + 92 + 22, F = 2,0y + Yulo + 2uze, G = 22 + 9> + 22.

Neka je 7 : U — R, r = r(x,vy, f(x,y)) regularna elementarna povrs i neka je S
kompaktan podskup od r(U). Tada je

:// JU+ 2+ f2dedy.
r=1(S)

Uputstvo: E =1+ f2, F = f,f,, G=1+ f2, EG — F> =1+ f2+ f2.
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Odrediti povrsinu pravougaonika u ravni xQOy Cije su stranice duzine 3 i 4.
Odrediti povrsinu sfere poluprecnika R.

Odrediti povrsinu torusa.
Uputstvo: Koristeéi (2.6) i vrednosti koeficijenata prve osnovne forme za torus
(poglavlje 3.4), sledi

2 2 2 2T
73(8):/ / \/EG—FQdudU:/ / b(a + bcosv) dudv = 4abr?
o Jo o Jo
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2.3 Preslikavanja povrsi

Uocimo preslikavanje f : S — Sy, pri cemu su r : Uy — R¥iry : Uy — R3
regularne elementarne povrsi ¢ije su slike redom &7 1 Ss. S obzirom dasury : Uy — S
iry:Us; — Sy bijekcije, postoji jedinstveno preslikavanje F : Uy — Us takvo da vazi

fri(u,v)) = ro(F(u,v)), za sve (u,v) € U.

Kazemo da je preslikavanje f : & — Sy glatko ukoliko je preslikavanja F glatko,
tj. ukoliko F7, F> imaju neprekidne parcijalne izvode svakog reda, pri ¢emu je F =

(.F1,.F2), E :2/11 — R.

Konformne povrsi

Definicija 2.10. Neka su vy : Uy — R3 iry : Uy — R3 regularne elementarne povrsi
cije su slike redom Sy © Sy. Difeomorfizam f : S — S je konformno preslikavange
ukoliko 7 cuva ugao izmedu krivih”, tj. ukoliko za svake dve reqularne krive o, :

(a,b) — 81 vazi L(a,B) = Z(f(«), f(B)). Ukoliko konformno preslikavange f :
S1 — Sy postoji, kazemo da su povrsi Sy i Sy (ili vy i 15) konformne.

A\

Teorema 2.3. Dve reqularne elementarne povrsi Sy @ Sa su (lokalno) konformne
ako i samo ako postoje njihove reparametrizacije ri : U — R3 iry : U — R3, sa
r(U) = 8y, ro(U) = Sy takve da je By = N°Ey, Fy = \2Fy, Go = NGy pri cemu je

A2 ne-nula diferencijabilna funkcija na U.
Teorema 2.4. Svake dve regqularne elementarne povrsi su lokalno konformne.

Bez dokaza. Ideja dokaza: izaberemo specijalnu parametrizaciju, ” izotermalnu
parametrizaciju”, za koju vazi £ = G = \*(u,v), F = 0 (pogledati Tvrdenje...).

Izometri¢éne povrsi

Primer 2.5. Ravan i cilindar Uoc¢imo parametrizacije dela ravni r(u,v) =
(0,u,v), 0 < u < 27 i cilindra ro(u,v) = (cosu,sinu,v), 0 < u < 27. (Za v € R
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ne dobija se bijekcija.) 7 Obmotajmo ” deo ravni (traku) oko cilindra. Tada je, za
f(ri(u,v)) = f(0,u,v) = (cosu,sinu,v), i F(u,v) = (u,v), zaista

flri(u,v)) = ra(F(u,v)) = ra(u, v).

Definicija 2.11. Neka su r : Uy — R? i 7y : Uy — R? regularne elementarne
poursi cije su slike redom Sy © Sy. Difeomorfizam f : S — Sy je izometrija ukoliko
Y éuva duZinu krivih”, tj. ukoliko za svaku regularnu krivu o : (a,b) — S; wvazi
L(a) = L(f(«)). Ukoliko izometrija f : Si — Sy postoji, kaZemo da su povrsi Sy i
Sy (ili vy 1 r9) izometri¢ne.

Preslikavanje ravni na cilindar nije izometrija (nije bijekcija), ali ima svojstvo da
c¢uva duzinu krivih.

Definicija 2.12. Neka sury : Uy — R3 i1y : Uy — R3 reqularne elementarne povrsi
cige su slike redom Sy @ Ss. Funkcija f se naziva lokalni difeomorfizam ukoliko
za svaku tacku P € 8y postoji njena okolina T, C Sy takva da je je restrikcija f
na T difeomorfizam na f(T). Lokalni difeomorfizam f : T, — f(72) je lokalna
izometrija ukoliko ” cuva duZinu krivih”, tj. ukoliko za svaku reqularnu krivu o :
(a,b) — Ty vazi L(a) = L(f(«)). Ukoliko lokalna izometrija f : Ty — f(7T2) postoji,
kazemo da su povrsi Sy i Sy (ili r1 i ry) lokalno izometricne.

Teorema 2.5. Dve povrsi 81 i Sy su (lokalno) izometricne ako i samo ako postoje
njihove regularne elementarne reparametrizacije vy : U — R3 i1y : U — R3 sa
ri(U) = 81, ra(U) = Ss, takve da imaju iste prve osnovne forme.

Dokaz. Pretpostavimo da takva parametrizacija postoji, tj. da povrsi ry : U — R?
iry: U — R sa tragovima S; i Sy i istim prvim osnovnim formama. Neka je
f 81 — &s preslikavanje koje odgovara identicnom preslikavanju F : U — U, tj.
flri(u,v)) = ro(u,v). (f postoji, jer je f = 7y or*.) Uocimo proizvoljnu krivu
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(a,b) — U zadatu sa t — (u(t),v(t)) i odgovarajuée krive oy i ay €iji tragovi
pripadaju S; 1 Sa, tj. aq(t) = ri(u(t), v(t)), aa(t) = ro(u(t), v(t)). Tada je

flaa®)) = fri(u(t), v(t))) = ra(u(t), v(t)) = as(t).

Krive a; i a imaju istu duzinu fab VE@)? + 2Fu'v + G(v')2dt, pri ¢emu su E, F,
G koeficijenti prve osnovne forme povrsi rq i rs.

Obratno, neka je f : §; — s izometrija, pri cemu su S; 1 Sy tragovi regularnih
elementarnih povrsi 7 : Uy — R® i 7 : Us — R3. Odgovarajuée preslikavanje
F 1 Uy — U, je bijektivno i glatko (F = 75 o f o 7), sa glatkim inverzom, pa
mozemo definisati reparametrizaciju 7, : U; — R3 povrsi 7y sa

ro(u,v) = 7o (F(u,v)), (u,v) € Uy.

Neka je ry = 7 iUy = U. Dokazimo da povrsi ry i 79 imaju istu prvu osnovnu formu.
Primetimo prvo da je

f(ri(u,v)) = f(7i(u,0)) = 7o(F(u,0)) = ro(u, v),

Slika proizvoljne krive o (t) = ri(u(t),v(t)) C Sy pri izometriji f je

flaa()) = f(ri(u(t), v(t)) = ra(u(t), v(t)).

Kako su suzine ovih krivih iste, to je

t1
/ VE(W)? +2Fv + Gy () dt = / VE(W)? + 2Fu’ + Gy (v)2dt,
to

za sve tg,t1 € (a,b), pri cemu su Ey, Fi, Gy koeficijenti prve osnovne forme povrsi
r1, a Fy, Fy, G5 koeficijenti prve osnovne forme povrsi ro. Tada je

By(u)? + 2Fu'v + GL(v)? = By(u)? + 2Fou/v' + Gy (v')?. (2.7)

Koristeéi (2.7) za fiksirano ty € (a,b), ug = u(ty), vo = v(to) 1 specijalne krive
t— (u(t),v(t)), zakljucujemo

1. zau=wug+t—1ty, v=1gsledi £} = F>
2. Zau:uo,v:v0+t—t0 sledi G1:G2

3. zau=ug+t—1ty, v=uvg+t—tysledi £y +2F, + G, = Es + 2F, + G5, pa je
F=F.

]
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Primer 2.6. Pouvrs r(u,v) = a(u) +vd/(u) (tangentna pouvrs) je izometricna (delu)
Tavni.

Primer 2.7. Helikoid i katenoid su lokalno izometricni. Dokaz sledi koristeci para-
metrizaciju helikoida navedenu u Primeru 2.3 1+ Teoremu 2.5.

Uoc¢imo deformaciju

F(t,u,v) = cost(sinhvsinu, — sinh v cos u, u)+sin t(cosh v cos u, cosh v sinu, v), 0 < ¢t <

bo | 3

Primetimo da je F(0, u,v) = (sinh v sin u, — sinh v cos u, u) parametrizacija helikoida
(tj. reparametrizacija ... za ¢(u, v) = (u—73,sinhv)) i F(5,u,v) = (cosh v cosu, cosh v sinu, v)
parametrizacija katenoida.
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Koeficijenti prve i druge osnovne forme povrsi F su
E7 =G7 =cosh®>v, FF =0,¢" = —¢" =sint, {7 = 0.

Koristeéi formulu (srednja krivina), zakljuéujemo da su povrsi F minimalne i lokalno
izometricne helikoidu. Kako koeficijenti prve osnovne forme ne zavise od ¢, helikod
i katenoid su lokalno izometri¢ni. Koeficijenti druge forme zavise od ¢, tj. smestanje
povrsi F zavisi od t.

Primer 2.8. Dokazati da je cilindricna povrs r(u,v) = (u, f(u),v), (u,v) € R?

lokalno izometricna ravni (zadatak 41).

Primer 2.9. Dokazati da je konus z = \/3(2? + y?) lokalno izometri¢an ravni (za-
datak 42).

Primer 2.10. Prouciti primere sa ispitnih rokova jun 1 2013, jun 1 2014, jun 2
2014.

RO S Y e T e B R T pr e
Mercator world map (Nova ef Aucta Orbis Terrae Descriptio ad Usum Navigantium Emendate Accommadata (1569) For higher resolution and
coloured images see Mercator 1569 world map. That page contains defails of the map and translations of the texts
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Archimedes-ova teorema

Posmatrajmo jediniénu sferu sa centrom u kooordinatnom pocetku i cilindar
opisan oko nje, tj. sferu 2% + y? + 22 = 1 i cilindar 2? + 3> = 1. Za svaku tacku
P #(0,0,=£1) sfere postoji tacno jedna prava paralelna zy-ravni koja sadrzi tacku
P i sece z-osu. Ova prava prodire cilindar u dve tacke, od kojih je tacka @) bliza.
Uoc¢imo preslikavanje f : P +— () koje tackama sfere ma ovaj nacin dodeljuje tacke
cilindra. Tada je

T,Y,2) = * , i 2 ] 2.8
f(a.y,2) (WW N ) (2.8)

Teorema 2.6. (Archimedes) Povrsina svakog dela sfere jednaka je povrsini nje-
gove slike, na odgovarajucem cilindru, pri preslikavanju f definisanom relacijom

(2.8).
Dokaz.

(0, v) = (cos B cos p, cos 0 sin p, sin §), —g <0< g 0<p<2m

2* +y* = cos’ 0
f(ri(0,¢)) = (cosp,sin p,sin ) = r%(0, o) = ro(F(0,¢)), F=1Id
Ei=1F =0, G =cos’0, FEy=cos’0, F,=0,Gy=1
E\Gy — F} = ExGy— F5, P(r1) = P(r)

A

Posledica 2.3. Poursina sfernog isecka jedinicne sfere ¢iji je ugao 6 je 26.

Neka su A, B, C tacke sfere takve da tacke A1 B, Bi C, A i C pripadaju
presecnim krugovima sfere i ravni koje sadrze centar sfere (velikim krugovima).
Trougao ABC' ¢ije stranice su delovi velikih krugova naziva se sferni trougao.
Oznacimo sa ZA ugao trougla ABC' kod temena A.
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Teorema 2.7. Neka je ABC' sferni trougao jedinicne sfere. Tada je povrsina ovog
trougla jednaka ZA+ /B + £C — .

Preslikavanja koja ¢uvaju povrsinu

Definicija 2.13. Neka sur : Uy — R® i ry : Uy — R3 reqularne elementarne
povrsi ¢ije su slike redom Sy 1 Sy. Difeomorfizam f : S — Sy 7 ¢uva povrsinu”
(7 equiareal”) ukoliko za svaki podskup T od Sy vazi P(T)) = P(f(T)).

Teorema 2.8. Difeomorfizam f : & — Sy 7 ¢uva povrsinu” ako i samo ako za
koeficijente prvih formi reqularnih elementarnih povrsi ri - Uy — R3 i1y 1 Uy — R3,
cige su slike redom Sy @ So, vazi

E1G1 - F12 == E2G2 - F22
Bez dokaza.

Geodezijska preslikavanja

Definicija 2.14. Neka sur : Uy — R3 i1y : Uy — R3 reqularne elementarne povrsi
¢ije su slike redom Sy i Sy. Difeomorfizam f : S; — Sy je geodezijsko preslikavange
ukoliko preslikava trag geodezijske linije povrsi vy na trag geodezijske linije povrsi ro,
t7. ukoliko 7cuva geodezijske linije”.

Za definiciju geodezijskih linija pogledati ... Vise detalja se moze naé¢i u R. Mu-
tavdzi¢, Geodezijska preslikavanja, master rad, Univerzitet u Beogradu, Matematicki
fakultet, 2013.
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2.4 Druga osnovna forma

Taylor-ova formula za funkciju dve promenljive r(u,v) je
r(u+ Au,v + Av) — r(u,v) = Aur, + Avr,
1
i 2 (Au)? ryu + AulAv Ty, + (Av)? 1) + - - -

Imajuéi u vidu da je projekcija vektora r(u + Au,v + Av) — r(u,v) na vektor n
normale na povrs, tj. odstupanje povrsi r od njene tangentne ravni, upravo < r(u+
Au, v+ Av) — r(u,v),n >, sledi
1 2
<r(u+ Au,v + Av) — r(u,v),n >~ 3 ((Au)?® < ryy,n >
+ AulAv < ryp,n > +H(Av)? < ry,n >) )

Podsetimo se da je odstupanje krive o od njene tangentne linije %/{(Ai&)2 + .-

W(ushu, v+ Au) |

Definicija 2.15. Koeficijenti druge osnovne (fundamentalne) forme regu-
larne elementarne povrsi v : U — R su funkcije definisane na U sa:

e(u,v) = <rylu,v),n(u,v) >,
flu,v) = <rw(u,v),n(u,v) >,
gu,v) = <ry(u,v),n(u,v) > .

Kako je < 7y (u,v),n(u,v) >= 0, toje < ry,(u,v),n(u,v) >+ < ry(u,v), n,(u,v) >=
0, pa je < ru(u,v),n(u,v) >= — < ry(u,v),n,(u,v) >. Slicno je i za ostale
slucajeve, pa je

e(u,v) = — <ry(u,v),n,(u,v) >,
flu,v) = — <ry(u,v),n,(u,v) >= — < ry(u,v), ny(u,v) >, (2.9)
gu,v) = — <ry(u,v),n,(u,v) >.

Ponekad se umesto oznaka e, f, g koriste oznake L, M, N.
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Cesto se druga osnovna forma definise kao bilinearna forma

IZ(X (u,v),Y (u,v)) = Xi(u,v)Yi(u,v)e(u,v)
+  (Xy(u,v)Yse(u,v) + Xo(u,v)Yi(u,v)) f(u,v)
+ XQ(U,U)YQ(U,'U)Q(U,U),
pri ¢emu su, koristeéi Tvrdenje 2.2, X (u,v) = Xi(u,v)r,(u,v) + Xo(u, v)r,(u,v) i
Y (u,v) = Yi(u,v)ry(u,v) + Ya(u,v)r,(u,v) tangentna vektorska polja povrsi r.

Da li su koeficijenti druge osnovne forme geometrijski pojmovi?
Uputstvo:

7,,1 = rl(ulavl)vea fag 7"2 = TZ(U%UQ)?é? f~7§

7“2 = 7’1 ) §b7 ¢(U2, Ug) = (¢1(U2, UQ), ¢2(u27 UQ))

9 oo
T (¢)(uz,v2)) = gg; ggz
duy vy
¢ f /= t e f
[f g}_ﬁ(@{f Q]J(cb)

Izracunati koeficijente druge osnovne forme ravni, sfere, cilindra, konusa, helikoida,
. (poglavlje 3.4).

Ukoliko su koeficijenti druge osnovne forme elementarne povisi r» : U — R3
jednaki nula za svako (u,v) € U, povrs je deo ravni.
Uputstvo: Dokazati da je n,,n, L T(r), tj. ny,n, L ry,r,.

Neka je r : U — R3 regularna elementarna povrs. Imajuéi u vidu da [ry,7,,n]
¢ini bazu R3, izrazimo 7y, Tuy, Tww U 0voj bazi. Koristeéi Definiciju 2.15 sledi da su
koeficijenti uz n redom e, f, g. Dodatni koeficijenti, koji odreduju komponente 7,
Tuws Typ U tangentnom prostoru, imaju veliku primenu i nazivaju se Christoffel-ovi
simboli (druge vrste) povrsi . Ovi koeficijenti zavise samo od koeficijenata prve
osnovne forme i oznacavaju se sa I'l;, T'{,, ... ili ¥, T% | ..., imajuéi u vidu da se
¢esto koriste oznake r, = ry, r, = ry. Prateéi oznake u formulama (2.14), jasno je
kako su izabrani indeksi.
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Definicija 2.16. Neka je r : U — R3 regqularna elementarna povrs. Christoffel-ovi

stmboli povrsi r su funkcije Ffj = Ff”j(u, v) definisane sa

GFE,—-2FF,+ FFE, GE, — FG, . 2GF, -GG, — FG,

1 _ 1 _
Fll_ F12_

2(EG — F?) 7 2(EG — F?)" "2 2(EG — F?)
(2.10)
2 _2EF,—EBE,-FE, ., EG,—FE, ., EG,—2FF+FG,
W (BEG-F2) 0 TR 2EG-F?) " 2(EG - F?)
(2.11)

R o 2 _ 12
1 I =Ty, I'5, = T'fy.

Tvrdenje 2.5. Ukoliko je F' = 0, formule za Christoffel-ove simbole druge vrste su:

E, E, -Gy,
Iy, = BYok Iy, = BYok T3 = -7 (2.12)
—E, G G,

Odrediti Christoffel-ove simbole za nekoliko povrsi.

Ravan Ukoliko je r(u,v) = ro + up + vq, —00 < u,v < +00, pri ¢emu su p i q
ortogonalni i jedini¢ni vektori, tada je E = 1, F = 0,G = 1. Koristedi formule (2.12)
dobija se I'f; = 0, 4, j, k € {1,2}.

Ukoliko je r(p,¢) = (pcos¢,psing,0), 0 < p < +00,0 < ¢ < 27, tada je
E=1,F=0,G=p pajel},=—u, '}, ==, ostali su 0.

Kruzni cilindar r(u,v) = (Rcosu, Rsinu,v), 0 < u < 2w, —00 < v < 400,
E=RL,F=0,G=1T,=0.

Rotacione povrsi r(u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinv,g(u)), f2+g¢> =1, f > 0,
E=fl+4¢2=1F=0,G=f*u), Iy =S =—ff T =5 = f7’7 preostali
su jednaki 0.

Sfera r(u,v) = (Rcosucosv, Rcosusinv, Rsinu), —g <u< g, 0<v<
27, E = R* F =0,G = R?cos®u, 'y, = sinucosu, ['%, = — tan .
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2.5 (Gauss-ove 1 Weingarten-ove formule

Gauss-ove formule

Twe =T170+ 137, +en,
Twe = [iory + T35y + fn, (2.14)
Tow = DaoTy + Tagry + gn.

Weingarten-ove formule

Ny = 611Tu + Blzrw

2.15
Ny = 5217nu + 5227”1” ( )
pri cemu je
1 JEcC »_ P —fE
ﬁl - EG_F27 61 Y EG—FQ’ (216)
1 _gF = JG 2 JF—gE
”BQ_EG—FW 62_EG—F2' (2.17)

U literaturi su ove formule poznate i kao Gauss-ove i Weingarten-ove jednacine
ili kao osnovne (fundamentalne) jednacine povrsi.

Teorema 2.9. Neka jer : U — R? reqularna elementarna povrs i n vektorsko polje
normala povrsi r. Tada vaze Gauss-ove i Weingarten-ove formule.

Dokaz. S obzirom da je r regularna povrs, r,, 7, i n ¢ine bazu za R% u svakoj tacki
P € r(U), mozemo zapisati

Tyy = Q1Ty + Qaly + agn,
Tw = ﬂlru + 527“1, + ﬁ3n> (218)
Tvv = MNTu + Y2Tv + Y3M.

Mnozeéi jednacine sistema (2.18) skalarno sa n dobijase ag =€, 3 = f, 73 = g.
Mnozedi prvu jednacinu sistema (2.18) skalarno sa r, i r, dobija se

10 E

E F =< wus Tu = = T3 u2:_u7

a1y + Qi Tyus T 26u||r|| B
0 E,

a1 F 4+ anG =< 1y, 1o >:(9— < Tyy Ty > — < Ty Ty >= Fu—7.
U

~ . /. . . . . _ 1 . o 2
Resavajuéi ovaj sistem po a; i ag sledi oy =1'j; 1 g =17
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Ostali koeficijenti (81, 52,71, 72) se dobijaju na slican nacin.

U jednacinama (2.15) koeficijenti uz n su 0 jer je ||n|| = 1, pa je < n,n, >=<
n,n, >= 0. Odredimo koeficijente ] u jednac¢inama (2.15). Mnozeéi prvu jednac¢inu
skalarno redom sa r,, r,, dobija se

<Ny Ty > = P < Ty T > 57 <1y, Ty >,
<Ny Ty > = Bl < Ty Ty > 7 < Ty, Ty >
Koristeéi (2.9), sledi
—e =B+ BiF,
—f =B F +BiG.

Resavajudi ovaj sistem po (i, 52, dobija se

Bl_fF—eG Bz_eF—fE
' EG-F¥ "' EG-F?
Slicno se dobijaju i izrazi za 3% i 3. Primetimo da je EG — F? > 0. O

Primedba 2.2. Formule r,, = I3, + 13,70 + fn = 14 = Chory + T2r, + fn su
opravdanje za Ty, = T4, i I3, = '3y u Definiciji 2.16.

Tvrdenje 2.6. Neka je r : U — R3 reqularna elementarna povrs i n vektorsko polje
normala povrsi r. Tada vazi

eg — f*
Ny, Xnv:mruxrv. (219)
Dokaz. Koriste¢i (2.15) dobija se n, X n, = (882 — B2B3)ry X r,. Primenjujuéi
(2.16)-(2.17), dobija se B33 — 205 = 2L, O

Primer 2.11. Napisati Gauss-ove 1 Weingarten-ove formule za rotacionu pouvrs
r(u,v) = (ucoswv,usinv, g(u)), u > 0.

ry(u,v) = (cosv,sinv, g (u)), 7r,(u,v) = (—usinv,ucosv,0),
1 / !
n(u,v) = —W(g cosv, ¢ sinv, —1),
e = (0,0,9"), 7w = (—sinv,cosv,0), 71, = (—ucosv,—usinwv,0),
E = 1+4¢% F=0, G=1u?
e = 9 p_0 geu I
/1_|_g/2’ ’ /1+g/2’
1 9" 2 1 2 g
bi = ————= bfi=5Kh=0 f=-——F——7,
' (14 g7)> P ? uy/1+ g7
g/g// 1 U
Fil = rgm F% = 12 = Fgm F%Q = w F%Q = _rg/g
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1

qq" g

Mlry+T3r,+en = 2 —r,+ —2—n=1(0,0,¢") = rua,

11 11 1+ g2 \/rga ( g )
iy + 13, + fn = —r, = (—sinwv,cosv,0) = ry,,

u

Doty + Togry +gn = S — —|—ug—/n:(—ucosv —usinv,0) =r

22 22 1+g/2 \/TQ’Q ) ) ’

g// g//
Biry + Bir, = ——>——r, = ——>——(cosv,sinv, g’ ) = n,,
(1+g7)2 (1+497)2

1 /
Baru + Bary = ———m—

I A A

sinv, — cosv,0) = n,,.

Gauss-ove i Weingarten-ove formule mozemo zapisati u obliku:

a [ ru(u, U) | [ P?Il(u? U) F%Q(u7 U) e(ua U) | ru(u, U)
% Ty (U, U) = Fb(uv U) F%Q(u7 U) f(uv ?)) Ty (U, U) )
| n(wo) | [ Bilww) Bi(wv) 0 ]| n(u0) |
a [ TU(U,U) | [ F%l(uvv) F%l(“? U) f(u,v) 11 TU(U,U) |
5y | Te@ ) | = | Toaluv) To(uv) g(u,v) ro(u,v)
| n(wo) || Alwe) By 0] | alwo) |
Primetimo da se Frenet-Serret-ove formule (1.14) mogu zapisati u obliku
T(t) 0 k(t) 0 T(t)
7 N(t) | =v(t) | —k(t) 0 7(t) N(t)
B(t) 0 —7(t) 0 B(t)

Promena Frenet-ove baze [T'(t), N(t), B(t)] duz krive « opisana je Frenet-Serret-
ovim formulama, koriste¢i krivinu i torziju krive a. Teorema 1.7 i Teorema 1.8 pri-
kazuju ulogu krivine i torzije u opisivanju geometrije krive a. Promena Gauss-ove
baze [ry(u,v),ry(u,v),n(u,v)] je data Gauss-ovim i Weingarten-ovim formulama,
koristeci koeficijente prve i druge osnovne forme i njihove izvode. Da li koeficijen-
ti prve i druge osnovne forme imaju slicnu ulogu u izu¢avanju geometrije povrsi,
kao krivina i torzija u izucavanju geometrije krivih? Videti Teoremu 2.13. Da li su
keoficijenti F(u,v), F(u,v),...,g(u,v) nezavisni?

Teorema 2.10. Codazzi-jeve jednacine
Neka je r : U — R3 reqularna elementarna povrs. Tada je
ey = fu= el + f(T% = Ty) — T, (2:20)
Jo—gu= 6F%2 + f(ng - F%Q) - QF%T (2.21)
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Ove jednacine se Cesto nazivaju i Codazzi-Mainardi-jeve jednacine ili Peterson—
Codazzi-jeve jednacine. Termin ”jednacine”je izabran zbog Teoreme 2.13...
Ukoliko je F' = 0 = f, Codazzi-jeve jednacine su:

Dokaz. 1deja dokaza je da se diferenciraju formule (2.14) i koriste Cinjenice da je
(Tuw)v = (Tww)u 1 (Tuw)v = (Tww)w. Dakle, iz prve dve formule sledi

(Fhru + T2, + en)v = (Fbru + 21, + fn)u .
Koristedi (2.14) i (2.15) i mnozedi skalarno sa n, dobija se (2.20). O

Teorema 2.11. Gauss-ove jednacine

Neka je r : U — R3 reqularna elementarna povrs. Tada je

EK = (Ffl)v - (F%Q)u + P%lri + F%1F§2 N\ Fbr%l - (I%)Q: (2-22)
FK = (Fiz)u - (Fh)v + F%QFb - F%ll—é% (2~23)
= (1?2)1, - (Fg2)u + F%2F%2 ~y F52F%17 (2'24)
GK = (F§2)u - (Fb)v + F%ZF%l + F§2F%2 - (Fb)z - F%QF%% (2-25)
pri cemu je K = 5%1’;22.

Dokaz. S obzirom da je

(Tuu>'u = (Tuv)ua (ruv)v = (Tvv)u; (nu)v = (nv)’m

koristedi (2.14) i (2.15), dobija se sistem jednacina ¢ije su jednacine oblika Ar, +
Br, + Cn = 0. Koristedi ¢injenicu da vektorska polja r,, r,, n ¢ine bazu, dobijaju se
jednacine (2.22)-(2.25). Na primer, za (2.22) se koristi koeficijent uz r, u (ry,), =
(ruv)u. Preostale jednacine su posledice ovih. O

Teorema 2.12. Neka sur : U — R? i 7 : U — R3 elementarne reqularne povrsi
sa istom prvom i drugom osnovnom formom. Tada postoji direktna izometrija o
prostora R? takva da je 7 = o(r).

Sta mozemo re¢i o povrSima koje imaju istu samo prvu osnovnu formu?

Teorema 2.13. Osnovna teorema za povrsi, (O. Bonnet) Neka su E, F,G,e, f,g :
U — R koeficijenti dve osnovne forme, I i IT, na otvorenom skupu U C R2, pri
cemu je prva pozitivno definitna. Ako su za ove koeficijente zadovoljene Gauss-ove i
Codazzi-jeve jednacine, tada postoji jedinstvena, do na izometriju prostora R3, povrs
za koju suZ i ZZ prva i druga osnovna forma.
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Naime, dato je Sest funkcija F, F,G, e, f,g : U — R koje zadovoljavaju uslove...
Napomena: Z je pozitivno definitna ukoliko je £ > 0, G > 0, EG — F? > 0.

Primer 2.12. Odrediti povrs ¢iji su koeficijenti prve i druge forme: E = 1, F =
0,G=cos’u,e=1,f=0,g=cos’u, =5 <u<3.

Koeficijenti zadovoljavaju Gauss-ove 1 Codazzi-jeve jednacine 1 E > 0, G > 0,
EG — F? > 0.

Koristeéi (2.10) i (2.16)-(2.17) dobija se b} = —1 = 3, B = 0 = (3, '}, =
sinucosu, ['%, = —tanu, ostali Ffj su 0. Dakle, Gauss-ove i Weingarten-ove for-
mule, (2.14) i (2.15), su:

Tw = N,
Tw = —tanur,,
Tow = sSinucosur, + cos®u n,
Ny = Ty,
Ny, = —Ty.
Odavde sledi
Twuu = (ruu)u =Ny = —Ty-

Resavajuci jednacinu 1y + 74 = 0, dobija se v, = asinu + bcosu, pa je
r(u,v) = a(v)sinu + b(v) cosu + ¢(v) (2.26)

pri cemu su a, b, ¢ diferencijabilne funkcije koje zavise samo odv. Uputstvo: Dokazati
da je r(u,v) parametrizacija jedinicne sfere sa centrom u c. Prvo dokazati da vazi
bc € R?, a(v) = dcosv + esinv, d,e € R?, a zatim izracunati ||r(u,v) — c||* i
dokazati da su b, d, e jedinicéni i ortogonalni.

lr(u,v) —c||* = <d,d>cos?vsin®u+2 < d,e > cosvsinvsin®u+ ---+ < b, b > cos®u
<1y, >=G = sinu=<d,d>sin?v—2<d,e>sinvcosvsin®u
+ <e,e>cosfusinfu=<ee>=<d,d>=1,<d,e>=0
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2.6 Normalna i geodezijska krivina krivih na povrsi

Neka je o« regularna prirodno parametrizovana kriva ¢ija slika pripada tragu
regularne elementarne povrsi r. Posmatrajmo Frenet-Serret-ov reper [T, N, B] krive
a, njenu krivinu s i vektorsko polje normala n povrsi » duz krive a. Vektorsko
polje unutrasnjih normala duz krive o povrsi r je S(s) = n(s) x T(s). Koristeci
razlaganje o’(s) = (o'(s))""™ + (&'(s))"™9, dobija se:

a"(s) = kn(s)n(s) + ky(s) S(s). (2.27)

Definicija 2.17. Neka je a: (a,b) — R? regularna prirodno parametrizovana kriva
cigi trag pripada tragu elementarne povrsi r. Normalna krivina krive a je funkcija
Kn : (a,b) = R definisana sa k,(s) =< a(s),n(s) >. Geodezijska krivina kri-
ve a je funkcija kg : (a,b) = R definisana sa ky(s) =< o'(s),S(s) >. Normalna i
geodezijska krivina reqularne krive o proizvolyne brzine, cija slika pripada tragu requ-
larne elementarne povrsi r, su redom normalna i geodezijska krivina njene prirodne
reparametrizacije.

Primedba 2.3. Za eksplicitne formule za izracunavanje normalne i geodezijske kri-
vine krivih proizvoljne brzine videti Tvrdenje 2.10 ¢ Tvrdenje 2.12.

N(p)

Primer 2.13. Posmatrajmo jedinicnu sferu r(u,v) = (cosu cosv, cosusin v, sin u)
i koordinatnu liniju v = 7. Izracunali normalnu i geodezijsku krivinu ove krive u
V2 \/§>

,— |-

tacki P —
acki (O, 5 5
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r(u,v) = (cosucosv, cosusinv, sinu),
V2

u = %, y(v) = T(COSU,SiDU, 1),
2 P
7/(1)) = \/7_(—811&1) cos v, 0), ||7’|| = \/7_7

= \/7—((:08 \/557 Sin \/557 1)7

(s)
(s) = T(s) = (—sin v/2s, cos v/2s,0),
T'(s) = (—V2cos V25, —V/2sin v/2s,0),
(5) = [IT'"(s)]] = V2,

(s) =

) = (— cos \/58, —sin \/58, O)a

b

’ﬂ

NP—(()? )
= (—sinwucosv, —sinusinv, cosu), r, = (— cosusin v, cos u cos v, 0),
7w X Ty = (— cos? ucosv, — cos? usinv, —sinwu cos ), ||ry X 7|| = cosu,
n=—-———=(—cosucosv,—cosusinv, —sinu) = —r(u, v
H’,"UXTUH 7 9 ? )
T V2 V2
=10 N,
TZP(4 2) (; B 2) p # np,
2 2
S =nxT = (cosvsinu,sinusinv, —cosu), Sp = (0,%,—%) ,

v'(s) = T'(s) = (—V/2 cos V25, —v/25in v/2s,0), v = (0, —/2,0),
kN =~" = k,n + KyS,

V2(0,-1,0) = (0, —v/2,0) = &, (0, —§7 —\/75) + Ky (0, g —Q)

_\/5 —/in\é—-i-li \g_,O —Hn\g_ /ig\é_

kn(P) =1, ky(P) = —1
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Normalna i geodezijska krivina se mogu izracunati i koriste¢i Definiciju 2.17:

kn(P) = <~"(P),n(P)>=< —v2(0,1,0), —gm, 1,1) >=1

V2

ke(P) = <4"(P),S(P)>=< —v/2(0,1,0), 5 (0.1, -1) >=—1

Tvrdenje 2.7. Za normalnu @ geodezijsku krivinu prirodno parametrizovane krive
a ¢igi trag pripada tragu elementarne povrsi r vazi:

= rin(s) + rg(s),
s)cosf(s), 6(s)=ZL(n(s),N(s)),

1. K?(s

K

(
k(s)cosa(s), a(s) = Z(n(s),B(s)),

3. Kg(s

(s)
Fin(s)
(s)

) = Er(s)sinb(s), 0(s) = L(n(s), N(s)).

# 0, k(s)N(s) = T'(s) = a(s)
5= a(s)n(s) + () S(5),

4. Kg(s )
Uputstvo: Za k(s

)
< K(s)N(s), K(s)N(s)

S
R(8)N(s),n(s) >=< kn(s)n(s),n(s) > + < rg(s) S(s), n(s)

N

Y

Nxy

Tvrdenje 2.8. 1. Normalna krivina ravanskih krivih je nula © za njih vazi 1 kg, =
K.

2. Geodezijska krivina normalnih secenja je nula i za njih vazi i k, = tK.

3. Normalna krivina sfernih krivih je konstantna (1 jednaka :I:% za sfere polu-
precnika R).

Normalno secenje u nekoj tacki M povrsi je kriva koja je odredena kao presek
povrsi i ravni koja sadrzi tacku M i normalna je na povrs u tacki M.
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1. Bez umanjenja opstosti(...), pretpostavimo da je trag ravni upravo xOy ravan
(odredena tackom O(0,0,0) i vektorima (1,0,0) i (0,1,0)) parametrizovana
sa r(u,v) = (u,v,0). Tada za krivu « ¢&iji trag pripada uocenoj ravni postoje
f-je a1, ag takve da je a(s) = r(ai(s), as(s)) = (a1(s), aa(s),0), pri ¢emu smo
(koriste¢i Lemu ...) pretpostavili da je kriva « prirodno parametrizovana. Tada
je:

n(u,v) = (0,0,1)
T(s) = o'(s) = (c)(s), @(s),0)
N(s) = (—ah(s).ai(s),0
B(s) = T(s) x N(s) = (
ke(s) = K(s) < B(s),n(s) >= k(s), kn(s)=0.

2. Ravan koja sadrzi tacku P i normalna je na povrs u tacki P odredena tackom

P i vektorima n(P) i v = T(P). Kako trag krive pripada ravni, to T, N €

L{n,T}. S obzirom da je N L T, sledi da su vektori n i N kolinearni, pa je
cos Z(n, N) = +1.

)
0,0,1)

Teorema 2.14. Neka je o reqularna prirodno parametrizovana kriva ¢igi trag pri-
pada tragu r(U) reqularne elementarne povrsi r : U — R3. Tada je

kn(s) = e(u(s),v(s))(u/(s))” +2f (u(s), v(s))u/(s)'(s) + g(u(s), v(s)) (V' (5)),

= TIZ(d/(s),d'(s)) (2.28)
hg(s)S(s) = (Tiu(w)” + 20 pu'v" + Ty (v)* +u”) 7y
+ (TH@)? 4 2Ty + T5,(0)* + ") 1y (2.29)

Dokaz. Neka je «(s) kriva jediniéne brzine ¢ija slika pripada tragu elementarne
regularne povrsi r : U — R3. Tada postoje funkcije u, v : R — R tako da vazi

a(s) = r(u(s),v(s))
a'(s) = ru(u(s),v(s))u'(s) + ru(u(s), v(s))v'(s)
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’(8) = ruu(U)? 4 2rpu'v + ry(V)? + ryu” 4 r”
(Fhru + F%lrv + en)(u’)2

+ 2(T1yr + Diyry + f)u'v" + (Dhyry + Dagry + gn) (V)2 + ryu” + 10"
= (Fh( )2+ 20 'y + Doy (v')? + u”) Tu
+ (F%l(u/) + 212, 0V + Tay (V') + U") Ty + (e(u')2 + 2fuv" + g(v/)2) n

= £g(s)5(s) + n(s)n(s)
kn(s) =< a”(s),n(s) >=e(u)? + 2fu'v + g(v')* = IZ(</, o)
[

Tvrdenje 2.9. Neka je a(s) kriva jedinicne brzine ¢ija slika pripada tragu elemen-
tarne regularne povrsi v : U — R3, tj. a(s) = r(u(s),v(s)) za neke funkcije u,v.
Tada je

kg(s) = [TT(W)* + (20 = Thy) (W)
+ (T3, — 20 p)u/ (V)? = T3, (v)° + w'v" — V| VEG — F2. (2.30)
Dokaz.

S(s) =n(s) x (s) =n(s) x (u'r, +v'r,) =unxr, +v'nxr,

ke(s) = <a’(s),S(s) >
= <Ar,+Br,+Cn,u'nxr,+vnxr, >
= [[h(u)* + 2D )0 + Tay (V)2 + "0 < ruyn X1y >
+ I3 (u /)2 4+ 201U/t + T3 (V)2 + 0" u < ry,n x 1y >
[F%l )’ 4 (2T, — ) (W)
(F%2 2F%2) u' (v ) - F%Q(Ul)s +u'v” — U”U/] [, 70,70

_I_

Koristili smo o”(s) = Ar, + Br, + Cn, pri ¢emu smo sa A, B, C' skra¢eno oznacili
izraze iz Gauss-ovih formula (2.14). S obzirom da je < ry,n X r, >= 0, itd., naveli

smo samo ¢lanove razlicite od 0, tj. < ry,n X 1, >= —[n, 1y, Ty], < Ty,n X 1, >=
[n, 7y, 7] 1 primenili [n,r,,r,] = VEG — F2. O

Primedba 2.4. Primetimo da geodezijska krivina zavisi samo od koeficijenata prve
osnovne forme, tj. da je ” unutrasnja karakteristika”povrsi.

Primedba 2.5. Ukoliko je f : & — Sy izometrija, geodezijska krivina za krivu
frt(u(s),v(s)) je ista u tacki f(r'(ug,vo)), jer zavisi samo od koeficijenata prve
osnovne forme (tj. Christoffel-ovih simbola) i (u(s),v(s)).

68



Primedba 2.6. Primetimo da se formula (2.30) moZe zapisati u obliku

/ " 1 N2 1,7,/ 1 N2
B —— | v U+ Ty (u)? 4 2T v + Ty (V)
Ke(s) = VEG — F o v+ F%l(u’)Q + QF%QUIU, + F%Q(v’)2 . (2.31)

Tvrdenje 2.10. Neka je a(t) kriva proizvoljne brzine ¢ija slika pripada tragu ele-
mentarne reqularne povrsi v : U — R3. Tada je

<a"(t),n(t) >
[ D))

e(u)’ +2fu'v +g(v')?  TIZ(d,d)

EW)2 +2Fuv' +G)? I(,a)

,norkr (2.32)

(2.33)

Dokaz. Normalna krivina regularne krive « proizvoljne brzine je normalna krivina
njene prirodne reparametrizacije.

Dokazimo sada i drugi deo tvrdenja. Neka je a(t) = r(u(t), v(t)) kriva ¢ija slika
pripada tragu regularne elementarne povrsi r : i — R3. Tada je

at) = r(u(t), (),
dt) = d(@®)ry(ult),v(t)) + 0 (E)r.(u(t),v(t)), (2.37)
(1) = (W () + 2rgt (V' (1) + 1 (V' (£))? + ru (t) + 10" (t) (2.38)
<a'(t),n(t) > = <ru,n> W) +2<rwn>uvE < ry,n > (V)
+ <ryn>u'+ <ryn>0
= () 4 20+ g(v)
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Kako je ||/ (t)[]? = E(u/)? 4+ 2Fu/'v' + G(v')?, to je

<a"(t),n(t) >
le’ (0]

e(u)? + 2fu'v + g(v')?
E(u')? 4+ 2Fu'v' + G(v')?
IZ(d, o)

(o)

Kin(t)

]

Drugim rec¢ima, u svakoj tacki povrsi normalna krivina povrsi je ista za sve
krive cija slika pripada tragu regularne elementarne povrsi koje u toj tacki imaju

zajednicku tangentu (¢iji je vektor o) i ne zavisi od visih izvoda krive tj. o, iako
je definisana pomocu o”.

Teorema 2.15. (Meusnier-ova teorema) Normalna krivina krive ¢ija slika pripada
tragu regularne elementarne pouvrsi zavisi samo od samo od povrsi, vektora brzine
krive 1 smera normale povrsi.

Oznacimo vektor brzine krive o u tacki P sa X, tj.
a(0) =P, a'(0) = X = Xyr,(ug, vo) + Xary, (ug, vo), X1 = u'(0), Xy =2'(0).

Tada je
IT7T(X, X X1)2+2f X1 X X,)?
(P, X) = T A A X o) (2.39)
(X, X) E(X1)?2+2FX Xs + G(X3)?
Ovo opravdava Cinjenicu da se u literaturi ¢esto pojavljuje termin ”normalna krivina
porvsi”.
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Tvrdenje 2.11. Normalne krivine koordinatnih linija o(t) = r(ug,t) i f(t) =
r(t,vo) su redom
g(uo, t) e(t, vp)
G(ug,t)  E(t,v)

(2.40)

Definicija 2.18. Asimptotska kriva (linija) povrsi je kriva éiji trag pripada tragu
poursi i cija normalna krivina je nula. Prave ¢igi su vektori upravo vektori brzine
ove krive su asimptotski pravci.

Cesto se za vektor brzine asimptotske krive kaze da je ”asimptotski pravac”.
Terminologija ” asimptotski pravac” potice od ¢injenice da su asimptotski pravci
u hiperbolickim tackama upravo asimptote Dupin-ove indikatrise, koja je hiperbola.

Teorema 2.16. Neka je o reqularna prirodno parametrizovana kriva ¢igi trag pri-
pada tragu v(U) reqularne elementarne povrsi r : U — R3. Tada je o asimptotska
linija ukoliko je

e(ult), v(t))(u'(t))* + 2 (u(t), v(®)u' (V' (t) + g(u(t),v(t)) (V'()* = 0. (2.41)
Dokaz. a(t) = r(u(t),v(t)) i koristiti (2.33). O

Ukoliko je X tangentni vektor u tacki P regularne elementarne povrsir : U — R3,
to postoji kriva « ¢iji je to vektor brzine, naime, koriste¢i Definiciju...:

a(0) =P, a'(0) = X = Xyr,(ug, vg) + Xary, (ug, v), X1 = u'(0), Xy = 2'(0).

Tada je, koristeéi (2.39), vektor X = Xyr, + Xor,, X € Tp(r) asimptotski pravac
ukoliko je
eX? +2fX1 Xy + gX3 =0. (2.42)

Primer 2.14. Odrediti normalnu krivinu koordinatnih linija sfere, cilindra, heliko-
1da.

Cilindar: 7(u,v) = (3cosu,3sinu,v), u > 0,v € R. Tada je E = 9, F =
0,G=1,e=-3,f=0,9=0

Koordinatna kriva u = ug, tj. a(v) = (3 cosug, 3sinug,v),v € R je prava. Kako
je '(v) = (0,0,0), koristeci (??) dobija se k2(v) = S%"> = 0. Takode, koristeci

lle/[|?
(2.40) sledi k2 (v) = % =0.
Koordinatna kriva v = vy, tj. f(u) = (3 cosu, 3sinu,vy),u € (0,27) je kruznica.
Kako je 8"(u) = (—(3 C(;su, —3sinu, 0), to je k2(u) = <Hﬁﬁ,’”2> = 32 = -1 (koristeci
(??)), ili kP (u) = Fla = —3.
Odrediti normalnu krivinu krivih a(v) i B(u) na treéi nacin, koristeci ¢injenicu
da su normalna secenja i ...
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Helikoid: r(u,v) = (ucosv,usinv,v), u > 0,v € R
Koordinatna kriva u = ug, a(v) = (ugcosv,ugsinv,v),v € R je kruzni heliks,

" (v) = (—ug cosv, —ugsinw, 0), kK% (v) = —<”a;,’|r’2> =0, ili K2(v) = —f;((qiz’fi)) =0

Koordinatna kriva v = vy, 5(u) = (ucosvg, usinvg, vg),u > 0 je prava, 5" (u) =

(0.0,0). wi(u) = S = 0, il w(u) = FL5

Tvrdenje 2.12. Neka je a(t) kriva ¢ija slika pripada tragu elementarne regularne
poursir: U — R3, t5. a(t) = r(u(t),v(t)) za funkcije u,v : (a,b) — U. Tada je

_ o), 0" (t),n(t)]
rg(t) = wOF (2.43)

rg@)lla' O = [T () + (20, — Tyy) (u) ™' (2.44)
+ ([ = 20/ (v)* = Ty (v) + 0" —u"V'| VEG — F2,

pri cemu je ||o/(t)||* = E(u)? + 2Fu'v' + G(v')%

Dokaz. Geodezijska krivina regularne krive a proizvoljne brzine je geodezijska kri-
vina njene prirodne reparametrizacije, tj.:

g(t) = fg(s(t)) =< @"(s(1)), S(s(t)) > . (2.45)
Koristed¢i (2.35) zaklju¢ujemo:

~ n(t) x o'(t)

S(s(t)) = n(s(t)) x a'(s(t)) = (2.46)
le’(®)]]
Primenom (2.45), (2.36) i (2.46) dobija se (2.43).
Formula (2.44) se dokazuje na slican nac¢in kao (2.30) koristeéi (2.43). O
Primedba 2.7. Primetimo da se formula (2.44) moZe zapisati u obliku
! " 1 2 1,7, 1 2
r ()OI = VEG=F2| ¥ @+ Tn()+ 200 + T (0% g 4y

v v+ T2 (u)? 4 2050 + T4, (v')?

Tvrdenje 2.13. Geodezijska krivina koordinatnih linija a(t) = r(ug,t) i f(t) =
r(t,vo) reqularne elementarne povrsi r je

VEG — F?

KO(t) = —F§2G—\/§ (2.48)
KO(t) = rfl—”EG_Fz. (2.49)

EVE

Primedba 2.8. Geodezijska krivina u-krive je nula akko je T3, = 0, geodezijska
krivina v-krive je nula akko je T}, = 0.
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Tvrdenje 2.14. Geodezijska krivina koordinatnih linija a(t) = r(ug,t) i f(t) =
r(t,vo) reqularne elementarne povrsi r, koje su ortogonalne, je

Ky (t) = 2;& (2.50)
W) = (2.51)

2FEVG

Primer 2.15. Odrediti geodezijsku krivinu koordinatnih linija sfere, cilindra, heli-
koida.

Cilindar: r(u,v) = (3cosu,3sinu,v), u > 0,v € R.

n(u,v) = (cosu,sinu, 0)

Koordinatna kriva v = ug, a(v) =
(0,0,0), g (v) = ool — .

Koordinatna kriva v = vy, f(u) = (3cosu,3sinu,vy),u € (0,27) je kruznica,
B'(u) = (—=3sinu,3cosu,0), f"(u) = (=3cosu, —3sinu,0), kb(u) = % =
e = 0.

Helikoid: r(u,v) = (ucosv,usinv,v), u > 0,v € R,

(3 cosug, 3sinug,v),v € R je prava, o (v) =

1
n(u,v) = 2—1(sinv, —COosS v, u)
us +

Koordinatna kriva u = ug, a(v) = (ugcosv,ugsinv,v),v € R je kruzni heliks,
! "
o/ (v) = (—ugsinv,ugcosv, 1), a”(v) = (—ugcosv, —ugsinwv,0), k5 (v) = .0 7]

S
ug—ﬁ—l'
Koordinatna kriva v = vg, B(u) = (ucosvy, usinvy, vg),u > 0 je prava, 5" (u) =

(0,0,0), &2 (u) = 0.
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2.7 Glavne krivine povrsi

Da bismo dalje izu¢avali normalnu krivinu, korisno je uvesti matri¢ne oznake:
| E F e f
‘FI - |: F G :| ’ -FII - |: f g :| .

t1 = &iry + iy, to = Eory + 121y

Neka su

dva tangentna vektora u nekoj tacki P koja pripada tragu regularne elementarne
povrsi r. Tada je

<ty ty >= E&& + F(&ma + &am) + Gmune,  tj. <ty te >= T F/Ty

za Ty = (&, m)", To = (&, m2)". Neka je +'(s) = &ry, + nr, tangentni vektor prirodno
parametrizovane krive v 1 T = (§,n)" . Koriste¢i Meusnier-ovu teoremu, tada je

I{n(P, t) = Tt,F[[T.
Definicija 2.19. Glavne krivine elementarne povrsi su koreni jednacine

e—nrE f—KF |

det(fH—/i.FI)ZO, tj. f—KF g—KG =

0. (2.52)

Ukoliko vektor T = (&,n)" zadovoljava jednacinu (Frp — kF)T = 0, odgovarajudi
tangentni vektor t = &r, + nr, povrsi r se naziva glavni vektor koji odgovara
glavnoj krivini k.

Jednacinu (2.52) mozemo zapisati i u obliku
(BG — F*)k? + (2fF — eG — gE)k +eg — f* = 0. (2.53)

Neka je t glavni vektor koji odgovara glavnoj krivini &, tj. t = &ry + 11y 1
e—rkE f—KF E1 |0
f—rF g-—kG n| |0]°

(e=rE)+ (f—KF)n = 0,
(f=rEF)E+(g—rG)n = 0

(e€+ fn) — k(E§+ Fn) =
(f§+gn) —w(FE+Gn) = 0

=
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Ovaj sistem ima netrivijalno resenje (1, k) ukoliko je determinanta jednaka nuli, tj.

e+ fn ES+Fn| _

= O’
f&+gn F&E+Gn
Sto je ekvivalentno sa
E(eF — fE) +&n(eG — gB) +n*(fG — gF) = 0 (2.54)

a moze se zapisati i u obliku

—n° &y =&

E F G |=0. (2.55)

e [ g

Primetimo da u slucaju F' = 0 = f jednacina (2.52) ima oblik

e—kKkE 0
0 g | =0 (2.56)
tj. k1 = 5, Ke = &, a jednacina (2.54) ima oblik

&n(eG — gE) = 0.

Ukoliko je k1 # ko, to je eG —gE # 0 (videti Tvrdenje 2.16), paje £ = 01ili jen = 0,
tj. glavni vektori su r, i 7.

Tvrdenje 2.15. Neka trag krive o pripada tragu elementarne regularne povrsi r :
U — R3. Tada je o linija krivine akko

_(U/)2 W _(u/)z
E F G |=o0 (2.57)
e f g
Dokaz. a(t) =r(u(t),v(t)), o =u'r, +v'r,, & =1/, n =1, koristiti (2.55). ]

Ukoliko je F' = f = 0, diferencijalna jednacina linija krivine je

—(Ul>2 v _(u/)Q
E 0 G =0. (2.58)
e 0 g

Odrediti glavne krivine i glavne vektore jedini¢ne sfere, cilindra.
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Sfera. Koristec¢i vrednosti za koeficijente prve i druge osnovne forme jedini¢ne
sfere (Poglavlje 3.4), dobija se da su glavne krivine sfere koreni jednacine

cos?0(k —1)* =0,

odakle sledi da su sve glavne krivine jedinicne sfere jednake 1, tj. sve tacke sfere
su zaobljene (umbilicke). (Videti...) Koristeéi ... sledi da je svaki tangentni vektor
glavni vektor. Drugim rec¢ima, ” Sfera se jednako krivi u svakom pravcu, u svakoj
tacki.”

Cilindar. r(u,v) = (Rcosu, Rsinu,v)

—R—kR?> 0

0 —K =0

Ri(14+ Rk) =0 k1 = —%, ks = 0.

Intuitivno je jasno da su krive koje se ” najviSe krive”kruznice, tj. paralele, a da

se " najmanje krive” prave, tj. izvodnice, meridijani, paralelne osi cilindra, pa smo i

ocekivali ove krivine. Za kruzni cilindar popuprecnika 1, glavne krivine su 0 i —1.
Za glavne vektore ty i ty vazi:

ty = &ry +mry, ta = &ru +mary, Ti = (E5,m)" To = (&9, m2)",

pri ¢emu vazi da su t; i ty glavni vektori ukoliko je (Fi; — ki Fp)T; = 0, tj.

e— Kk FE f—miF_ &1 |0
f=rF g—rG || m ] [0]

o1l

m=0,& =1, t; =r, je glavni vektor koji odgovara glavnoj krivini x; = —1.

Za ko =0 je
-1 0 SR
0 O m | |0’

& =0,1m =1, ty =1, = (0,0,1) je glavni vektor koji odgovara glavnoj krivini
Rog = 0.

Za k1 = —1 je
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— —
S— |
ty
N
””” =~ t
I a1
<

Odrediti glavne krivine torusa. Koriste¢i izraze za koeficijente prve i druge
osnovne forme i k1 = &, ko = &, dobija se
Ccosv 1
" a+bcosv’ Ty
Odrediti glavne krivine i glavne vektore jednogranog hiperboloida (zadatak
17). (vezbe Anti¢, zad. 17)

2?2 —y? + 2% = 1, koristeéi ... r(u,v) = (chucosv,shu, chusinv), u € R, v € (0,27)

K1 =

1 ch®u
E=ch2u,F=0,G=ch’u,e=——,f=0,9g=—
ch 2u / g vch2u
e 1 g 1
/Ql: ——— % 52:—:—

E  (ch2u)?’ G Vch2u
lh=ry, la=m,
Definicija 2.20. Tacka P je umbilicka (zaobljena) tacka ukoliko je ki(P) =
ko(P), a planarna ukoliko je rk1(P) = ka(P) = 0.
Ukoliko u sve tacke povezane povrsi umbilicke, povrs je deo sfere ili ravni (bez
dokaza, poluprecnik sfere je é)

Tvrdenje 2.16. Tacka P na reqularnoj elementarnoj povrsi klase C*, k > 2 je
umbilicka akko
e f

E F
¢ planarna ukoliko jee = f = g = 0.
Dokaz.

Ql=

EG — F? F
K1 = Ky <> O:D:bQ—4ac:4GT(Ef—Fe)2—|—[Eg—Ge—QE(Ef—Fe)]Q

< FEf = Fe, Eg—Ge—Zg(Ef—Fe):O

e [ g

T ETF G
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— 9

E
G

Koristeéi (2.39) i (2.53) zaklju¢ujemo da je u ovom slucaju K, = k1 = kg =
£
F

]

Primedba 2.9. Prateéi ovaj dokaz mozemo zakljuciti da su glavne krivine realno
vrednosne funkcije, jer je

e
D:b2—4ac:4EG—F(Ef—Fe)Q—i—[Eg—Ge—Qg(Ef—Fe)]Q20.

Tvrdenje 2.17. Neka su k1 @ ko glavne krivine povrsi r u tacki P.

1. Ukoliko je k1 # ko, tada su glavni vektori koji odgovaraju glavnim krivinama
K1 1 ko ortogonalni.

2. Ukoliko je k1 = Ko, svaki tangentni vektor v € Tp(r) je glavni vektor.
Dokaz. Neka su

t1 = &1ru + mry, t2 = &ary + Mty
dva tangentna vektora u nekoj tacki povrsi r.

Tada je < t1,te >= E& & + F(&ne + Eam) + G, tj.
< t1,ly >= Tf.F[TQ
zZa Tl = (517771)ta T2 = (527772)t7

E:[? g} ]:UZ{; f}.

Koristec¢i Definiciju 2.19 glavnih krivina mozemo zapisati

Frrly = ki FiTy,  Frls = ke FrT1s. (2.59)

Mnozeéi jednacine (2.59) redom sa T4 i T} dobija se
TZt.F]]Tl =K1 < t1,T2 >, TltFIITQ = Ky < t1,19 >
Kako je T} F;/Ty 1 x 1 matrica, to je

Tf]:HTg = (TffHTg)t = thffITl = T;F[]T27
pa je, koriste¢i (2.59),

K1 < t1,t9 >= ko < 1,19 > .
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Ukoliko je k1 # ko, tada je < tq,to >= 0, tj. t1 i t5 su ortogonalni.

Dokazimo da ukoliko su glavne krivine jednake u tacki P povisi r, (k1(P) =
ko(P)), tada je svaki tangentni vektor v € Tp(r) glavni vektor.

Neka su t; i t5 dva proizvoljna ortogonalna, jedini¢na vektora tangentne ravni
povrsi r u tacki P. Neka su &;, n;. T;, ¢ = 1,2 definisani sa.... i neka je

A= | & &y
12
Tada je, s obzirom da su t; i t2 jedini¢ni i ortogonalni,

aFA_ | DT TIFT, } _

TiF Ty TiFTs

<t,t1 > <ty1,to > ‘o 1 0
<o, b1 > < tg,lo > 101

Neka je
G = A Fri A

G je simetric¢na jer je
fo = (AthIA)t = Atf;[(At)t = AtF[[A = QH
Tada postoji ortogonalna matrica B takva da je

A O
¢ M
B gIIB - |: O )\2 :| 9

za neke skalare \; i Ay. Neka je C' = A B. Tada je C*F;C = BY(A'F;A)B = B'B =
i Ct.FIIC == Bt<At.F[[A>B = Bt g[[ B, tJ

10

01 (2.60)

C'FiC = [

} ctfncz[Al O]

0 Ao
C je inverzibilna, pa je
det(./_"[[ — KV.F]) =0« det(Ct(}"H — K,.F[)C) =0

B A0 1 0]
det(fH—/i}"[)—O:)detHO )\2:|—li|:0 1:|:|—0

Dakle, glavne krivine su koreni

‘)\1—5 0 :0,

0 AQ_K/

ti. Ai i Ao
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Ukoliko su glavne krivine jednake, npr. k, tada je A = Ay = & i koristeéi (2.60)
sledi
Ct.FIC:I, Ot.FIIO:Ii]

pa je
Ct(./_"[[ — K.F])C = 0,
tj.
Fir — &Fy,

jer su C' i O inverzibilne matrice. Tada za bilo koju 2 x 1 matricu T vazi
(.F]] — :‘i]:[)T = O,

odakle sledi da je svaki tangentni vektor u P glavni vektor. O]

tacki glavni vektor u toj tacki.

| ==

Linije krivine jednokrilnog hiperboloida
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Linije krivine dvokrilnog hiperboloida

Tvrdenje 2.18. Meridijani i paralele rotacione povrsi (u tackama koje nisu umbi-
licke) su linije krivine (glavne linije).

Dokaz. r(u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinv,g(u)), f2+g¢ =1, f>0

E=fl+gi=1 F=0, G=/f?

e:fuguu_.fuugw f:07 g:fgu

Kako je F' = f = 0, koriste¢i (2.58), diferencijalna jednacina linija krivine a(t) =
r(u(t),v(t) je w'v'(eG — gE) = 0. Dakle, koordinatne linije (meridijani i paralele)
u=1uyiv=uw, tj. a(t) = r(ug,v(t)) i B(t) = r(u(t),ve) su linije krivine. Naime,
posle reparametrizacije, linije krivine su:

a(t) = (f(ug) cosv, f(up) sinv, g(ug)), B(t) = (f(u)coswvy, f(u)sinvg, g(u)).

Da li su ovo jedine linije krivine rotacione povrsi? Kako tacke nisu umbilicke sledi
eG — gE # 0, videti Tvrdenje..., pa je a(t) = r(u(t),v(t) linija krivine ukoliko je
uw = 01tj. u=ug = const, av je proizvoljno, tj. v = v(t) ili v = 0 tj. v = vy = const,
a u je proizvoljno, tj. u = u(t). Dakle, linije krivine a(t) = r(ug,t) i 5(t) = r(t, vo)
su koordinatne linije. O]

Primedba 2.10. Ukoliko su tacke rotacione povrsi umbilicke, tj. eG — gE = 0, {tj.,

fgu = (fuguu - fuugu)f27 tj-; Gu = (fuguu - fuugu)f (jer je f > 0)7 Situamja j@
komplikovanija...

Tvrdenje 2.19. Koordinatne linije reqularne elementarne povrsi (koje ne sadrze
umbilicke tacke) su (jedine) glavne linije (linije krivine) ako i samo ako je F = f =

0.
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Dokaz. Neka je u-koordinatna linija «(t) = r(t,vy) glavna linija, tj. za «a(t) =
r(u(t),v(t)) je u(t) =t iwv(t) = vo. Tada je, koristedi (2.57):

0 0 —1
E F G |=0,
e f g

odakle je —Ef + Fe = 0.
Neka je v-koordinatna linija 5(t) = r(ug, t) glavna linija, tj. za 5(t) = r(u(t), v(t))
je u(t) = ug iv(t) =t 1i, koristedi (2.57), vazi

1 0 0
E F G|=0,
e f g

odakle je —Fg+ Gf = 0.

Sistem jednac¢ina —FEf + Fe = 0, —Fg+ Gf = 0, ima samo trivijalno resenje
F = f =0, jer je determinanta sistema Ge — Eg # 0, koriste¢i Tvrdenje..., s obzirom
da nijedna tacka nije umbilicka.

Neka je sada F' = f = 0. Koriste¢i (2.58), kriva a(t) = r(u(t),v(t)) je glavna
linija ...u'v'(Fg — Ge) = 0...pratiti dokaz Tvrdenja 2.18. ]

Imajuci u vidu koliko slucaj F' = f = 0 pojednostavljuje rac¢un i uzimajuci u
obzir Tvrdenje 2.19, vazno je parametrizovati povrsi tako da koordinatne linije budu
glavne. Takva parametrizacija se naziva glavna parametrizacija.

Parametrizovati povrsi r(u,v) = (ucosv, usinv, av), (u,v) € RT x (0,27),a > 0
(helikoid) i z = zy (sedlo), tako da vazi F' = f = 0.

Uputstvo: Naci glavne linije i parametrizovati povrs tako da one budu koordi-
natne (vezbe zad. 31)

Teorema 2.17. (Euler-ova teorema) Neka je a prirodno parametrizovana kriva
na povrsi r i neka su ki @ ke glavne krivine povrsi r. Tada je

Kp = K1 C0S° 0 + Ko sin® 6, (2.61)
pri cemu je O ugao izmedu o' i glavnog vektora koji odgovara krivini k.

U formulaciji prethodne teoreme k,, je normalna krivina u tacki u pravcu vektora
brzine krive «, tj. o/, glavne krivine su u tacki.
Euler-ova teorema se cesto formuliSe i na slede¢i nacin:
Neka je Y jedinicni tangentni vektor u tacki P elementarne reqularne poursi.
Tada je
II(Y,Y) = Kk cos® § + kysin® 6,

pri cemu je 0 ugao izmedu Y 1 glavnog vektora koji odgovara glavnoj krivini k..
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Dokaz. Ukoliko je k1 = ko, u dokazu Tvrdenja ... smo zakljucili da je k,, = k1 = Ko,
pa relacija (2.61) vazi.

Ukoliko je k1 # ko, neka su t; i ty glavni vektori koji redom odgovaraju glavnim
krivinama k; i k. Na osnovu Tvrdenja ..., t; i t3 su ortogonalni, mozemo ih i
normirati, pa vazi

o = cos Ot + sin Ot,.

Uvedimo oznake
ti=&ry + iy, 1=1,2, o =E&r,+nr,
Tada je

Ery +nr, = o = cosft; + sin Oty
= cosO(&ry +mry) + sin0(Eery + nory)

{g}zcosﬁ{él}—ksinﬁ{&},
n m 2

T = cos 017 + sin 615

Koristedi .. normalna krivina krive « je

Rp = Tt.F[[T
= (cos 0T} + sin 0Ty) Fr; (cos 0Ty + sin 6T5)
= cos? GTf Frr T+ cos @(Tlt Frr T+ T2t Frr Tl) + sin? 9T2t Frrlh

Relacija (2.61) sledi koriste¢i

TIFuTy = kT Fi Ty =k
Ty Fr Ty ko Ty F1 Ty = Ky
Tt Fr Ty ki Tt FrTy =0
ToFuT, = koo FrTy=0.

]

Meusnier-ova (1776) i Euler-ova (1760) teorema su najstariji rezultati iz teorije
povrsi.
Na kraju, bez umanjenja opstosti, pretpostavimo x; > ks.
_ 2 .2
Kn = cos“0r;+ sin® Ok,
(1 — sin® §) Ky + sin? Ok,

= Ky — (k] — Kg)sin? @
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Jedakost se postize za 0 = 0, 7.

Kn = cos’ 0k, + sin®Oksy
cos? Oky + (1 — cos® )k

= (Iil — Iig) COS2 0 + Ko

Odavde zakljucujemo ko < k,, < K1 tj.:

Posledica 2.4. Glavne krivine u tacki povrsi su maksimalna i minimalna vrednost
normalne krivine svih prirodno parametrizovanih krivih na povrsi koje sadrZe tu
tacku.
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2.8 Gauss-ova i srednja krivina povrsi
Definicija 2.21. Gauss-ova krivina K i srednja krivina H regularne elemen-

tarne povrsi v : U — R3, ¢ije su glavne krivine K1, ke, su funkcije K, H : Ud — R
definisane sa

K(u,v) = k1(u,v) ka(u,v), H(u,v)= %(ﬁl(u,v) + Ko (u,v)).

Gauss-ova krivina ne zavisi od parametrizacije povrsi, iako glavne krivine (obe)
mogu promeniti znak.

Povrsi cija je srednja krivina jednaka nuli nazivaju se minimalne povrsi. Ka-
tenoid (nastao rotacijom lancanice) je minimalna povrs.

Helikoid je minimalna povrs. Za vise detalja pogledati: M. Dori¢, Vajerstrasova
reprezentacija minimalnih povrsi, master rad, Univerzitet u Beogradu, Matematicki
fakultet, 2011.

Tvrdenje 2.20.

eg —
(1) K(wv) = 7o) (2.62)
eG+gE —2fF
2) H = ; 2.
@) Hww) = G ) (2.63)
(3) glavne krivine suH + vV H? — K. (2.64)
Dokaz. Relacije se dobijaju koris¢enjem Viete-ovih formula i (2.53). O
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Dokazati da je K < H? u svakoj tacki orijentisane regularne povrsi. Za koje
tacke vazi jednakost?

Koristec¢i Tvrdenje 2.20 cesto se prvo izracunaju Gauss-ova i srednja krivina, pa
tek onda glavne krivine. Na primer, posmatrajmo helikoid:

r(u,v) = (ucosv,usinv,v), 0 <u < R, —00 < u < +o0.

Kako su koeficijenti prve i druge osnovne forme £ = 1, F = 0, G = u%, e =0,
f =~ 9= 0, koriste¢i (2.62) i (2.63), sledi

— f2 —
o &9 f _ 1 7 H:eG+gE 2fF:0‘
EG—F2 (1+u?)? 2(EG — F?)

Kako su glavne krivine jednake H + v H? — K, to je

;
) .
e g
s \\
Y
- Ny
) / /
< e A oS
< ) /-
~_ A

~_ =
~_

(a) Elliptic point (b) Hyperbolic point, (¢) Parabolic point

Uocimo tacku P koja pripada tragu regularne povrsi. Ukoliko je K (P) > 0, tacka
P se naziva elipticka tacka (k1(P) - ko(P) > 0), ukoliko je K(P) < 0, tacka P se
naziva hiperbolicka tacka (k1(P)-ke(P) < 0), ukoliko je K = 0, tacka P se naziva
parabolicka tacka ukoliko je jedna glavna krivina razlicita od 0 i planarna tacka
ukoliko su obe glavne krivine 0 (k1(P) = 0 = ka(P)). (Primetimo da su planarne
tacke ve¢ definisane u Definiciji 2.20.)

Dokazati da su Gauss-ove i srednje krivine
e ravni: K = H =0,

e jedinicne sfere: K = H =1,

1
R?

sfere poluprecnika R: K = 45, H =

kruznog cilindra poluprecnika 1: K =0, H = %,

rotacionih povrsi r(u,v) = (f(u) cosv, f(u)sinv, g(u), za generatrisu jedini¢ne

brzine, tj. 2 + g% = 1: K = — L.
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Primer 2.16. Rotacione povrsi

r(u,v) = (f(u) cosv, f(u)sinv, g(u)), fi+ g5 =1, f >0

E = f21+¢’=1, F=0, G=/f?
e = fuguu_fuuguafzoag:fgu

K = €g — f2 o (fuguu - fuugu)fgu
- EG-F* 12

Izvod f2+ g2 =1 je fu fuu + 9u Guu = 0, pa je

Ju Gu

K = (fuguu - fuug’tL)fgu _ _fuufgu . _@

f? Pou —f
Specijalno, za jedinicnu sferu je u =6, v = @, f(0) = cosf, g(0) = sinb, pa je
K=1.

Parabolic points

P Elliptic poi®*® S

x R Yy
Za torus r(u,v) = ((a+ bcosv)cosu, (a+ bcosv)sinu,bsinv), 0 < u < 2,
0 <v<2mje K = g5 Dakle, torus ima i parabolickih (zav=72iv=>2)4
eliptickih (za 0 < v < 5 1 3% < v < 2m) i hiperbolickih tacaka (za 5 < v < 2% ).
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K<

Rotation Axis

Tvrdenje 2.21. Ukoliko je tacka P regularne povrsi umbilicka, tada je K(P) > 0.

Dokaz. Primenom Tvrdenja ... sledi e = k,E, f = k. F, g = k,G, pa je K(P) =
€g — f2 2
G Ml 20

U

a parabolic point a planar point

Tvrdenje 2.22. Ukoliko su sve tacke povezane reqularne povrsi umbilicke, Gauss-
ova krivina pouvrsi je konstantna i nenegativna.

Dokaz. Koriste¢i Weingarten-ove formule i e = k, F, f = k,F, g = k,G, sledi

Ny = —RpTy, Ny = —KpTy.
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Diferencirajuéi n, po v i n, po u i oduzimajuéi dobijene izraze, sledi

% =0, Otin =0,
Ju v
tj. normalna krivina je konstantna. itd... O
Neka je r : U — R? regularna elementarna povrs i neka je S? = {(z,y,2) :

z? + y* + 2* = 1}. Gauss-ovo preslikavanje G : r(U) — S? tacki r(u,v) € r(U)
dodeljuje tacku na jedini¢noj sferi S? koja odgovara ” vrhu vektora normale” n(u, v)
povrsi r(u, v).

Teorema 2.18. Neka je r : U — R? reqularna elementarna povrs, (uo,v9) € U i
neka je 0 > 0 takvo da je disk

Rs = {(u,v) €R*: (u—up)® + (v —vp)? < 67}

podskup od U. Tada je
L P(G((R))
=0 P(r(Rs))

pri cemu je K Gauss-ova krivina povrsi r u tacéki r(ug, vg).

= |K|

Dokaz.
P(G(r(Ry))) _ Jry I X nulldudv
P(r(Rs)) Jr, I < ro|dudv
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Koriste¢i Weingarten-ove formule dobija se

1 2 1 2 69—f2
Ny X Ny = (ﬁlru +61rv) X (ﬁ2ru + 52“1) = T~ 1o

=G F2ru><7"v:Kru><rv

Izaberimo § dovoljno malo da |K (u,v) — K (ug, vo)| < € za (u,v) € Rs. Tada je

PG(r(Rs)))

| K (uo, vo)| — € < P(r(Rs))

< | K (ug,vp)| + €
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2.9 Gauss-ova briljantna teorema

Zamenjujudi izraze za Christoffel-ove simbole (2.10) u Gauss-ove formule (2.22)-
(2.25) dobija se

Brioschi-jeva formula

Za Gauss-ovu krivinu regularne elementarne povrsi r : U — R3 vazi K = (et
pri ¢cemu je

A= F, - 1G, E F , B=|1iB, B F
1q, F G ¢, F @

Ukoliko je F' = 0 tada je

K=o (Vi) * o0 (v55) )
2/EG | 0u \VEG ov \VEG) ]

1 EuGu+E§+EUGU+Gi

4 E G

Ukoliko je E =11 F = 0 tada je

K- -—2 (va)
/G ou? '

Dakle, za rotacionu povrs r(u,v) = (f(u) cosv, f(u) sinv, g(u)), za f > 01 f?4¢* =

1jeE:1,F:O,G:f(u)Q,pajeK:—fT.

Gauss-ova briljantna teorema

(Theorema Egregium, ” Disquisitiones generales circa superficies curvas”, ” General

investigation of curved surfaces”)

Ova teorema je jedna od najvaznijih teorema XIX veka. Matematicari su na
kraju XVIII veka (Euler, Monge) koristili Gauss-ovu krivinu, ali samo definisanu
kao proizvod glavnih krivina. Kako glavne krivine povrsi zavise od nac¢ina smestanja
povrsi u R?, proizvod glavnih krivina nije posmatran kao unutrasnja osobina povrsi.

Teorema 2.19. (Gauss-ova Teorema egregium, 1827.) Gauss-ova krivina ele-
mentarne povrsi je unutrasnja karakteristika povrsi.

Drugim re¢ima, Gauss-ova krivina elementarne povrsi zavisi samo od prve osnov-
ne forme i ¢uva se pri izometrijama.
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Tvrdenje 2.23. Neka je f : S — Sy lokalna izometrija reqularnih elementarnih
pouvrsi vt i r2. Tada je
K'=K?of,

pri cemu su K i K? Gauss-ove krivine povrsi r* i r2.

Dokaz. Koristiti Tvrdenje 2.5, odakle sledi da postoje parametrizacije povrsi r! i 2

takve da su koeficijenti prve osnovne forme ovih povrsi isti, pa imaju i iste izvode,
koriste¢i Gauss-ovu teoremu 2.19 (ili Brioschi-evu formulu), sledi da povrsi r! i 72
imaju istu Gauss-ovu krivinu. ]

Naime, ukoliko su dve elementarne regularne povrsi lokalno izometricne, tada
one imaju istu Gauss-ovu krivinu u odgovarajué¢im tackama.

Posledica 2.5. Sfera i ravan nisu lokalno izometricne jer je Gauss-ova krivina sfere
poluprecnika R jednaka %, a Gauss-ova krivina ravni je 0. Dakle, svako preslikava-
nje dela sfere ma ravan menja rastojanja.

Da li vazi i obrat?

Teorema 2.20. (Minding-ova teorema, 1839 ) Dve elementarne reqularne povrsi
koje imaju istu konstantnu Gauss-ovu krivinu su lokalno izometriéne.

Tvrdenje 2.24. Pours c¢ija je Gauss-ova krivina jednaka ¢ > 0 ima lokalno istu
unutrasnju geometriju kao sfera poluprecnika \/La

Pours ¢ija je Gauss-ova krivina nula ima lokalno istu unutrasnju geometriju kao
ravan. (Takve pouvrsi se nazivaju ” razvojne”, ” developable”, mogu se ” razviti u ra-
”
van”.

Pours c¢ija je Gauss-ova krivina jednaka ¢ < 0 ima lokalno istu unutrasnju geo-
metriju kao hiperbolicka ravan.

Vrednost Gauss-ove krivine odreduje prirodu geometrije koja opisuje povrs. U
najjednostavnijem slucaju, kada je K konstantno: to je euklidska geometrija, za
K =0, elipticka geometrija, za K > 0, hiperbolicka geometrija, za K < 0. Gauss je
prvi uveo termin ” ne-euklidske geometrije”.

Gauss-ova briljantna teorema tvrdi da se Gauss-ova krivina povrsi smestene u
trodimenzioni prostor moze razumeti kao unutrasnja osobina povrsi. ” Stanovnici”
povrsi mogu izucavati Gauss-ovu krivinu povrsi bez ulaganja u R3, tj. mogu posma-
trati krivinu povrsi na kojoj zive cak i bez znanja o trodimenzionom prostoru u koji
su smesteni.

Gauss-ova krivina se moze meriti proveravanjem koliko se obim male kruznice
razlikuje od 2rm, tj. od vrednosti koju bi imao u euklidskom prostoru. Ukoliko bi
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obim bio manji od 277w, prostor ima pozitivnu Gauss-ovu krivinu, ukoliko je veéi ima
negativnu i ukoliko je jednak, prostor ima Gauss-ovu krivinu nula.
Difeomorfizmi koji ¢cuvaju Gauss-ovu krivinu ne moraju biti lokalne izometrije.

Primer 2.17.

r(u,v) = (avcosu,avsinu,blogv),

r?(u,v) = (avcosu,avsinu,bu)

f(av cosu, avsinu, blogv) = (av cosu, av sin u, bu)
b2
B2+ a??
Dakle, f je difeomorfizam koji ¢uva Gauss-ovu krivinu. Kako su koeficijenti prve
forme:

K'=K?=

b2
E' = a*?, G1:a2—|——2, F?=bp+d%* G*=d*, F1 =F>=0
v

f nije izometrija za parametrizacije r' i r2.
Pored toga, ne postoji nijedna lokalna izometrija izmedu ove dve pouvrsi, jer...
Dakle, ne vazi obrat Gauss-ove teoreme.

i — 3_ 2 _ 36(u?+v?) .
Pr.lmer.'2.18. r(u', v) = (y,v, u® —3uv?) K = — o T 00T ’Gauss—ova krwm.a
je invarijantna pri rotacijama oko z-ose, iako povrs nema tu osobinu. Samo rotacije

za celobrojni umnoZak od %” su 1zometrige. Dakle, obrat Gauss-ove teoreme ne vazi.
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2.10 Geodezijske linije

Definicija 2.22. Kriva o ¢iji trag pripada tragu regularne elementarne povrsi r se
naziva geodezijska linija ukoliko je vektorsko polje o/'(t) nula ili ” normalno na
pours”, tj. paralelno normalnom vektorskom polju n(t), za sve vrednosti parametra
t.

Tvrdenje 2.25. Svaka geodezijska linija ima konstantnu brzinu.

Dokaz. Ll|lo/(t)||? = 4 < o/(t),/(t) >=2 < d/(t), & (t) >=0 O
Neka je [[a/(t)|| = A. Tada je a(t) = a(%) prirodna reparametrizacija krive a.
Tada je j—;&(t) =3 %a(t). Odavde sledi da je prirodna reparametrizacija geodezij-

ske linije takode geodezijska linija, pa se uvek mozemo, ukoliko Zelimo, ograniciti na
izucavanje geodezijskih linija jedini¢ne brzine. Medutim, u opstem slucaju, repara-
metrizacija geodezijskih linija neée biti geodezijska linija. Zbog toga se Cesto koristi
sledeca (” ekvivalentna” ) definicija geodezijskih linija.

Tvrdenje 2.26. Kriva jedinicne brzine o ma povrsi v je geodezijska linija ako 1
samo ako je geodezijska krivina krive o svuda nula, duZ cele krive.

Dokaz. Dokaz sledi koriste¢i Definiciju 2.17 geodezijske krivine. ]

Imajuci u vidu Tvrdenje 2.26, geodezijska linija elementarne regularne povrsi se
¢esto definiSe kao kriva jedini¢ne brzine ¢ija je geodezijska krivina svuda nula.

Tvrdenje 2.27. Kriva « jedinicne brzine na elementarnoj povrsi je geodezijska akko
je [n, T, T'] = 0.

Tvrdenje 2.28. Prava ili deo prave na pouvrsi je geodezijska linija.

Dokaz. Uotimo prirodnu parametrizaciju prave a(s) = a+ bs, pri ¢emu su a,b € R3
konstantni vektori, b je jedini¢ni. Tada je &(s) = 0, pa je k,4(s) = 0. O
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Primer: Koriste¢i Tvrdenje 2.28, zakljucujemo da su sve prave u ravni geode-
zijske linije, kao i generatrise cilindara i konusa. Takode, generatrise pravolinijskih
provsi su njihove geodezijske linije, npr. generatrise jednokrilnog hiperboloida.

Tvrdenje 2.29. Svako normalno secenje pouvrsi je geodezijska linija.
Dokaz. Tvrdenje... Ky = 0 1 koristiti Tvrdenje 2.26. O]

Primer: Svi veliki krugovi sfere su geodezijske linije.

Veliki krug je presek sfere i ravni koja sadrzi centar sfere S. Dakle, za tacku
P koja pripada velikom krugu, SP pripada ovoj ravni, pa je ova ravan normalna
na sferu i veliki krug je normalno sec¢enje. Namerno nismo koristili termin ” trag
krive”... Znamo da je za sferu n(u,v) = £57(u, v).

Presek cilindra (ne obavezno kruznog) i konusa i ravni IT koja je normalna na
osu cilindra i konusa je geodezijska linija. Na primer, ukoliko je osa cilindra z-osa

, parametrizacija cilindra je r(u,v) = (f(u), g(u),v). Tada je n(u,v) = (f“’;%’g).
2492

Dakle, n je normalno na z-osu i paralelno ravni II, tj. II je normalno na cilindar.

Tvrdenja 2.28 i 2.29 nisu dovoljna da se odrede geodezijske linije povrsi.

Teorema 2.21. Kriva o(t) = r(u(t),v(t)) ¢ija slika pripada tragu elementarne re-
gularne povrsi v : U — R? je geodezijska linija ako i samo ako

d 1
£(Eu’ + Fv') = 5(Eu(u’)Q +2E,uV + G, (v)?), (2.65)
d 1
%(Fu’ +Gv) = 5(Ev(u’)2 + 2F v + G, (v)?). (2.66)

Dokaz. Kako je [r,,r,] baza tangentnog prostora T'(r), kriva « je geodezijska linija
ako i samo ako je o” normalno na r, i r,. o/ =u'r, +v'r,

d d
< E(UITU +0'ry),r >=0, < E(u'ru +v'ry), ry >= 0. (2.67)
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< %(U,Tu + U/T”U)7ru > = E < ulru + U/Tw’/‘u > =< u’m + U,TU, Eru >
d
= (B4 Fv) = <y 407, W+ 0T >
d
— E(E'u' + Fv') — (W) < 1y, Tuu >

+ UV (< Ty Tt < Tuy Tuw > +(v’)2 < Ty Ty >

U u Teoreme... (Gauss-ove formule) zakljuéili smo:

1 1
< Ty Ty, >= §Eua < Ty, Tuw >= §Gua < Ty, Tup >+ < Ty Ty >=< Ty, Ty >y = Fy
Zamenom se dobija jednacina (2.65).

Slicno se dokazuje i jednacina (2.66). O

Diferencijalne jednacine (2.65)-(2.66) se ¢esto nazivaju ” geodezijske jednacine”.
Medutim, uobicajeno je da se i jednacine (2.68)-(2.69) tako nazivaju.

).

Posledica 2.6. Izometrija povrsi 7 cuva”geodezijske linije, tj. slika geodezijske linije

je geodezigska linija.

Dokaz. Dve izometri¢ne povrsi mogu biti parametrizovane tako da imaju iste prve
osnovne forme (Tvrdenje...). Reparametrizacija povrsi ne menja geodezijske linije
(Primedba...). Geodezijske jednacine ... zavise samo od koeficijenata prve osnovne
forme. O

Teorema 2.22. Neka je a(t) kriva ¢iji trag pripada tragu elementarne reqularne
poursir : U — R3, tj. a(t) = r(u(t),v(t)) za neke funkcije u,v. Tada je o geodezijska
linija akko

u” + T (u)? + 2Dy + Ty (v')? = 0, (2.68)
v + T3 (u)? + 202,00 + 15, (v)? = 0. (2.69)
Dokaz. Koristiti izraz za o ... O

Moze se dokazati da su Teorema 2.21 i Teorema 2.22 ekvivalentne.

Primer 2.19. Odrediti geodezijske linije kruznog cilindra.
r(u,v) = (Rcosu, Reosv,v), I'f; =0, pa se jednacine (2.68)-(2.69) svode na

u’(s) =0, v"(s)=0,
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odakle sledi
u(s) =c1s+di, v(s) =cas+ds, c¢1,09,d1,ds €R. (2.70)
Dakle, sve geodezijske linije na cilindru su oblika
a(s) =r(u(s),v(s)) = (Rcos(c1s + dy), Rsin(cys + dy), cas + da).
S obzirom da je geodezijska linija o prirodno parametrizovana, sledi
o/ (s)]]? = I(c/(5),c(s)) = B(u)* + 2Fu/v' + G(v')* = 1. (2.71)

Kako su koeficijenti prve osnovne forme cilindra E = R?, F =0, G = 1, koristeci
(2.70), dobija se
AR+ =1, (2.72)

Diskutujuci vrednosti koje konstante c1, co mogu imati, zakljucujemo da su geodezij-
ske linige cilindra prave, krugovi i heliksi:

1. ¢y =0, iz (2.72) sledi co = £1, u(s) = dy, v(s) = ca2(s) + da, pa je

a1(s) = (Rcosdy, Rsindy, s +ds), prava (meridijan)

2. ¢3=0, c1 = %%, u(s) = £xs+dy, v(s) = da,

1 1
as(s) = (R Cos(iﬁs +dy), Rsin(j:ﬁs +dy),dy), krug (paralela)

3. c1,00#0, cg = +4/1 = AR?
asz(s) = (Rcos(cys + dy), Rsin(eys +dy), £4/1 — ¢iR?s + ds),  kruzni heliks

Tvrdenje 2.30. Svaki meridijan rotacione povrsi je geodezijska linija. Paralela ro-
tacione povrsi je geodezijska linija akko su tangente meridijana paralelne osi rotacije
u svim tackama paralele.

Dokaz. 1 naéin:

Christoffel-ovi simboli rotacione povrsi... Koristeéi ... sledi da su jednacine geodezij-
skih linija (2.68)-(2.69):

u' — ff.()? = 0, (2.73)
"+ 2%2/ "= 0. (2.74)



Neka su «(s),5(s) redom meridijani i paralele rotacione povrsi... Za meridijane su
zadovoljene jednacine (2.73) i (2.74), a za paralele...

IT nacin:

Kako su za rotacionu povrs r(u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinv, g(u)), f2+ ¢> =1,
f > 0 koeficijenti prve osnovne forme E = f2+ g2 =1, F =0, G = f?(u), koriste¢i
(...) sledi

W= PR () =0 (2.75)

S obzirom da je geodezijska linija a prirodno parametrizovana, koristeéi (2.71) i
E=1,F=0,G= f*u), sledi

() + f2(v')? = 1. (2.76)

Kako za meridijane vazi v = vg, druga jednacina sistema (2.75) je zadovoljena.
Kako je v/ = 0, to iz (2.76) sledi v’ = +£1, tj. v’ je konstanta, pa je i prva jednacina
sistema (2.75) zadovoljena. Dakle, meridijani rotacione povrsi su geodezijske linije.

Ukoliko je kriva paralela, tj. u = ug, tada je v’ = i%, koristedi (2.76). Kako je
f > 0,v" # 0, iz prve jednacine sistema (2.75) sledi f,, = 0. S druge strane, ukoliko je
fu = 0 za u = ug, prva jednacina sistema (2.75) je automatski zadovoljena ( f, (ug) =
0). S obzirom da je v’ = im, druga jednacina sistema (2.75) je zadovoljena jer je
f(u) = f(up) konstanta.

Dakle, paralela u = uq je geodezijska linija akko je f, = 0 za u = uy, tj. ukoliko
je ug stacionarna tacka funkcije f.

Vektor brzine meridijana v = vy je 47 (s, vo) = (f(s) cos vy, f'(s)sin vy, ¢'(s)). (S
obzirom da je meridijan dobijen rotacijom prirodno parametizovane krive, meridijan
je takode prirodno parametrizovan.) Tangentni vektor na meridijan u tacki (ug, vo)
je (0,0,¢'(up)) (s obzirom da je f'(up) = 0),tj. paralelan je vektoru ose rotacije
(0,0,1). 0

Protumacite prethodno tvrdenje koriste¢i normalna secenja.
Naravno, ovo nisu sve geodezijske linije rotacionih povrsi. Da li mozemo da odre-
dimo sve geodezijske linije (rotacionih) povrsi?
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Primer 2.20. Uoc¢imo rotacionu povrs r(u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinv, g(u)), f2+
g2 =1, f > 0. Neka je 0 € [0, 7] ugao koji geodezijska linija zaklapa sa paralelom koja
je preseca i neka je R poluprecnik paralele u tacki preseka. Tada vazi Clairaut-ova

relacija:
Rcos 0 = const. (2.77)

geodesics

Koriste¢i (2.75), tj. L(f*v') =0 sledi f*v' = const. Primenom formule za ugao
1zmedu dve krive... sledi
< Ty, U'Ty + 0Ty >
7

cosf = = fv.
Kako je f = R u tacki preseka, sledi (2.77).

Dokazati da vazi 1 obrnuto, tj., ukoliko je R cos 0 konstantno i nijedna tacka nema
paralelan tangentni vektor, kriva je geodezijska.

Primetimo da Clairaut-ova relacija vazi i za regularnu elementarnu povrs (klase
> 2) parametrizovanu tako da su joj koordinatne linije ortogonalne, a koeficijenti
prve forme E'i G zavise samo od jednog parametra, tj. vazi i nesto opstije od primera
(2.20):

Tvrdenje 2.31. Neka je a(s) = r(ui(s),vi(s)) prirodno parametrizovana geode-
zijska linija ¢iji trag pripada tragu povrsi r(u,v), takvoj da je E = E(u), F = 0,
G = G(u). Dokazati da je

VG cosf = const, (2.78)

gde je 6 ugao 1zmedu geodezijske linije v © v-parametarske krive u = const.

Dokaz. S obzirom da je F' = 0, koriste¢i formule (2.12), jedini Christoffel-ovi simbola
razliciti od nula su
Eu 1 Gu Gu

1 _ Fu v 2 T
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Koristeé¢i Teoremu 2.22; jednacine geodezijskih linija (2.68)-(2.69) su

W ) — ) = 0, (2.80)
vy + %u’lvi =0. (2.81)
Kako je
/(s + f;&l(g)) () =0 & ()G ur(5)) + Culun ()l (5)04 (5) = 0
& )G () =0
to je

v1(8)G(u1(s)) = const = C. (2.82)

Koristeé¢i (ugao izmedu dve krive...), za ugao 6 izmedu geodezijske linije o i v-
parametarske krive u = ug, v = v(s) vazi

cosf =

<Tpyry> <ad,ry,> <ujr, +vir,r, > ,
= = = \/E
T[] - [ VG VG !
VG cos = v,G = const
OJ

Primedba 2.11. Oznaka G = G(uy(s)) u prethodnom dokazu samo naglasava uslov
Tvrdenja 2.31 da koeficijent G' zavisi samo od jedne promenljive.

Tvrdenje 2.31 vazi © u obratnom smeru, tj. ukoliko za prirodno parametrizovanu
krivu o i v-parametarske krive u = const zadovoljena relacija (2.78), tada je «
geodezijska linija. Dovoljno je jo§ samo dokazati da je zadovoljena i jednacina (2.80).
S obzirom da je a prirodno parametrizovana, vazi

L= [lo'(s)]* = E(u})* + G(v])*.

Zamenom vy iz (2.82), dobija se

GE
Diferenciranjem se izracuna uy, pa se lako dokaze da vazi (2.80).

Prouciti primere iz ispitnih rokova jun 2 2014, drugi kolokvijum 2011.

Ukoliko je r = r(u, v) regularna elementarna povrs takva da su u i v-parametarske
linije ortogonalne i da koeficijenti prve osnovne forme zavise samo od jednog para-
metra, tada se geodezijske linije mogu naci kvadraturom, tj. vazi:
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Tvrdenje 2.32. Neka je r = r(u,v) reqularna elementarna povrs (klase > 2) éiji
koeficijenti prve osnovne forme zadovoljavaju uslove E = E(u), F =0, G = G(u).
Tada vazi:

1. u-parametarske krive v = vy su geodezijske linije;
2. v-parametarske krive uw = uy su geodezijske linije akko G, (ug) = 0;

3. prirodno parametrizovane krive oblika a(s) = r(u(s),v(u(s))) su geodezijske
linige akko

CVE

v(t) ==+ NN cixes

dt + Cy, C,Cq = const. (2.83)

Dokaz. S obzirom da je F = 0, koristedi formule (za geodezijsku krivinu) sledi

E, .
Ky = =0,
g 2BVG

tj. u-parametarska kriva je geodezijska linija (koristeéi Tvrdenje...).
Za v-parametarsku krivu je

Gu(uo)

" 3G (uo)/E (ug)

tj. kriva u = ug je geodezijska linija akko G, (ug) = 0.
Neka je a(u(s),v(u(s))) prirodno parametrizovana geodezijska linija povrsi r.
Tada je

L= [lo/(s)lI* = E(u(s)) (u'(5))* + Glu(s)) (v'(u(s)))* (u'(s))*.

Koristec¢i (2.82), sledi

, C
v'(u(s)) = :
)= G
pa je
— (2
() =+ T2
a zatim 1
E
/ S oy e E—
v'(u(s)) C GG -7
S obzirom da i u Tvrdenju 2.31 vazi obrat, lako se proveri da vazi i ovde. O
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Primedba 2.12. Uslov F' = 0 je ekvivalentan uslovu da su koordinatne linije orto-
gonalne (videti...).

Uslov E = E(u), G = G(u) znaci da koeficijenti zavise samo od jednog parame-
tra.

Koje povrsi koje smo izucavali zadovoljavaju ove uslove?

Rotacione poursi

dt + C}.

1
- s

Pogledati zadatak 1. drugi kolokvijum 2011.

Teorema 2.23. Egzistencija i jedinstvenost geodezijskih linija Neka je P
tacka na tragu regularne elementarne povrsir : U — P = r(U) C R? i neka je X
jediniéni vektor u Tp(r). Tada, za sy € R, postoji jedinstvena geodezijska linija o
¢iji trag pripada tragu povrsi r, takva da je a(sg) = P i d/(sg) = X.

Dokaz. Neka je P = r(a,b), X = Xir, + Xor,. Tada za krivu « ¢ji trag pripada
tragu povrsi r vazi: a(s) = r(u(s), v(s)), trag krive sadrzi tacku P ukoliko u(sy) = a,
v(so) = b, u'(sg) = Xy, v'(s9) = Xs. Sistem diferencijalnih jednacina ... se moze
zapisati u obliku

u'(s) = flu(s),v(s),u(s),v'(s)), (2.84)
v(s) = glu(s),v(s),u'(s),v'(s)), (2.85)
za glatke funkcije f,g. Primenom teoreme o egzistenciji i jedinstvenosti sistema
diferencijalnih jednacina, za pocetne uslove u(sg) = a, v(sg) = b, u'(so) = Xi,
v'(s9) = Xa, postoji jedinstveno resenje, tj. u(s), v(s). O

Trag geodezijske linije a jednozna¢no odredene Teoremom 2.23 sadrzi tacku P
i njen tangentni vektor je X. Dakle, za datu tacku i dati jedini¢ni vektor, postoji
tacno jedna geodezijska linija koja sadrzi tu tacku i ¢iji je to tangentni vektor.
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Odrediti sve geodezijske linije ravni, sfere, cilindra, konusa, rotacione povrsi,
jednokrilnog hiperboloida, ... Za rotacionu povrs vazi: svaki meridijan je geodezij-
ska linija, a paralela je geodezijska linija akko su tangente meridijana paralelne osi
rotacije u svim tackama paralele.

z

A
/’—-—_f \'\
— |

Teorema 2.24. Neka je o kriva na povrsi P parametrizovana duzinom luka i neka
a sadrzi tacke P = a(a) 1 Q = a(b). Ako je a najkraca kriva izmedu tacaka P i Q,
tada je o geodezijska linija.

Obrnuto nije tacno. Geodezijske linije ne moraju minimizirati rastojanje.

«— span{p, v}
geodesic

This geodesic is not
the shortest curve in S?

Geodesics are great circles. . .
& between its endpoints.

There are infinitely many
geodesic segments from N to S.
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2.11 Paralelno pomeranje

Definicija 2.23. Tangentno vektorsko polje povrsi duz krive a : [a,b] — R3
¢igi trag pripada tragu povrsi v : U — R3 je funkcija X koja svakom t € |a, ]
dodeljuje tangentni vektor X (t) na povrs r u tacki a(t). Tangentno vektorsko polje
X(t) duz krive a(t) je diferencijabilno ako je diferencijabilna funkcija X : a,b] —
R3. Diferencijabilno tangentno vektorsko polje X (t) duZ krive a(t) je paralelno duz

krive a(t) ukoliko je — normalno na povrs.

Cesto koristimo i termin ” tangentni vektor X (t) krive a(t) na povrsi r”.
Primeri:

(1) Neka je a(t) = (aq(t), as(t),0) kriva u ravni r(u,v) = (u, v,0). Odrediti sva
paralelna tangentna vektorska polja duz krive a.

(2) Neka je X (¢) jedini¢no tangentno vektorsko polje jedini¢ne sfere duz ekvatora
koje je paralelno sa z-osom Da li je ono paralelno?

(3) Da li je vektorsko polje tangentnih vektora ekvatora jedini¢ne sfere paralelno
duz ekvatora?
(4) Da li je tangentno vektorsko polje jedini¢ne sfere duz paralele u = % koje je

usmereno ka severnom polu paralelno?

Teorema 2.25. Neka je a(t) = r(ay(t), as(t)) reqularna kriva na povrsir : U — R3
i X(t) tangentno diferencijabilno vektorsko polje duz krive a.. Tada je vektorsko polje
X(t) paralelno duz krive o ako i samo ako je

dX d
’“+Z O‘J: 0, k=12t
7]_
dX, don da don doy
W -+ File dt Fi2X1 d F%lXQ d —|— F XQE = O
(2.86)
dX2 2 dO&l d d dO./Q
W‘i‘Flle%‘i‘F X1 dt +F X2 dt +P XZ% = 0.

Primetimo da sistem (2.86) zavisi samo od koeficijenata prve osnovne forme, t;j.
paralelnost vektorskog polja je unutrasnja karakteristika.

Teorema 2.26. Neka je a reqularna kriva na povrsi r klase C* tj. a((a,b)) C r(U)
i X0 tangentni vektor na poursi r u tacki a(ty) (tj. X° € Tau,r. Tada posto-
Ji jedinstveno tangentno vektorsko polje X (t) paralelno duz krive a(t) takvo da je

X(tg) = X°.

104



Definicija 2.24. Jedinstveno tangentno vektorsko polje X (t) paralelno duz krive
a(t) takvo da je X (to) = X° naziva se paralelno pomeranje vektora X° du? krive
.

Teorema 2.27. Neka su X (t) 1 Y(t) paralelna tangentna vektorska polja duz regu-
larne krive a(t) na povrsi P. Tada se intenziteti ovih vektorskih polja, kao i ugao
koji ona zaklapaju, ne menjaju duz krive o.

Definicija 2.25. Regularna kriva «(t) na povrsi P je potpuno prava ako je vek-

o
torsko polje o paralelno duz krive «.

Teorema 2.28. Regularna kriva a(t) na povrsi P je potpuno prava ako i samo ako

dt

je I konstanta i a(t(s)) je prirodno parametrizovana geodezijska linija. (s je duZina
s
luka.)

Tj. potpuno prava linija se od geodezijske linije moze razlikovati samo za afinu
promenu parametra.

Posledica 2.7. Ako je regularna kriva o na povrsi P parametrizovana duZinom
luka, tada je ona potpuno prava akko je geodezijska, tj.

Vektorsko polje tangentnih vektora prirodno parametrizovane krive je paralelno
duz o akko je a geodezijska linija.

Uporediti sistem jednacina (2.86) u Teoremi 2.25 sa sistemom u Teoremi 2.22.

dX
Kovarijantni izvod tangentnog vektorskog polja je normalna projekcija o

: . DX dX dX
na tangentni prostor, tj. — = < —,n>n.

e~ dt o dt DY dx
Specijalno, u slucaju ravni, E =G =1, =0, pa je Ffj =01 T a
Primer 2.21. Paralelno pomeranje duz paralele sfere.
Na jedinicnoj sferi r(u,v) = (cosucosv,cosusinv,sinu) odrediti paralelno po-
. 0 7 3 T
meranje tangentnog vektora sfere X° = r“<1’ 0) duz paralele u = —.
Kako trag krive o pripada tragu jedinicéne sfere sa centrom u koordinatnom
T
pocetku, to je a(t) = r(aq(t), as(t)), aq(t) = T as(t) =t. Vektor
s V2 V2
XO = Ty _70 - __707_
r(3.0) = (-%55,0,%)

W,O) _

je tangentni vektor tangentnog vektorskog prostora sfere u tacki P = T(Z

20Y2)

277 2
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Kako je E=1, F =0, G = cos’u, EG — F? = cos® u, to je I'}, = —sinucosu,
%, = '3 = —tanu, ostali Christoffel-ovi simboli su 0. Koristeéi sistem (2.86) za

U= % dobijamo:

dX . T da
d_tl — Sll’lZ COS ZX2d_t2 = 0 (287)
dX2 ™ dOéQ
— —tan-X;— = 2.
a A g 0 (2:88)
1.
dX; 1
X =0 (2.89)
dX,
——-X; = 0. 2.90
o 1 (2.90)

Lako se proveri da je reSenje ovog sistema:

1 v, 1 _u
Xi(t) = -e%wie-%t (2.91)
2 )
Xo(t) = V2 a3 V2o (2.92)
2 2
@t o dX2

2 2
(Opste resenje je Xo = Cle§t+026’ 2t X, = C’lge?t—cgge?t.
Kako je r, = X% = X%, + X9, to je X1(0) =1, X5(0) =0, dobijaju se Cy i Cy.)
Koristeéir, = (—sinucosv, —sinusinv, cosu), r, = (— cosusinv, cosu cos v, 0),
lako se izracuna da je

X(2r) = X1(27r)ru(%,27r)—{—X2(27r)rv(%,27r)

12 22

2
_ %(_e\/iﬂ' . e*\/iw7 \/56\/§7T . ﬂe*ﬁ”,eﬁ” + e*\/iﬂL

— e V?)(0,1,0)

2 2
$to je (ocigledno) razlicito od X(0) = XY = r,(-,0) = (—g,o,g) (eV?r £

emV2m),

1
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3.1

10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Descartes-ov list a(t) = (

Dodatak

Neke poznate krive

. prava a(t) =p+tq, p,g e R", n=2,3,¢#0,t € (—00,00),

a(t) = (p1,p2, p3) + t(q1, 92, 43);

. kruznica «a(t) = (rcost,rsint), t € (0,2x], r > 0; 22 + y* = r?;

2 2

. elipsa % + Z—Z =1, a(t) = (acost,bsint), t € (0,27], a,b > 0;
2 g
. hiperbola 2T E s 1, a(t) = (acosht,bsinht), t € (0,27], a,b > 0;

. parabola y? = 2pz, a(t) = (2pt?, 2pt);

astroida a(t) = (acos®t,asin®t), t € (0,27], a > 0, x5+ y% = a%, a > 0;
L . acost asintcost
Bernoulli-jeva lemniskata «(t) = N —— | ,t € (0,27);
1+sin“t 14 sin“t

Cassini-jevi ovali (2% 4+ y*)? + 2a*(y* — 2?) = b* — a*;

3t 3t?

3 3
NN = 3zy;
1+t3,1+t3)7:r +y’ =3y

2at*  2at?

Diocles-ova cisoida «(t) = (m, (D

),x3+xy2—2ay2:0;

cikloide a(t) = (at—bsint,a—bcost),t € (0,2n],zaa = b, x = aarccos>—Y

V2ay — y%;

epicikloida a(t) = (R(m + 1) cos(mt) — Rmcost(m + 1), R(m + 1) sin(mt) —
Rmsint(m + 1)

a

);
hipocikloida a(t) = (R(1 —m) cos(mt) + Rmcost(1 —m), R(m — 1) sin(mt) +
Rmsint(m — 1));

kardioida a(t) = (2a cost(1 + cost),2asint(1 4 cost),t € (0,27), a > 0;

t
lancanica y = acosh 2, a > 0, a(t) = (t, a cosh (—));
a

107



16.
17.

18.

19.

20.
21.

22.

Archimedes-ova spirala p(0) = a#;
logaritamska spirala p(6) = ae®;

sinusoidne spirale p" = a™ cos mb;

t
traktrisa (7 dog curve”) a(t) = a (sint, cost + log <tan (§)>)7

(desni) kruzni heliks «(t) = (acost,asint, bt), a > 0, t € (0,00);
(desni) konusni heliks a(t) = (at cost, atsint, bt), a > 0, t € (0,00);

Viviani-jeva kriva a(t) = a(1 4 cost,sint,2sin %), a > 0;
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3.2 Krivina i torzija nekih krivih

1. Krivina kruznice o(t) = (r cost,rsint), t € (0,27] je x(t) = <.

2. Krivina elipse a(t) = (acost,bsint), t € (0,27] je
ab

k(t) = .
) (a2sin®t + b2 cos? t)?

3. Krivina hiperbole a(t) = (acosht,bsinht), —oo <t < oo je

ab
(a®sinh?t + b2 cosh® )2

K(t) =

4. Krivina parabole a(t) = (¢, ;—;), —00 <t < o je
2
K(t)= —L
(t* +p?)?
5. Krivina i torzija kruznog heliksa «(t) = (acost,asint,bt), a > 0, t € (0,00)

su
a b

li(t) = m, T(t) = m
6. Krivina i torzija Viviani-jeve krive a(t) = a(1 4 cost,sint,2sin §) su

. a’y/13 + 3 cost 0 6 cos &
Kk(t) = , T(t) = ———.
[a2(3+cost)]% a(13 + 3 cost)
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3.3

10.

11.

12.

Neke poznate povrsi

.ravan Ar + By +Cz+ D = 0, A> + B>+ C? > 0, r(u,v) = 19 + up + vq,

—00 < U, v < +007T07p7q € R?),T(p,(b) = (pcos¢7p8in¢7o>70 S p < +OO70 S
¢ < 2m;

. kruzni cilindar 22 + y* = R? r(u,v) = (Rcosu, Rsinu,v), 0 < u < 2,

—00 < v < +00;

cilindriéna povrs r(u,v) = (u, f(u),v), —0o < u,v < +00, r(u,v) = a(u) +va,
a<u<f,—o0o<uv<+o0o;

. konusna povrs r(u,v) = (1 —v)p + va(u), a < u < b, —00 < v < 400;

. pravolinijska povrs (” ruled surface”) r(u,v) = a(u) + vB(u), a < u < b,

—00 < vV < +00;

. sfera 22 + y*> + 22 = R?%, r(u,v) = (Rcosucosv, Rcosusinv, Rsinu), _g =
u < g, 0<v<2m;
2 2 2
. elipsoid —+ 2 +— =1, r(u,v) = (acosucosv,bsinusinv, ccosv), 0 < u <
2m, 0 < U <
y? 2P
. jednograni hlperbolmd = —|— w2 b
1 b 1 1
r(u,v) = (g (U+a) oS v, 5 (u+a) Sinv,g (u—a)),u#0,0§v<7r;
y? 2
dvograni hiperboloid a_ + @b

c
1 b 1 1
r(u,v) = (g (u—a) cosv,i(u—a> Sinv,g(u+a)>,u7€0,0§v<ﬁ;

rotacioni paraboloid z = z%+y?, r(u,v) = (ucosv, usinv, u?), —oo < u < +00,
0<wv<2m;

x2 yz W2 02
elipticki paraboloid z = b2’ r(u,v) = (u, v, — + —), —00 < U,V < +00;
a

b2
2 2 2 2
x u v
hiperbolicki paraboloid z = i :Z_Q’ r(u,v) = (u,v,? — b—2>, z = xy,
r(u,v) = (u,v,uv), —c0 < u,v < 400, z = 2 —y* 2z > 0, r(u,v) =

(ucosh v, usinh v, u?);
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

torus (22 + y? 4+ 2% + a® — v?)? = 4a?(2? + y?),
r(u,v) = ((a +bcosv)cosu, (a+bcosv)sinu,bsinv), 0 < u < 27, 0 < v <
2,

helikoid r(u,v) = (ucosv,usinv,v), 0 <u < R, —00 < u < +00;

pseudosfera r(u,v) = (cosu + Intan §,smucosv,smusmv), 0<u<m0<
u < 2m;

katenoid r(u,v) = (cosu cosh v, sinucoshv,v), 0 < u < 27, —00 < v < +00;

Mebijusova traka r(u, v) = <(a + usin g) cos v, (a + usin g) sin v, u cos g), —g <

a
u<§,0§v§277;

rotaciona povrs r(u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinv, g(u)), u3 < u < up,0 < v <
27,

majmunsko sedlo r(u,v) = (u,v,u® — 3uv?), —oo < u,v < +00.
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3.4 Povrsi: osnovne forme, krivine

1. Ravan
r(u,v) =1 + up + vq, —00 < u,v < +00, 1y, p,q € R?
E=|pl’,F =<p,q>G=|ql*>, e=f=9g=0

Specijalno, za [|p|| = [l¢|| =1, <p,¢>=0: E=1F=0,G=1le=f=¢g=
0.

7(p,®) = (pcos ¢, psing,0), 0 < p < 00,0 < ¢ < 27
E=1F=0,G=p? e=f=g=0
K=0 H=0

2. Sfera

. . T
r(u,v) = (Rcosucosv, Rcosusinv, Rsinu), — §u<§, 0<wv<2rm

| X

E=R? F=0, G=Rcos’u
e=R, f=0, ¢g=Rcos’u

_ 1 1
K=g, H=g3

3. Rotacione povrsi
r(u,v) = (f(u) cosv, f(u)sinv, g(u)), fi+gi=1[f>0
E=f4+¢ =1 F=0, G=f*u)
€= fuluu = fuugu, [ =0, 9= fgu

_ _fu
K= f

4. Kruzni cilindar
r(u,v) = (Rcosu, Rsinu,v), 0 <u < 2w, —00 < v < 400
E=RLF=0,G=1,e=-R f=0g=0

/-@120, 1{2:—}%
K=0 H=—3-

5. Rotacioni paraboloid

r(u,v) = (ucosv,usinv,u?), —co < u < 400, 0 < v < 2m;

E=1+4u*F =0,G =2,

uy/1+4u2” » 9 V14+4u?
2(1+2u?)
K=-—2__ — 2042u%)
(1+4u2)2’ (1_;’_4“2)%
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6. Torus
r(u,v) = ((a+ bcosv) cosu, (a + beosv)sinu,bsinv), 0 < u < 27, 0 < v <
273
E = (a+bcosv)?, F=0,G =1
e =—cosv(a+bcosv), f=0,g=—b

_ cosv __ __ _a+2bcosw
K= b(a+bcosv)’ H = 2b(a+bcosv)
7. Helikoid

r(u,v) = (ucosv,usinv,v), 0 <u < R, 0 < v < 2m;
E=1,F=0G=1+u

6:O>f:_ﬁvg:0

_ 1 _ 1
K1 = =132 R2 = 12
— __ 1 —
K = E=TBER H=0

8. Pseudosfera

r(u,v) = (cosu + In tan §,smucosv,s1nus1nv), O<u<m0<u<2m

E =tan?u, F =0, G = sin®u,
e=—tanu, f =0, g =sinucosu
K1 = —tanu, ko =cotu
K =—-1, H=-cot2u

9. Katenoid

r(u,v) = (cosucosh v, sinucoshv,v), 0 < u < 2w, —00 < v < +00;

E = cosh?u, F =0, G = cosh®u,

_ _ 1 — - __ 1
€= cosh2 v ? f o 0’ 9= cosh? v
_ 1 - 1
k1= cosh*v? ke = cosh? v
_ 1 —
K= cosh® v’ H 0
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3.6 Ispitna pitanja
GEOMETRIJA 3

(ispitna pitanja za skolsku 2020/21. godinu)

e Krive 1 (definicija, reparametrizacija, prirodna parametrizacija, duzina krive,
ugao izmedu dve krive, primeri)

e Krive 2 (krivina, torzija, Frenet—ov reper, Frenet—Serret—ove formule, primeri),
e Krive 3 (osnovna teorema za krive, prirodne jednacine krive, primeri)
e Krive 4 (krive u ravni)

e Povrsi 1 (definicija, reparametrizacija povrsi, krive ¢iji trag pripada tragu
povrsi, tangentni prostor, primeri)

e Povrsi 2 (prva osnovna forma, definicija, reparametrizacija povrsi i prva osnov-
na forma, duzina krive, ugao izmedu dve krive ¢iji tragovi pripadaju tragu
povrsi, povrsina povrsi, preslikavanja povrsi, primeri)

e Povrsi 3 (druga osnovna forma, Gauss-ove i Weingarten-ove formule, primeri)
e Povrsi 4 (Gauss-ove i Codazzi-jeve jednacine, osnovna teorema za povrsi)

e Povrsi 5 (krivina povrsi: geodezijska i normalna krivina, glavne krivine, Ga-
uss—ova i srednja krivina, primeri)

e Povrsi 6 (geodezijske linije, definicija, osobine, primeri, paralelno pomeranje)

e Povrsi 7 (izometrija povrsi, definicija, primeri, Gauss-ova teorema egregium)
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Data je kriva a(t) = (14 cos2t,sin2t,2sint), t € (=5, 5).

(a) Trag krive « pripada sferi poluprecnika 2, sa centrom u O(0,0,0).

Kako je 2% 4+ y? + 2% = (1 + cos 2t)? + (sin 2t)? + (2sint)? = 4, to sledi da trag
krive o pripada sferi poluprecnika 2, sa centrom u O(0,0,0).

Takode, koristeci zapis
a(t) = (1 + cos 2t,sin 2t, 2 sin t)
= (2costcost,2costsint,2sint)

zakljucujemo da kriva « pripada sferi poluprecnika 2, sa centrom u O(0, 0,0), ¢ija
je jedna parametrizacija

, , T T
r(u,v) = 2(cosu cos v, cosusin v, sinu), 5 <u< BL 0<v<2m.

Koriste¢i Lemu 2.3 sledi da postoje jedinstvene diferencijabilne funkcije aq,aq :
(=5, %) — R takve da a(t) = r(ai(t), a(t)), pri cemu je ay(t) = t, ao(t) = t.
(b) Izrac¢unati uglove i povrsinu krivolinijskog trougla na sferi odredenog tragom

krive o, ravni z = 1 i poluravni z =y, x > 0.
) s
Zzli?glnu:l:u:g

r=y,r>0=>v=—

IR

P(S) :/4 /4 VEG — F?dudv

I [T
:/ / 4 cosu du dv
% u

T
= ¢ t2(V3-V2)

Uoc¢imo temena A = 7(%,%), B = r(§,%), C = r(%,7) krivolinijskog trougla

odredenog tragovima krivih o, 8 i v pri cemu je trag krive 8 presek ravni z = 11

sfere, a trag krive 7 presek i poluravni x =y, x > 0 i sfere.

1
z:1:>sinu:§:>u=%jﬁl(t)zgyﬁﬂt):t

x:y7x>0:vz%:>71(t>:t,’72(t):_
U prvom delu zadatka smo veé zakljuéili da je ay(t) =1 ao(t) =t, pa je

o) =r(t.), B =r(E. 0, A =rt7) (3.1)
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U presecnoj tacki A = r(ug,v0) = r(5, %) = 2(3, ‘4[, 1), koristeci (2.3), ugao

izmedu stranica AB i AC, (tj. krivih a1 ) E ivolinijskog trougla ABC' je odreden
Z(X,Y)
VIX, X)VI(Y)Y)
_ E (o, vo) 51 (o) ) (o) + G (uo, vo) 55 (t0) 5 (fo)
VE (o, v0)(B81(to))? + G (uo, v0) (B5(t))*/ E(uo, vo) (e (t0))? + G(uo, vo) (a5(to) )
G (uo, vo) By (to) vy (to)
VG (o, v0)(B5(t0))*\/ E(uo, vo)(y (t0)? + G(uo, vo) (a5(to))?

cosp =

- G('LL(],UQ) -1-1 . G(Uo,’Uo)
\/G uo,vo . 1\/E(U0,Uo) -1 + G(Uo,Uo) -1 \/E('LLO,U[)) + G(Uo,vo)
2cos— 3

\/44—40052” 7

koriste¢i (3.1) i imajuéi u vidu da je A = a(ty) = B(to) = r(§, §), tj- to = § 1 dasu
za sferu polupreénika R = 2 koeficijenti prve osnovne forme: £ = R? = 4 F =0,
G = R*cos®u = 4cos® Z.

Ugao izmedu stranica BA i BC, (tj. krivih « 1 ) krivolinijskog trougla ABC je

odreden sa

E(uy, v1)71(t) e ( ) + G (ur, v1)75(t1) s (t)

VE(ur,v1) (71 (t1))2 + Gug, v1) (5 (1)) 2/ E(ur, v1) (4 (£1))? + G (ur, v1) (ah(t1))?
E(uy,v)-1-1

VE(ui,v1) - 1/ E(ui,v1) - 14+ G(ug,vp) - 1

cosn =

4 2
2,/4+4cos2T V3

imajudi u vidu da je presecna tacka B = r(uy,vi) = r(§, 7)1 B = a(ty) = y(t1) =
T(47 4) t.] tl -

Ugao 1zmedu Stranica CA i CB, (tj. krivih § i ) krivolinijskog trougla ABC je
odreden sa

cosy  — E(us, v2)71(t2) 81 (t3) + Gluz, v2)75(t2) B5(t3) 0,

V E (g, 03) (71 (£2))? + G (ur, v1) (95(t2))2\/ E(uz, v2) (51 (t3))? + G(ug, v2)(B5(t3))>?

imajuéi u vidu da je 81(t) = 0,%(t) = 0, C = r(£.%) = 5(t2) = flts), tj. 2 = &,

t3 = T, to smo i ocekivali jer je to presek koordinatnih linija (3(t) i y(¢)) rotacione
povrsi 7.
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