JIuneapHa asreOpa M aHAJIUTUUYKA reoMeTrpuja, npBm KoJyokBujyMm 01.12.2012.
IIpBa rpymna

1. PemmTu cuctem nuHeapHUX jenHaynHa Had nojbeM R :

3r — y + 2z = 16

z + y - z — 2t = 3
2c — y + =z — t = 9°
2z - z — 4 = 5

Pewewe: Cucrem hemo pemmnru I'aycoBuM MeTonoM ennMuHanuje:

(i) MaprupamMo HEKY OPOMEH/LUBY (HIpP. ), Y HEKOj jeaHauwHu (HOD. APYroj).
(41) ToMm jemHAUMHOM eJeMEHTAPHUM ON€palujaMa MOHUIITABAMO TY IPOMEH/LUBY y OCTAJMM jeTHAUMHAMA.

(4%4) JemmauumHy y KOjOj CMO MapPKMDAJU IPOMEH/LUBY IAMTHMO, a JaJbe PEIIaBaMO CUCTEM Ca jeIHOM IPOMEH/bUBOM U jEHOM jeHAUNHOM
vame. (Kaza mera pemummo HOp. 10 Y,z u ¢, * ieMo U3padyHATH U3 jeJHAYMHE Y KOjOj CMO I'a MAPKUPAJM. )

(iv) Kama 3aBpmmMoO ca IOHMIITABAHEM, OHO IITO HUCMO MApPKUPAJM IPOIrIacuMo 3a mapaMerap (Hup. t = a,a € R) jep je oHO moTmyHO
MPOU3BOJLHO, & MOTOM PAaUdyHAMO YHA3aJ OHO MITO CMO MAaPKUPAJIU.

3z — y  + 2z = 16 9
c + oy - - 2 = 3 J
2z — y  + z - t = 9
2x - z - 4t = 5
e I CO R C)
3z — y  + 2z = 16 d 4
2z — y + z - t = 9 44
2z — z - 4 = 5 J4
+ ¥y - z - 2t = 3
— vy + 5z 4+ 6t = 7 q
- 3y + 3z + 3t = 3 /:(=3) d
— 2y + z = -1
+ Yy - z - 2t = 3
-z - t = -1 /-4 /-2
- 4y + 5z + 6 = 7 4y
— 2y + z = -1 44
+ y - z - 2t = 3
- z - t = -1
+ 2 = 3 /
- Tz - 2t = -3 dy
+ y - =z - 2 = 3
— z - t = -1
+ 2t = 3
0 = 0
=>t=a,a €R
=z=3-2t=3—2a
=y=—1+z+t=-1+B3-2a)+a=2-a
=>z=3—-y+2+2t=3-(2—-a)+(3—-2a)+2a=a+4
=|(z,y,2,t) =(a+4,—a+2,—2a+3,a),a € R|
1 2 -2 -3
-3 -5 8 7
2. Ogppenutu vHBEp3 Marpune: A = 1 -1 5 4
-5 —-12 2 8
Pewemwe:
[1] 2 -2 —3][1 00 0 /-3 )/ /5 (1] 2 -2 -3][1 0 0 0
(A|E] = 3 -5 8 7|0 1 0 0 dy N 0 2 —2[3 1 0 0 Jo=1) /2
-1 -1 5 4]0 0 1 0 44 0 1 3 1|1 0 1 0 Jy
-5 —12 2 8 |0 0 0 1 4+ 0 -2 -8 —7|5 0 0 1 Jy
[1] 2 -2 3|1 o0 o0 0 [1] 2 -2 3|1 0 0 o0 ﬁ+ﬁ+
o [1] 2 —2]3 1 00 o 1] 2 =23 1 00
o o [1] 3 |-2 -1 1 0| /.4 o o [1] 3]-2 -1 1 0 o+
0 0 —4 -11|11 2 0 1 dy o 0o o [1]|3 -2 4 1 /- (=3) /-2 /-3



Kakxo marpuna A nma IuHEApHO HE3aBUCHE BPCTE, MAKCUMAJHOL je paHra (4) ma je u uHBep3ubuiHA.

2 -2 0] 10 -6 12 3 LT 2 0 0 |-12 4 -10 -3 ™
N o [1] 2 o] 9 -3 8 2 ! N o [1] o o] 31 -13 30 8 /-2
0 0 0 | -1 5 —11 -3 Jo(=2) /-2 0 0 0 |-11 5 -11 -3
0 0 o0 3 -2 4 1 0 0 0 3 -2 4 1
0O 0 0 |-74 30 -70 -19
N 0 0 031 -3 30 8 |y
0 0 0 |-1 5 -1 -3 | ‘
0 0 0 3 -2 4 1
~74 30 70 —19
- 31 -13 30 8
AT=10 s  nos
3 -2 4 1

3. Hexa je U = {(a,b,c) € R? | 2a + 3b — 5¢ = 0}.

a) Ioxkazatu ma je U BEKTOPCKM MOTIPOCTOp mpocTtopa R® m ogpemutn My 6asy u IuMeH3HUjy.
6) Axo je W = {(a,b,c) € R®|b=c =0}, nokazatu na je R3=U o W.

Pewemwe:

a) Ouwmraemmo je U C R3.

1) Hyna sexrop Bexropckor mpocropa R3 (0y = (0,0,0)) npunana cxymy U jep je 2-0+3-0—5-0=0.
2) IIposepaBaMo Ia Ju je 3a HPOU3BOJLHA ABA BEKTOPA ¥ U U3 CKyna U, muxoB 30up u + v je takobe y U:

u:(ul,ug,U3)6R3,2u1+3ug—5u3:0 (1)
v:(vl,vg,v3)€R3,2v1 4+ 3vg —Hv3 =0 (2)
u+v=(ur+vi,u2 +va,us +v3) €U & 2(u1 +v1) + 2(u2 +v2) —5(ug +v3) =0 (3)

+ naje (2uy + 3uz — 5uz) + (2v1 4+ 3vz — 5vg) = 0, wTO je 360r OCOUMjATUHOCTH ¥ KOMYTATUBHOCTH cabupama y R, kao u
IucTpubyTUBHOCTH MHOXEHa IpeMa cabupamy y R exBuBasento ca 2(u1 + v1) + 2(ug + v2) — 5(usz + v3) = 0. 3ato je mecma
CTpaHa €KBUBAJIEHIN]e TayHa, 114 je TadvHa W JeBa, Tj. u + v € U.

IIpoBepaBaMo na au je 3a mpom3BOJbAH BEKTOP w m3 ckyna U, u 3a mpowmsBosban ckanap « € R, au je rakobe y U:

u = (u1,u2,u3) € R3,2u1 + 3uz — 5us =0 (4)

ou = (auy,auz,au3) € U < 2(auy) + 3(auz) — 5(auz) =0 (5)

a- (@) naje a(2ug + 3uz — 5ug) = 0, mro je 360r MMCTPUOYTUBHOCTU MHOKEHA IpeMa cabupamy y R, ka0 1 KOMyTaTUBHOCTH
U acONUjaTUBHOCTH MHOkeHma y R exkBuBasentHo ca 2(aui) + 3(auz) — 5(ausz) = 0. 3aro je mecHa crpasa exksuBaseHnuje (|9))
TauyHa, Ia je TavHa u JeBa, Tj. au € U.

HNaxre, U < R3.

Habumo 6a3y BexTopcror nmpocropa U. )
U = {(a,b,c) € R3|2a+3b—5¢c =0} = {(-=3b+ 3¢,b,¢) | bc € R} = {b(—3,1,0) +¢(3,0,1) | b,c € R} = S(e1,e2), rze je
el = (—%, 1,0) n e2 = (g,O7 1). Harxe ckyn {ei, ez} je jenna remeparpuca BEKTOpPCKOr mpoctopa U.

Kaxko cy BexTopu e; u ez nmHeapHO He3asucHU (He moctoju A € R Ta. e; = Ae2), TO je CKym BeKTOpa

‘ {e1, e2} jemna Gasa Bekropckor mpocropa U ‘ u|dimU =2 |

6) R:=UGW & R3=U+W)AUNW = {0v}).

1)

RE=U+W & (RECU+W)A U+ W CR3)

U+ W CR3 |Kako je 36up asa Bexropa u3 R3 Bexrop u3 R3, unkitysuja mupesrao ciaemns.

R3 C U + W | Tpeba mokasaTu na MpOU3BOJbAH BEKTOP U = (a,b,c) € R3 npunana ckymy U 4+ W = {fu+w|uelUwe W}
Bekrop v hie nmpunanaru ckyny U + W ako u camo ako nocroje Bekropu u = (u1,u2,u3) € U u w = (vi1,v2,v3) € W 1. je
v =u + w. Habumo ux.
v=u+w & (a,bc) = (ur,u2,uz) + (wi, w2, ws),
uw €U < 2u; + 3ug — duz =0,
weW & wy =w3 =0.

Pemasamem cucrema



ul + w1 =
u2 + w2 =

u3 + w3 =

2u; 4+ 3uz — bug =

oo o0 oRe

wy = 0

nobujamo (u1,uz,u3) = (565‘%,1)7 c) u (wi, w2, ws3) = (W, 0,0), unMa je mOKa3aHa er3UCTEHIMja BEKTOPA U U W, 33 CBAKA
BEKTOD v, THA. je ¥ = U + w.
Nakre, R3 =U + W.

2) UNnW ={(a,b,¢)|2a+3b—5¢=0,b=c=0} ={(a,b,¢) |]a=b=c=0} = {(0,0,0)} = {Ov}.
Naxre, R3=U @ W.

. Hexa cy U u W mormpocTopu BeKTOpPCKOTr IpocTopa R? remepucanm pemoM BeKTOpUMA

w = (2, =2, 3, 4), w = (1, 0, 2, 1),
uy = (1, =1, =1, 2), wy = (1, 1, 2, 1),
us = (1, =1, 2, 3), ws = (2, 3, 4, 2).
u = (3, =3, 17, 6),

Hahu Gap jemumy 6a3y xao u mumensujy npocropa U, W, U+W u UNW.

Peweme:

o U =S(u1,u2,us3,uq). Ja 6u onpeauiu 6a3y BekTopckor npocropa U u3 remeraprupce {u1, w2, w3, U4} Tpeba U3ABOJUTH JINHEAPHO
HE3ABUCHE BEKTOPE.

-1 -1 2] we /(=2 /(=) /(=3 -1 -1 2| ue
_ u d ur—2u2 /- (=3) /-(-2)
2 2 3 4 1 + 0 0 0 1 2 5
1 —1 2 3 us 44 ~ 0 0 3 1 u3z —u2 44
3 -3 7 6 g dt O o 10 0 ug — 3us dy
-1 -1 2 us
0 up — 2u2

uz — u2 — %(u1 — 2u2)
E ug — 3uz — 2(u1 — 2u2) = ug + u2 — 2uy

Kako je uwa = —u2 + 2uq, 1o je U = (w1, u2, us, ws) = (w1, uz,usz). C ob3upom nxa je | {wi,u2,us} | ckyn ox Tpu nuHEAPHO
He3aBUCHA BEKTOPAa, TO je u jenHa 6a3a BekTOpckor npocropa U u .

Jemua 6a3a ox U je u ckyn Bekropa | {(1,—1,-1,2),(0,0,5,0),(0,0,0,1)} ‘

)

o o o
(=)

o W = (w1, w2, ws). Ha 6u oapemunn 6a3y BekTopckor npocropa W us remeraprupce {wi,ws, w3} Tpeba U3ABOJUTH JIUHEAPHO
HE3aBUCHE BEKTODE.

02 1 wi /(=1 /- (=2) 0 2 1 w1

T 1 2 1 w2 44 w2 —wi /- (=3)
w d ~ 0 00 w3 — 2w d

2 3 4 2 3 + o 3 0 0 3 1 +

0 2 1] w

o [1] o o w2 — w1

0 0 0 w3 — 2w — (w2 — w1) = w3 — 3wz + wy

Kako je ws = 3wz — w1, 10 je W = S(wr, w2, w3) = S(wi,ws2). C o63upom zxa je | {wi, w2} | ckyn ox asa auHEapHO HE3aBHUCHA
BEKTOpAa, TO je 1 jemHa Oasa BEeKTOPCKOr mpoctopa W u .

Jenua 6aza ox W je u ckyn Bekropa | {(1,0,2,1),(0,1,0,0)} ‘

JIEMA
o U4+W = S(ut,u2,u3)+S(wi,w2) "= (w1, uz, us, wi,ws) Ha 6u ongpemunu 6a3y sexropckor npocropa U+ W u3 remeraptupce

{u1,u2,u3, wi, w2} Tpeba U3ABOJUTH JTUHEAPHO HE3ABUCHE BEKTODE.

-1 -1 2] w /(=2 /(=1 -1 -1 2 us
2 -2 3 4 u1 d4 0 o 0 uy —2us  /:5
1 -1 2 3 u3 4 o o 3 1 uz — Uy N
1 0 2 1 w1 44 0 1 3 _1 w1 — ug
L 1 1 2 1 w2 44 o 2 3 _1 wa — uz
r 1 -1 2 us 1 -1 2 u
0 0 0 3(”1 - 2’(1.2) / (73) 0 0 0 g(ul — 2’(1,23)
0 0 3 1 u3 — U2 de 0 0 0 u3z —u2 — £ (u1 — 2u2) /L
0 1 3 -1 w1 — U2 o o 1 o I wy —uz — 3 (ug —2uz)  J 4
Lo 2 3 -1 w2 — U2 4+ 6 2 0 -1 wy —uz — 2 (ur —2uz) 4



-1 -1 2 u2 -1 2 u2
0 0 0 glur — 2u23) 0 0 0 glur — 2'u.23)
uz —u2 — =(u1 — 2u2) uz —uz — =(u1 — 2u2)
0 0 o0 i 5 T o~ 0 0 0 s
1+ us + fu2 uy /- (=2) w1 +u3z + zu2 w1
0 0 0 w2 +u3z + fuz — zul 0 0 0 w2—2w1—u3—7u2+ U1l
0 2 0 0 0 0 0 0
Kako je
w2:2’w1+u3+§u2—gu17 (6)

10 je U+ W = S(u1,u2, us, w1, ws2) = S(u1, w2, us, wi). C ob3upom na je CKYII O YeTUDU JIMHEAPHO HE3ABUCHA
BEKTOPA, TO je u jemHa 6a3a Bekropckor npocropa U+ W u |dimU 4+ W =4 |

Jenma Gasa ox U + W je u crym BEKTOp‘d‘ {(1,-1,-1,2),(0,0,5,0), (0,0,0,1), (0,1,0,0)} \

Kako je U+ W < R* u dimU + W = 4 = dimR?*, moxemo 3arxmyuntu ga je U + W = R%. 3a 6asy ox U + W mMoxeMo y3eTu u
KAHOHCKY 0a3y BEKTODCKOT mpoctopa R%.

e [lo I'pacmanoBoj ¢popmyan
dimU 4+ W =dimU +dimW —dimU N W,

nobujamo na je ‘ dimUNW =34+2-4=1 ‘ Ila 6u vamu 6a3y, Tpeba Hahu jenan HeHyJIa BEKTOD y IPECEKY BEKTOPCKUX IIPOCTOPA
UuW.
zeUNW & xecU AN xzeW
& e S(ur,u,u3) A x € S(wi,ws)
< x=aul + Puz +yus, o, B,y ER A  x=0d0w; + 0w, 5,0 € R.

Tpeba nahu a, 8,7v,,0 € R tako ma je: aui + Buz +yusz = dwy + Owa, T1j.
()[(27 _27 31 4) + 6(17 _17 _17 2) + 7(17 _11 27 3) = 5(17 01 27 1) + 6(17 17 2= 1)

IIpoGaem ce cBOmM Ha pemaBame CUCTEMA jeIHAYUHA:

20 + B+ v = b6 + 0
—2a - B - 7 = 0
3ac — B + 2y = 25 + 260
do 4+ 28 + 3y = § + 0.

Pememe cucrema je (o, 8,7,6,0) = (—go, %9,9, —20,0),0 € R.

Ckyn BekTOpa y mpeceky BekTopckux npocropa U u W je makie, € = aui + fug + yusz = dwi + Owsz, oxgsocuo, € = dw; + Owy =
—20w; + 0wz = (—2w; +w2) = 0(—1,1,—-2,1). UNW je 3aT0 renepucan sexropom (—1,1,—2,1), a kako je dimU N W = 1, merosa

6a3a je [ {(—-1,1,—2,—1)} |

I[Ipumernmo na cMO jemaH OIPCEYHU HEHYJIA BEKTOD MOIJIM Ia OAPECIUMO U U3 jeIHAKOCTHU @ Kako je wo —2w; = u3 + %uz — gul,
TO je TIPeceuHu BEKTOp jelHaK € = wy — 2w] = u3 + %uz — gu,l =(-1,1,-2,-1).

5. Heka je A maTpuna u3 Opyror 3agaTKa.
a) Oapemutu marpumy M = AT A.
6) Ompemutu panr marpume AT,

Pewemwe:

a) Kommnomenra ma nosunmju (i,7) y pe3yiTary ce padyHa Kao CKAJIapHU MPOU3BOJ BEKTOPA KOJU CE HAJA3M Y 4-TOj BPCTU IPBE MATPULE
¥ BEKTOPA KOJjU Ce HAJA3U y j-TOj KOJOHU APYyre MaTpPUIE.

1 -3 -1 =5 1 2 -2 =3 36 78 —41 —68
2 -5 -1 -12 -3 =5 8 7 78 174 =73 141
— AT A — |
M=A"A= -2 8 5 2 -1 -1 5 4 N —41 =73 97 98
-3 7 4 8 -5 =12 2 8 —-68 —141 98 138

6) Y IpyroM 3amaTKy je MOKa3aHO oa MaTpuua A mma 4 mmEeapHO HezaBucHe Bpere. 3aro Marpuma AT mva 4 muEeapHO He3aBHCHE KOJOHE,

na je oHa . (rang(A) = rang(AT)).



JIluneapHa asreOpa ¥ aHAJIUTUYKA reOMeTpuja, IPBU

r + vy + 3z + t = 3
. 2c + y + 5z = 3

. Pemmutu cucrem nuneapHmx jennauymHa HaA momeM R : Y2 4 o= 0
3r + 2y + 8 + t = 6

Pewemwe: | (z,y,z,t) = (a —2b,3 — b — 2a,b,a),a,b € R.

1 -3 -1 -5
O A= 2 -5 -1 -12
. ApEeIVT MHBEP3 MaTpUIe: = 72 8 5 2

-3 7 4 8

-74 31 —-11 3

30 —13 5 -2

. -1 _

Pewewe: | A=+ = —70 30 1 4
—19 8 -3 1

. Hera je U = {(a,b,¢c) € R3|2a +b+c=0,a+ 2b+ c = 0}.

a) Ilokaszatu na je U BeKTOpCKM TOTIpocTOp mpocTtopa R? m oapemntu My 6a3y u auMeH3H]y.

6) Axo je W = {(a,b,c) € R3|b= 0}, nokazaru na je R3=U @& W.

Pewemwe: ...

Jemna 6a3a Bexropckor npocropa U je ckyn | {(1,1,—3)}|, | dimU =1 |

. Hera cy U u W mormpocTopu BeKTOpcKor nmpocropa R* remepucanu pemoM BekTopmMa

w = (1, 0, 3, 2, w = (3, 4, -3, -3),
wp = (2, -1, 5 5, w, = (4, 3, -1, 0),
us = (=1, 1, -2, =3), wy = (=2, -5, 5 6).
w, = (0, 1, 1, —1),

Hahu Gap jemuy 6a3y kao u mumensujy npocropa U, W, U+W u UNW.

Pewemwe:

e Jemna 6aza Bekropckor npocropa U je ckyn | {ui,uz} |, | dimU =2 |

e Jemna 6aza Bekropckor npocropa W je ckyn | {wi, w2} |, | dimW =2 |

e Jemna 6a3za Bexkropckor npocropa U + W je ckyn | {u1,u2, w1} |, |dimU + W =3 |
e Jemma 6aza Bexkropckor npocropa U NW je ckynm | {(1,-1,2,3)} |, |dimUNW =1 |

. Heka je A marpuna uz apyror 3amaTKa.

a) Oapemutu marpumy M = AT A.
6) Ompemutu panr matpure AT.

Pewemwe:

18 50 —25 =57
—50 147 76 147
—-25 76 43 59
—57 147 59 237

a) M=ATA=

0 [rmat=3]

KoJstiokBujym 01.12.2012.

apyra rpyna



