
Linearna algebra i analitiqka geometrija, prvi kolokvijum 01.12.2012.
prva grupa

1. Rexiti sistem linearnih jednaqina nad poǉem R :
3x − y + 2z = 16
x + y − z − 2t = 3

2x − y + z − t = 9
2x − z − 4t = 5

.

Rexeǌe: Sistem �emo rexiti Gausovim metodom eliminacije:

(i) Markiramo neku promenǉivu (npr. x), u nekoj jednaqini (npr. drugoj).

(ii) Tom jednaqinom elementarnim operacijama ponixtavamo tu promenǉivu u ostalim jednaqinama.

(iii) Jednaqinu u kojoj smo markirali promenǉivu pamtimo, a daǉe rexavamo sistem sa jednom promenǉivom i jednom jednaqinom
maǌe. (Kada ǌega reximo npr. po y, z i t, x �emo izraqunati iz jednaqine u kojoj smo ga markirali.)

(iv) Kada zavrximo sa ponixtavaǌem, ono xto nismo markirali proglasimo za parametar (npr. t = a, a ∈ R) jer je ono potpuno
proizvoǉno, a potom raqunamo unazad ono xto smo markirali.

3x − y + 2z = 16 �
x + y − z − 2t = 3

�

2x − y + z − t = 9
2x − z − 4t = 5

x + y − z − 2t = 3 / · (−3) / · (−2)
3x − y + 2z = 16

�

+

2x − y + z − t = 9

�

+

2x − z − 4t = 5

�

+

x + y − z − 2t = 3

− 4y + 5z + 6t = 7 �
− 3y + 3z + 3t = 3 / : (−3)

�

− 2y + z = −1
x + y − z − 2t = 3

y − z − t = −1 / · 4 / · 2
− 4y + 5z + 6t = 7

�
+

− 2y + z = −1

�

+

x + y − z − 2t = 3

y − z − t = −1
z + 2t = 3 /

− z − 2t = −3

�

+

x + y − z − 2t = 3

y − z − t = −1
z + 2t = 3

0 = 0

⇒ t = a, a ∈ R
⇒ z = 3− 2t = 3− 2a

⇒ y = −1 + z + t = −1 + (3− 2a) + a = 2− a
⇒ x = 3− y + z + 2t = 3− (2− a) + (3− 2a) + 2a = a+ 4

⇒ (x, y, z, t) = (a+ 4,−a+ 2,−2a+ 3, a), a ∈ R .

2. Odrediti inverz matrice: A =


1 2 −2 −3
−3 −5 8 7
−1 −1 5 4
−5 −12 2 8

.
Rexeǌe:

[A|E] =


1 2 −2 −3 1 0 0 0

−3 −5 8 7 0 1 0 0
−1 −1 5 4 0 0 1 0
−5 −12 2 8 0 0 0 1


/ · 3 / / · 5�

+ �

+ �

+

∼


1 2 −2 −3 1 0 0 0

0 1 2 −2 3 1 0 0

0 1 3 1 1 0 1 0
0 −2 −8 −7 5 0 0 1

 / · (−1) / · 2�

+ �

+

∼


1 2 −2 −3 1 0 0 0

0 1 2 −2 3 1 0 0

0 0 1 3 −2 −1 1 0

0 0 −4 −11 11 2 0 1

 / · 4�

+

∼


1 2 −2 −3 1 0 0 0

0 1 2 −2 3 1 0 0

0 0 1 3 −2 −1 1 0

0 0 0 1 3 −2 4 1


�+

�+

�+

/ · (−3) / · 2 / · 3
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Kako matrica A ima linearno nezavisne vrste, maksimalnog je ranga (4) pa je i inverzibilna.

∼


1 2 −2 0 10 −6 12 3

0 1 2 0 9 −3 8 2

0 0 1 0 −11 5 −11 −3
0 0 0 1 3 −2 4 1


�+

�+

/ · (−2) / · 2
∼


1 2 0 0 −12 4 −10 −3
0 1 0 0 31 −13 30 8

0 0 1 0 −11 5 −11 −3
0 0 0 1 3 −2 4 1


�+

/ · 2

∼


1 0 0 0 −74 30 −70 −19
0 1 0 0 31 −13 30 8

0 0 1 0 −11 5 −11 −3
0 0 0 1 3 −2 4 1

 = [E |A−1] .

A−1 =


−74 30 −70 −19
31 −13 30 8
−11 5 −11 −3
3 −2 4 1



3. Neka je U = {(a, b, c) ∈ R3 | 2a+ 3b− 5c = 0}.

a) Dokazati da je U vektorski potprostor prostora R3 i odrediti mu bazu i dimenziju.

b) Ako je W = {(a, b, c) ∈ R3 | b = c = 0}, dokazati da je R3 = U ⊕W .

Rexeǌe:

a) Oqigledno je U ⊆ R3.

1) Nula vektor vektorskog prostora R3 (0v = (0, 0, 0)) pripada skupu U jer je 2 · 0 + 3 · 0− 5 · 0 = 0.

2) Proveravamo da li je za proizvoǉna dva vektora u i v iz skupa U , ǌihov zbir u+ v je tako�e u U :

u = (u1, u2, u3) ∈ R3, 2u1 + 3u2 − 5u3 = 0 (1)

v = (v1, v2, v3) ∈ R3, 2v1 + 3v2 − 5v3 = 0 (2)

u+ v = (u1 + v1, u2 + v2, u3 + v3) ∈ U ⇔ 2(u1 + v1) + 2(u2 + v2)− 5(u3 + v3) = 0 (3)

(1) + (2) daje (2u1 +3u2 − 5u3) + (2v1 +3v2 − 5v3) = 0, xto je zbog osocijatinosti i komutativnosti sabiraǌa u R, kao i
distributivnosti mno�eǌa prema sabiraǌu u R ekvivalentno sa 2(u1 + v1) + 2(u2 + v2)− 5(u3 + v3) = 0. Zato je desna
strana ekvivalencije (3) taqna, pa je taqna i leva, tj. u+ v ∈ U.

3) Proveravamo da li je za proizvoǉan vektor u iz skupa U , i za proizvoǉan skalar α ∈ R, αu je tako�e u U :

u = (u1, u2, u3) ∈ R3, 2u1 + 3u2 − 5u3 = 0 (4)

αu = (αu1, αu2, αu3) ∈ U ⇔ 2(αu1) + 3(αu2)− 5(αu3) = 0 (5)

α · (4) daje α(2u1 + 3u2 − 5u3) = 0, xto je zbog distributivnosti mno�eǌa prema sabiraǌu u R, kao i komutativnosti
i asocijativnosti mno�eǌa u R ekvivalentno sa 2(αu1) + 3(αu2) − 5(αu3) = 0. Zato je desna strana ekvivalencije (5)
taqna, pa je taqna i leva, tj. αu ∈ U.

Dakle, U ≤ R3.

Na�imo bazu vektorskog prostora U .
U = {(a, b, c) ∈ R3 | 2a + 3b − 5c = 0} = {(− 3

2
b + 5

2
c, b, c) | b, c ∈ R} = {b(− 3

2
, 1, 0) + c( 5

2
, 0, 1) | b, c ∈ R} = =(e1, e2), gde je

e1 = (− 3
2
, 1, 0) i e2 = ( 5

2
, 0, 1). Dakle skup {e1, e2} je jedna generatrisa vektorskog prostora U .

Kako su vektori e1 i e2 linearno nezavisni (ne postoji λ ∈ R td. e1 = λe2), to je skup vektora

{e1, e2} jedna baza vektorskog prostora U i dimU = 2 .

b) R3 = U ⊕W ⇔ (R3 = U +W ) ∧ (U ∩W = {0v}).
1) R3 = U +W ⇔ (R3 ⊆ U +W ) ∧ (U +W ⊆ R3)

U +W ⊆ R3 Kako je zbir dva vektora iz R3 vektor iz R3, inkluzija direktno sledi.

R3 ⊆ U +W Treba pokazati da proizvoǉan vektor v = (a, b, c) ∈ R3 pripada skupu U +W = {u+w | u ∈ U,w ∈W}.
Vektor v �e pripadati skupu U +W ako i samo ako postoje vektori u = (u1, u2, u3) ∈ U i w = (v1, v2, v3) ∈ W td. je
v = u+w. Na�imo ih.
v = u+w ⇔ (a, b, c) = (u1, u2, u3) + (w1, w2, w3),
u ∈ U ⇔ 2u1 + 3u2 − 5u3 = 0,
w ∈W ⇔ w2 = w3 = 0.
Rexavaǌem sistema
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u1 + w1 = a
u2 + w2 = b

u3 + w3 = c
2u1 + 3u2 − 5u3 = 0

w2 = 0
w3 = 0

dobijamo (u1, u2, u3) = ( 5c−3b
2

, b, c) i (w1, w2, w3) = ( 2a+3b−5c
2

, 0, 0), qima je pokazana egzistencija vektora u i w, za svaki
vektor v, td. je v = u+w.
Dakle, R3 = U +W .

2) U ∩W = {(a, b, c) | 2a+ 3b− 5c = 0, b = c = 0} = {(a, b, c) | a = b = c = 0} = {(0, 0, 0)} = {0v}.

Dakle, R3 = U ⊕W .

4. Neka su U i W potprostori vektorskog prostora R4 generisani redom vektorima
u1 = (2, −2, 3, 4), w1 = (1, 0, 2, 1),
u2 = (1, −1, −1, 2), w2 = (1, 1, 2, 1),
u3 = (1, −1, 2, 3), w3 = (2, 3, 4, 2).
u4 = (3, −3, 7, 6),
Na�i bar jednu bazu kao i dimenziju prostora U , W , U +W i U ∩W .
Rexeǌe:

• U = =(u1,u2,u3,u4). Da bi odredili bazu vektorskog prostora U iz genetartirse {u1,u2,u3,u4} treba izdvojiti linearno
nezavisne vektore.

1 −1 −1 2

2 −2 3 4
1 −1 2 3
3 −3 7 6


u2 / · (−2) / · (−1) / · (−3)
u1

�

+

u3

�

+

u4

�

+

∼


1 −1 −1 2

0 0 5 0

0 0 3 1
0 0 10 0


u2

u1 − 2u2 / · (− 3
5
) / · (−2)

u3 − u2

�

+

u4 − 3u2

�

+

∼


1 −1 −1 2

0 0 5 0

0 0 0 1
0 0 0 0


u2

u1 − 2u2

u3 − u2 − 3
5
(u1 − 2u2)

u4 − 3u2 − 2(u1 − 2u2) = u4 + u2 − 2u1

Kako je u4 = −u2 + 2u1, to je U = =(u1,u2,u3,u4) = =(u1,u2,u3). S obzirom da je {u1,u2,u3} skup od tri linearno

nezavisna vektora, to je i jedna baza vektorskog prostora U i dimU = 3 .

Jedna baza od U je i skup vektora {(1,−1,−1, 2), (0, 0, 5, 0), (0, 0, 0, 1)} .

• W = =(w1,w2,w3). Da bi odredili bazu vektorskog prostora W iz genetartirse {w1,w2,w3} treba izdvojiti linearno
nezavisne vektore. 1 0 2 1

1 1 2 1
2 3 4 2

 w1 / · (−1) / · (−2)
w2

�

+

w3

�

+
∼

 1 0 2 1

0 1 0 0

0 3 0 0

 w1

w2 −w1 / · (−3)
w3 − 2w1

�

+
∼

 1 0 2 1

0 1 0 0

0 0 0 0

 w1

w2 −w1

w3 − 2w1 − 3(w2 −w1) = w3 − 3w2 +w1

Kako je w3 = 3w2 −w1, to je W = =(w1,w2,w3) = =(w1,w2). S obzirom da je {w1,w2} skup od dva linearno nezavisna

vektora, to je i jedna baza vektorskog prostora W i dimW = 2 .

Jedna baza od W je i skup vektora {(1,0,2,1),(0,1,0,0)} .

• U+W = =(u1,u2,u3)+=(w1,w2)
LEMA
= =(u1,u2,u3,w1,w2) Da bi odredili bazu vektorskog prostora U+W iz genetartirse

{u1,u2,u3,w1,w2} treba izdvojiti linearno nezavisne vektore.
1 −1 −1 2

2 −2 3 4
1 −1 2 3
1 0 2 1
1 1 2 1


u2 / · (−2) / · (−1)
u1

�

+

u3

�

+

w1

�

+

w2

�

+

∼


1 −1 −1 2

0 0 5 0

0 0 3 1
0 1 3 −1
0 2 3 −1


u2

u1 − 2u2 / : 5
u3 − u2

w1 − u2

w2 − u2

∼


1 −1 −1 2

0 0 1 0

0 0 3 1
0 1 3 −1
0 2 3 −1


u2
1
5
(u1 − 2u2) / · (−3)

u3 − u2

�

+

w1 − u2

�

+

w2 − u2

�

+

∼


1 −1 −1 2

0 0 1 0

0 0 0 1
0 1 0 −1
0 2 0 −1


u2
1
5
(u1 − 2u2)

u3 − u2 − 3
5
(u1 − 2u2) /

w1 − u2 − 3
5
(u1 − 2u2)

�

+

w2 − u2 − 3
5
(u1 − 2u2)

�

+

∼
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
1 −1 −1 2

0 0 1 0

0 0 0 1

0 1 0 0

0 2 0 0


u2
1
5
(u1 − 2u2)

u3 − u2 − 3
5
(u1 − 2u2)

w1 + u3 + 2
5
u2 − 6

5
u1 / · (−2)

w2 + u3 + 2
5
u2 − 6

5
u1

�

+

∼


1 −1 −1 2

0 0 1 0

0 0 0 1

0 1 0 0

0 0 0 0


u2
1
5
(u1 − 2u2)

u3 − u2 − 3
5
(u1 − 2u2)

w1 + u3 + 2
5
u2 − 6

5
u1

w2 − 2w1 − u3 − 2
5
u2 + 6

5
u1

Kako je
w2 = 2w1 + u3 + 2

5
u2 − 6

5
u1, (6)

to je U+W = =(u1,u2,u3,w1,w2) = =(u1,u2,u3,w1). S obzirom da je {u1,u2,u3,w1} skup od qetiri linearno nezavisna

vektora, to je i jedna baza vektorskog prostora U +W i dimU +W = 4 .

Jedna baza od U +W je i skup vektora {(1,−1,−1, 2), (0, 0, 5, 0), (0, 0, 0, 1), (0, 1, 0, 0)} .
Kako je U +W ≤ R4 i dimU +W = 4 = dimR4, mo�emo zakǉuqiti da je U +W = R4. Za bazu od U +W mo�emo uzeti i
kanonsku bazu vektorskog prostora R4.

• Po Grasmanovoj formuli
dimU +W = dimU + dimW − dimU ∩W,

dobijamo da je dimU ∩W = 3 + 2− 4 = 1 . Da bi naxli bazu, treba na�i jedan nenula vektor u preseku vektorskih prostora
U i W .
x ∈ U ∩W ⇔ x ∈ U ∧ x ∈W

⇔ x ∈ =(u1,u2,u3) ∧ x ∈ =(w1,w2)
⇔ x = αu1 + βu2 + γu3, α, β, γ ∈ R ∧ x = δw1 + θw2, δ, θ ∈ R.

Treba na�i α, β, γ, δ, θ ∈ R tako da je: αu1 + βu2 + γu3 = δw1 + θw2, tj.
α(2,−2, 3, 4) + β(1,−1,−1, 2) + γ(1,−1, 2, 3) = δ(1, 0, 2, 1) + θ(1, 1, 2, 1).
Problem se svodi na rexavaǌe sistema jednaqina:

2α + β + γ = δ + θ
−2α − β − γ = θ
3α − β + 2γ = 2δ + 2θ
4α + 2β + 3γ = δ + θ.

Rexeǌe sistema je (α, β, γ, δ, θ) = (− 6
5
θ, 2

5
θ, θ,−2θ, θ), θ ∈ R.

Skup vektora u preseku vektorskih prostora U i W je dakle, x = αu1 + βu2 + γu3 = δw1 + θw2, odnosno, x = δw1 + θw2 =
−2θw1+θw2 = θ(−2w1+w2) = θ(−1, 1,−2, 1). U ∩W je zato generisan vektorom (−1, 1,−2, 1), a kako je dimU ∩W = 1, ǌegova

baza je {(−1, 1,−2,−1)} .

Primetimo da smo jedan prseqni nenula vektor mogli da odredimo i iz jednakosti (6). Kako je w2 − 2w1 = u3 + 2
5
u2 − 6

5
u1,

to je preseqni vektor jednak x = w2 − 2w1 = u3 + 2
5
u2 − 6

5
u1 = (−1, 1,−2,−1).

5. Neka je A matrica iz drugog zadatka.

a) Odrediti matricu M = ATA.

b) Odrediti rang matrice AT .

Rexeǌe:

a) Komponenta na poziciji (i, j) u rezultatu se raquna kao skalarni proizvod vektora koji se nalazi u i-toj vrsti prve matrice
i vektora koji se nalazi u j-toj koloni druge matrice.

M = ATA =


1 −3 −1 −5
2 −5 −1 −12
−2 8 5 2
−3 7 4 8




1 2 −2 −3
−3 −5 8 7
−1 −1 5 4
−5 −12 2 8

 =


36 78 −41 −68
78 174 −73 −141
−41 −73 97 98
−68 −141 98 138

 .

b) U drugom zadatku je pokazano da matrica A ima 4 linearno nezavisne vrste. Zato matrica AT ima 4 linearno nezavisne kolone,
pa je ona ranga 4 . (rang(A) = rang(AT )).
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Linearna algebra i analitiqka geometrija, prvi kolokvijum 01.12.2012.
druga grupa

1. Rexiti sistem linearnih jednaqina nad poǉem R :

x + y + 3z + t = 3
2x + y + 5z = 3
x + 2z − t = 0

3x + 2y + 8z + t = 6

.

Rexeǌe: (x, y, z, t) = (a− 2b, 3− b− 2a, b, a), a, b ∈ R.

2. Odrediti inverz matrice: A =


1 −3 −1 −5
2 −5 −1 −12
−2 8 5 2
−3 7 4 8

.

Rexeǌe: A−1 =


−74 31 −11 3
30 −13 5 −2
−70 30 −11 4
−19 8 −3 1



3. Neka je U = {(a, b, c) ∈ R3 | 2a+ b+ c = 0, a+ 2b+ c = 0}.

a) Dokazati da je U vektorski potprostor prostora R3 i odrediti mu bazu i dimenziju.
b) Ako je W = {(a, b, c) ∈ R3 | b = 0}, dokazati da je R3 = U ⊕W .

Rexeǌe: ...

Jedna baza vektorskog prostora U je skup {(1, 1,−3)} , dimU = 1 .

...

4. Neka su U i W potprostori vektorskog prostora R4 generisani redom vektorima
u1 = (1, 0, 3, 2), w1 = (3, 4, −3, −3),
u2 = (2, −1, 5, 5), w2 = (4, 3, −1, 0),
u3 = (−1, 1, −2, −3), w3 = (−2, −5, 5 6).
u4 = (0, 1, 1, −1),
Na�i bar jednu bazu kao i dimenziju prostora U , W , U +W i U ∩W .

Rexeǌe:

• Jedna baza vektorskog prostora U je skup {u1,u2} , dimU = 2 .

• Jedna baza vektorskog prostora W je skup {w1,w2} , dimW = 2 .

• Jedna baza vektorskog prostora U +W je skup {u1,u2,w1} , dimU +W = 3 .

• Jedna baza vektorskog prostora U ∩W je skup {(1,−1, 2, 3)} , dimU ∩W = 1 .

5. Neka je A matrica iz drugog zadatka.

a) Odrediti matricu M = ATA.
b) Odrediti rang matrice AT .

Rexeǌe:

a) M = ATA =


18 50 −25 −57
−50 147 76 147
−25 76 43 59
−57 147 59 237

 .

b) rang(AT ) = 4 .
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