
Linearna algebra i analitiqka geometrija, 27.02.2012.

1. Rexiti sistem linearnih jednaqina nad poǉem R:
2x + 4y + 4z + 2t = 0
3x + 3y + 2z + t = 2
−4x − 2y = −4

x + 5y + 3z + 2t = −2
4x + 2y + 3z + t = 4.

2. Neka su U i V potprostori vektorskog prostora R4 generisani redom
vektorima:
u1 = (1, 2, 1, 3) v1 = (−1, −2, 3, 5)
u2 = (4, 7, 3, 5) v2 = ( 2, 3, 1, −1)
u3 = (5, 8, 3, 1), v3 = (−2, −5, 13, 19).
Na�i bar jednu bazu, kao i dimenziju prostora U , V , U + V i U ∩ V .

3. Neka je L : R3 → R3 linearni operator vektorskog prostora R3 definisan
sa L(x, y, z) = (x+ 2y + 2z, x+ y + z, 3x+ y).

a) Na�i matricu operatora L u odnosu na kanonsku bazu prostora R3.

b) Odrediti rang i defekt operatora L.

v) Da li je operator L invertibilan? Ako jeste, odrediti matricu
operatora L−1 u odnosu na kanonsku bazu prostora R3.

4. Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom matrice A =

 2 −1 3
−1 2 −3
3 −3 10

.
Zatim odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice A.
Ispitati da li je matrica A sliqna dijagonalnoj i u sluqaju da jeste,
na�i bar jednu invertibilnu matricu P i dijagonalnu D tako da je
D = P−1AP .

5. Neka je V potprostor vektorskog prostora R4 generisan vektorima
f1 = (1, 3, 5, 1), f2 = (11, 1, 3, 7) i f3 = (4,−10,−18, 8).
Gram-Xmitovim postupkom ortogonalizacije odrediti ortonormiranu
bazu za V .

6. Dat je vektorski prostor W rexeǌa jednaqine x+ 2y + z = 0 u R3.

a) Na�i bazu i dimenziju vektorskog prostora W .

b) Na�i bazu i dimenziju vektorskog prostora W⊥.

v) Odrediti ortogonalnu projekciju i ortogonalnu dopunu vektora
v = (−3, 4, 7) na prostor W , kao i rastojaǌe vektora v od vektorskog
prostora W .
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Rezultati

1. (x, y, z, t) = (43 −
1
3z,−

2
3 + 2

3z, z,−3z), z ∈ R.

2. Vektori u1 i u2 su linearno nezavisni, dok u3 ∈ Ω(u1, u2). Sledi, U = Ω(u1, u2, u3) = Ω(u1, u2) i
skup {u1, u2} je jedna baza prostora U . Time je dimU = 2.

Vektori v1 i v2 su linearno nezavisni, dok v3 ∈ Ω(v1, v2). Sledi, V = Ω(v1, v2, v3) = Ω(v1, v2) i
skup {v1, v2} je jedna baza prostora V . Time je i dimV = 2.

U + V = Ω(u1, u2, u3) + Ω(v1, v2, v3) = Ω(u1, u2) + Ω(v1, v2) = Ω(u1, u2, v1, v2). Bektori u1, u2 i v1 su
linearno nezavisni, dok v2 ∈ Ω(u1, u2, v1). Sledi da je skup {u1, u2, v1} jedna baza prostora U+V .
Time je dim(U + V ) = 3.

Na osnovu Grasmanove formule dim(U ∩ V ) = 1. Jedan vektor u preseku je x = v2 = −2u1 + u2 =
(2, 3, 1,−1), i s obzirom da je dimenzija preseka 1, on qini bazu preseka.

3. a) [L]E =

 1 2 2
1 1 1
3 1 0

.
b) ρ(L) = 3, δ(L) = 0.

v) Operator L jeste invertibilan, i [L−1]E =

 −1 2 0
3 −6 1
−2 5 −1

.
4. ϕA(t) = −(t− 1)2(t− 12),mA(t) = (t− 1)(t− 12).

Sopstveni vektori za sosptvenu vrednost t1 = 1 su

 1
1
0

 i

 0
3
1

. Sopstveni vektor za sopstvenu

vrednost t2 = 12 je

 1
−1

3

. Kako imamo tri linearno nezavisna spostvena vektora, to je

matrica A sliqna dijagonalnoj, a tra�ene matrice su P =

 1 0 1
1 3 −1
0 1 3

 i D =

 1 0 0
0 1 0
0 0 12

.
5. e1 = 1

6(1, 3, 5, 1), e2 = 1
6(5,−1,−1, 3) i e3 = 1

6(−3, 1,−1, 5).

6. a) Jedna baza prostora W je {(−2, 1, 0), (−1, 0, 1)}, a dimW = 2.

b) Baza prostora W⊥ je {(1, 2, 1)}, a dimW⊥ = 1.

v) Ortogonalna projekcija v naW je w = (−5, 0, 5),a ortogonalna dopuna w⊥ = (2, 4, 2). d(v,W ) =
d(v, w) = ||w⊥|| = 2

√
6.
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