
Matematika 1
predava�a



Skupovi

Xta je skup?
Skup se ne definixe. Skup je osnovni pojam koji nam je "intuitivno"
poznat.

Primer 1

A = {1, 2, 3, 4, 5},
B = {2, 4, 6, 8},
C = ∅ prazan skup.

Skup A je podskup skupa B (A ⊂ B) ako je svaki element skupa A tako�e i
element skupa B. Ka�emo jox i da je B nadskup skupa A.

Skupovi A i B su jednaki ako imaju iste elemente.
Skupovi A i B su jednaki ako je A ⊂ B i B ⊂ A.



Skupovi

Definicija 1

Unija skupova A i B je skup A ∪ B = {x |x ∈ A ∨ x ∈ B}.`
Presek skupova A i B je skup A ∩ B = {x |x ∈ A ∧ x ∈ B}.

Primer 2

Odrediti uniju i presek skupova A = {1, 2, 3, 4, 5} i B = {2, 4, 6, 8}.

Skupovi A i B su disjunktni ako je A ∩ B = ∅.

Definicija 2

Dekartov proizvod skupova A i B je skup svih ure�enih parova (a, b)
takvih da je a ∈ A i b ∈ B
A× B = {(a, b)|a ∈ A ∧ b ∈ B}.

Primer 3

Odrediti Dekartov proizvod skupova A = {1, 2, 3} i B = {2, 4}.

A× B = {(1, 2), (1, 4), (2, 2), (2, 4), (3, 2), (3, 4)}.



Prirodni brojevi

Definicija 3

Skup prirodnih brojeva je N = {1, 2, 3, . . .}.

Broj 0 nije prirodan broj. U skupu prirodnih brojeva N definisane su
operacije sabira�a i mno�e�a.
+ : N× N→ N i
· : N× N→ N



Osobine sabira�a i mno�e�a

Za svaka tri prirodna broja x , y , z ∈ N va�i

1 (x + y) + z = x + (y + z) (asocijativnost sabira�a)

2 x + y = y + x (komutativnost sabira�a)

3 (xy)z = x(yz) (asocijativnost mno�e�a)

4 1x = x1 = x (neutralni element za mno�e�e)

5 xy = yx (komutativnost mnoze�a)

6 x(y + z) = xy + xz (distributivnost mno�e�a prema sabira�u)

Neka je a, b ∈ N. Da li jednaqina x + a = b ima rexe�a (po x) u skupu N?
Nema za sve borjeve a i b. Iz tog razloga proxirujemo skup prirodnih
brojeva do skupa celih brojeva.



Celi brojevi

Posmatrajmo skup N× N. Uvodimo relaciju ∼ sa

(a, b) ∼ (c , d)⇔ a+ d = b + c .

Teorema 1

Relacija ∼ je relacija ekvivalencije, tj. ∼ je refleksivna, simetriqna i

tranzitivna.

R (a, b) ∼ (a, b)⇔ a+ b = b + a.

S (a, b) ∼ (c , d)⇒ (c , d) ∼ (a, b)
(a, b) ∼ (c , d)⇔ a+ d = b + c ⇔ c + b = d + a⇔ (c , d) ∼ (a, b)

T (a, b) ∼ (c , d) ∧ (c , d) ∼ (e, f )⇒ (a, b) ∼ (e, f )
a+ d = b+ c ∧ c + f = d + e ⇒ a+ d + c + f = b+ c + d + e ⇒ a+ f =
b + e ⇒ (a, b) ∼ (e, f )



Celi brojevi

Neka je (a, b) ∈ N× N. Posmatrajmo skup [(a, b)] = {(c , d)|(c , d) ∼ (a, b)}.
Skup [(a, b)] naziva se klasa ekvivalencije elementa (a, b). Par (a, b) je
predstavnik klase [(a, b)]
Ako je (a, b) ∼ (c , d) onda je [(a, b)] = [(c , d)].
Ako je (a, b) � (c , d) onda su [(a, b)] i [(c , d)] disjunktni.
Skup svih klasa evivalencije {[(a, b)]|(a, b) ∈ N× N} se obele�ava sa
N× N/ ∼. Skup celih brojeva je Z = N× N/ ∼.
Sabira�e se u Z uvodi kao [(a, b)] + [(c , d)] = [(a+ c , b + d)].
Mno�e�e se u Z uvodi kao [(a, b)][(c , d)] = [(ac + bd , ad + bc)].



Celi brojevi

Prirodan broj n je predstav	en klasom [(n + 1, 1)].
Klasa [(1, 1)] predstav	a broj 0. Koja klasa predstav	a broj −1?

Za svaka tri cela broja x , y , z ∈ Z va�i

1 (x + y) + z = x + (y + z) (asocijativnost sabira�a)

2 0+ x = x + 0 = x (0 je neutralni element za sabira�e)

3 (∀x)(∃ − x) x + (−x) = (−x) + x = 0 (postoja�e suprotnog elementa)

4 x + y = y + x (komutativnost sabira�a)

5 (xy)z = x(yz) (asocijativnost mno�e�a)

6 Ako je x 6= 0, onda je 1x = x1 = x (neutralni element za mno�e�e)

7 xy = yx (komutativnost mnoze�a)

8 x(y + z) = xy + xz (distributivnost mno�e�a prema sabira�u)



Matematiqka indukcija

Matematiqka indukcija je naqin dokaziva�a tvr�e�a koja se odnose na
prirodne brojeve. Ako je T (n) tvr�e�e koje dokazujemo, dokaz se sastoji iz
dva dela.

1 Baza indukcije - provera da va�i T (1).

2 Korak indukcije - provera da ako va�i T (n) onda va�i i T (n + 1)
odnosno T (n)⇒ T (n + 1). Predpostavka da va�i T (n) se zove
induktivna hipoteza.

Primer 4

Dokazati da za sve prirodne brojeve n ∈ N va�i 1+ 2+ . . .+ n = 1

2
n(n+ 1).

Prvo proveravamo da je tvr�e�e taqno za n = 1
1 = 1

2
1(1+ 1), 1 = 1.

Predpostavimo da je tvr�e�e taqno za neko n ∈ N (induktivna hipoteza)
1+ 2+ . . .+ n = 1

2
n(n + 1).

treba dokazati da tvr�e�e va�i za n + 1 tj.
1+ 2+ . . .+ n + (n + 1) = 1

2
(n + 1)(n + 2).

1+ 2+ . . .+ n + (n + 1) = 1

2
n(n + 1) + (n + 1) = 1

2
(n + 1)(n + 2).



Matematiqka indukcija

Primer 5

Dokazati da za sve prirodne brojeve n ∈ N va�i

13 + 23 + . . .+ n3 =
(
1

2
n(n + 1)

)2
.

Prvo proveravamo da je tvr�e�e taqno za n = 1

13 =
(
1

2
1(1+ 1)

)2
,

1 = 1.
Predpostavimo da je tvr�e�e taqno za neko n ∈ N (induktivna hipoteza)

13 + 23 + . . .+ n3 =
(
1

2
n(n + 1)

)2
.

treba dokazati da tvr�e�e va�i za n + 1 tj.

13 + 23 + . . .+ n3 + (n + 1)3 =
(
1

2
(n + 1)(n + 2)

)2
.

13 + 23 + . . .+ n3 + (n + 1)3 =
(
1

2
n(n + 1)

)2
+ (n + 1)3

= 1

4
(n + 1)2(n2 + 4(n + 1))

= 1

4
(n + 1)2(n2 + 4n + 4)

= 1

4
(n + 1)2(n + 2)2

=
(
1

2
(n + 1)(n + 2)

)2
.



Racionalni brojevi

Posmatrajmo skup Z× (Z \ {0}). Uvodimo relaciju ∼ sa

(a, b) ∼ (c , d)⇔ ad = bc.

Teorema 2

Relacija ∼ je relacija ekvivalencije, tj. ∼ je refleksivna, simetriqna i

tranzitivna.

R (a, b) ∼ (a, b)⇔ ab = ba.

S (a, b) ∼ (c , d)⇒ (c , d) ∼ (a, b)
(a, b) ∼ (c , d)⇔ ad = bc ⇔ cb = da⇔ (c , d) ∼ (a, b)

T (a, b) ∼ (c , d) ∧ (c , d) ∼ (e, f )⇒ (a, b) ∼ (e, f )
ad = bc ∧ cf = de ⇒ adcf = bcde ⇒ af = be ⇒ (a, b) ∼ (e, f )



Racionalni brojevi

Skup racionalnih brojeva je Q = Z× (Z \ {0})/ ∼.
Sabira�e se u Q uvodi kao [(a, b)] + [(c , d)] = [(ad + bc, bd)].
Mno�e�e se u Q uvodi kao [(a, b)][(c , d)] = [(ac , bd)].
Ceo broj n je predstav	en klasom [(n, 1)].



Racionalni brojevi

Za svaka tri racionalna broja x , y , z ∈ Q va�i

1 (x + y) + z = x + (y + z) (asocijativnost sabira�a)

2 0+ x = x + 0 = x (0 je neutralni element za sabira�e)

3 (∀x)(∃ − x) x + (−x) = (−x) + x = 0 (postoja�e suprotnog elementa)

4 x + y = y + x (komutativnost sabira�a)

5 (xy)z = x(yz) (asocijativnost mno�e�a)

6 Ako je x 6= 0, onda je 1x = x1 = x (neutralni element za mno�e�e)

7 (∀x 6= 0)(∃x−1) xx−1 = x−1x = 1 (postoja�e inverznog elementa)

8 xy = yx (komutativnost mnoze�a)

9 x(y + z) = xy + xz (distributivnost mno�e�a prema sabira�u)

Struktura (Q,+, ·) je po	e.

Neka su a, b ∈ Q, a 6= 0. Svaka linearna jednaqina ax + b = 0 ima rexe�e
u skupu Q.



Racionalni brojevi

Da li jednaqina x2 = 2 ima rexe�e u skupu racionalnih brojeva?
Predpostavimo da je x =

√
2 = p

q i da je NZD(p, q) = 1. Tada je
p2

q2 = 2

p2 = 2q2

p = 2p1
4p2

1
= 2q2

2p2
1
= q2

q = 2q1
p i q su parni brojevi, xto je kontradikcija.

√
2 nije racionalan broj.



Realni brojevi

Realni brojevi su jedinstveni skup brojeva koji zadovo	ava slede�e
aksiome

1 (x + y) + z = x + (y + z)

2 0+ x = x + 0 = x

3 (∀x)(∃ − x) x + (−x) =
(−x) + x = 0

4 x + y = y + x

5 (xy)z = x(yz)

6 x 6= 0⇒ 1x = x1 = x

7 (∀x 6= 0)(∃x−1) xx−1 = x−1x = 1

8 xy = yx

9 x(y + z) = xy + xz

10 x ≤ x

11 x ≤ y ∧ y ≤ x ⇒ x = y

12 x ≤ y ∧ y ≤ z ⇒ x ≤ z

13 x ≤ y ∨ y ≤ x

14 x ≤ y ⇒ x + z ≤ y + z

15 0 ≤ x ∧ 0 ≤ y ⇒ 0 ≤ xy

16 aksioma supremuma

Struktura (R,+, ·,≤) je ure�eno po	e. Primetimo da racionalni brojevi
zadovo	avaju sve aksiome 1− 15.



Aksioma supremuma

Aksioma supremuma

Svaki skup A ⊂ R, koji je nepazan i ograniqen odozgo ima supremum.

Broj M je gor�a granica skupa A ako je za svako a ∈ A, a ≤ M.
Posmatrajmo skup A = {x ∈ Q|x2 < 2}.
Koja je gor�a granica skupa A? M = 3

2
.

Koja je "idealna" gor�a granica skupa A?
To je broj α takav da za svako M < α, M nije gor�a granica skupa A,tj.
postoji a ∈ A takvo da je M < a < α.Broj α se naziva supremum skupa A i
pixe α = supA.



Kompleksni brojevi

Posmatrajmo skup C = R× R.
Sabira�e se u C uvodi kao (a, b) + (c , d) = (a+ c , b + d).
Mno�e�e se u C uvodi kao (a, b)(c , d) = (ac − bd , ad + bc).

Teorema 3

Skup C sa operacijama sabira�a i mno�e�a qini po	e.

1 (x + y) + z = x + (y + z)

2 0+ x = x + 0 = x

3 (∀x)(∃ − x) x + (−x) = (−x) + x = 0

4 x + y = y + x

5 (xy)z = x(yz)

6 x 6= 0⇒ 1x = x1 = x

7 (∀x 6= 0)(∃x−1) xx−1 = x−1x = 1

8 xy = yx

9 x(y + z) = xy + xz



Kompleksni brojevi

Primetimo da za parove oblika (a, 0) va�i
(a, 0) + (b, 0) = (a+ b, 0) i
(a, 0)(b, 0) = (ab, 0).
Preslikava�e a→ (a, 0) nam omogu�ava da realne brojeve tretiramo kao
podskup kompleksnih brojeva.
Neka je i = (0, 1) i2 = (0, 1)(0, 1) = (−1, 0) = −1.
(a, b) = (a, 0) + (0, b) = (a, 0) + (0, 1)(b, 0) = a+ ib - algebarski zapis
kompleksnog broja
C = {a+ ib|a, b ∈ R}.
a = <(a+ ib) - realni deo kompleksnog broja.
b = =(a+ ib) - imaginarni deo kompleksnog broja.
a+ ib = a− ib - ko�ugovano kompleksan broj.
z = a+ ib 1

z = a
a2+b2 + i b

a2+b2 .


