
Matematika 1
predava�a



Skupovi

Xta je skup?
Skup se ne definixe. Skup je osnovni pojam koji nam je "intuitivno"
poznat.

Primer 1

A = {1, 2, 3, 4, 5},
B = {2, 4, 6, 8},
C = ∅ prazan skup.

Skup A je podskup skupa B (A ⊂ B) ako je svaki element skupa A tako�e i
element skupa B. Ka�emo jox i da je B nadskup skupa A.

Skupovi A i B su jednaki ako imaju iste elemente.
Skupovi A i B su jednaki ako je A ⊂ B i B ⊂ A.



Skupovi

Definicija 1

Unija skupova A i B je skup A ∪ B = {x |x ∈ A ∨ x ∈ B}.`
Presek skupova A i B je skup A ∩ B = {x |x ∈ A ∧ x ∈ B}.

Primer 2

Odrediti uniju i presek skupova A = {1, 2, 3, 4, 5} i B = {2, 4, 6, 8}.

Skupovi A i B su disjunktni ako je A ∩ B = ∅.

Definicija 2

Dekartov proizvod skupova A i B je skup svih ure�enih parova (a, b)
takvih da je a ∈ A i b ∈ B
A× B = {(a, b)|a ∈ A ∧ b ∈ B}.

Primer 3

Odrediti Dekartov proizvod skupova A = {1, 2, 3} i B = {2, 4}.

A× B = {(1, 2), (1, 4), (2, 2), (2, 4), (3, 2), (3, 4)}.



Prirodni brojevi

Definicija 3

Skup prirodnih brojeva je N = {1, 2, 3, . . .}.

Broj 0 nije prirodan broj. U skupu prirodnih brojeva N definisane su
operacije sabira�a i mno�e�a.
+ : N× N→ N i
· : N× N→ N



Osobine sabira�a i mno�e�a

Za svaka tri prirodna broja x , y , z ∈ N va�i

1 (x + y) + z = x + (y + z) (asocijativnost sabira�a)

2 x + y = y + x (komutativnost sabira�a)

3 (xy)z = x(yz) (asocijativnost mno�e�a)

4 1x = x1 = x (neutralni element za mno�e�e)

5 xy = yx (komutativnost mno�e�a)

6 x(y + z) = xy + xz (distributivnost mno�e�a prema sabira�u)

Neka je a, b ∈ N. Da li jednaqina x + a = b ima rexe�a (po x) u skupu N?
Nema za sve borjeve a i b. Iz tog razloga proxirujemo skup prirodnih
brojeva do skupa celih brojeva.



Celi brojevi

Posmatrajmo skup N× N. Uvodimo relaciju ∼ sa

(a, b) ∼ (c , d)⇔ a + d = b + c .

Teorema 1

Relacija ∼ je relacija ekvivalencije, tj. ∼ je refleksivna, simetriqna i
tranzitivna.

R (a, b) ∼ (a, b)⇔ a + b = b + a.

S (a, b) ∼ (c , d)⇒ (c , d) ∼ (a, b)
(a, b) ∼ (c , d)⇔ a + d = b + c ⇔ c + b = d + a⇔ (c , d) ∼ (a, b)

T (a, b) ∼ (c , d) ∧ (c , d) ∼ (e, f )⇒ (a, b) ∼ (e, f )
a + d = b + c ∧ c + f = d + e ⇒ a + d + c + f = b + c + d + e ⇒ a + f =
b + e ⇒ (a, b) ∼ (e, f )



Celi brojevi

Neka je (a, b) ∈ N× N. Posmatrajmo skup [(a, b)] = {(c , d)|(c , d) ∼ (a, b)}.
Skup [(a, b)] naziva se klasa ekvivalencije elementa (a, b). Par (a, b) je
predstavnik klase [(a, b)]
Ako je (a, b) ∼ (c , d) onda je [(a, b)] = [(c , d)].
Ako je (a, b) � (c , d) onda su [(a, b)] i [(c , d)] disjunktni.
Skup svih klasa evivalencije {[(a, b)]|(a, b) ∈ N× N} se obele�ava sa
N× N/ ∼. Skup celih brojeva je Z = N× N/ ∼.
Sabira�e se u Z uvodi kao [(a, b)] + [(c , d)] = [(a + c , b + d)].
Mno�e�e se u Z uvodi kao [(a, b)][(c , d)] = [(ac + bd , ad + bc)].



Celi brojevi

Prirodan broj n je predstav	en klasom [(n + 1, 1)].
Klasa [(1, 1)] predstav	a broj 0. Koja klasa predstav	a broj −1?

Za svaka tri cela broja x , y , z ∈ Z va�i

1 (x + y) + z = x + (y + z) (asocijativnost sabira�a)

2 0 + x = x + 0 = x (0 je neutralni element za sabira�e)

3 (∀x)(∃ − x) x + (−x) = (−x) + x = 0 (postoja�e suprotnog elementa)

4 x + y = y + x (komutativnost sabira�a)

5 (xy)z = x(yz) (asocijativnost mno�e�a)

6 Ako je x 6= 0, onda je 1x = x1 = x (neutralni element za mno�e�e)

7 xy = yx (komutativnost mno�e�a)

8 x(y + z) = xy + xz (distributivnost mno�e�a prema sabira�u)



Matematiqka indukcija

Matematiqka indukcija je naqin dokaziva�a tvr�e�a koja se odnose na
prirodne brojeve. Ako je T (n) tvr�e�e koje dokazujemo, dokaz se sastoji iz
dva dela.

1 Baza indukcije - provera da va�i T (1).

2 Korak indukcije - provera da ako va�i T (n) onda va�i i T (n + 1)
odnosno T (n)⇒ T (n + 1). Predpostavka da va�i T (n) se zove
induktivna hipoteza.

Primer 4

Dokazati da za sve prirodne brojeve n ∈ N va�i 1+ 2+ . . .+ n = 1

2
n(n + 1).

Prvo proveravamo da je tvr�e�e taqno za n = 1
1 = 1

2
1(1 + 1), 1 = 1.

Predpostavimo da je tvr�e�e taqno za neko n ∈ N (induktivna hipoteza)
1 + 2 + . . .+ n = 1

2
n(n + 1).

treba dokazati da tvr�e�e va�i za n + 1 tj.
1 + 2 + . . .+ n + (n + 1) = 1

2
(n + 1)(n + 2).

1 + 2 + . . .+ n + (n + 1) = 1

2
n(n + 1) + (n + 1) = 1

2
(n + 1)(n + 2).



Matematiqka indukcija

Primer 5

Dokazati da za sve prirodne brojeve n ∈ N va�i

13 + 23 + . . .+ n3 =
(
1

2
n(n + 1)

)2
.

Prvo proveravamo da je tvr�e�e taqno za n = 1

13 =
(
1

2
1(1 + 1)

)2
,

1 = 1.
Predpostavimo da je tvr�e�e taqno za neko n ∈ N (induktivna hipoteza)

13 + 23 + . . .+ n3 =
(
1

2
n(n + 1)

)2
.

treba dokazati da tvr�e�e va�i za n + 1 tj.

13 + 23 + . . .+ n3 + (n + 1)3 =
(
1

2
(n + 1)(n + 2)

)2
.

13 + 23 + . . .+ n3 + (n + 1)3 =
(
1

2
n(n + 1)

)2
+ (n + 1)3

= 1

4
(n + 1)2(n2 + 4(n + 1))

= 1

4
(n + 1)2(n2 + 4n + 4)

= 1

4
(n + 1)2(n + 2)2

=
(
1

2
(n + 1)(n + 2)

)2
.



Racionalni brojevi

Posmatrajmo skup Z× (Z \ {0}). Uvodimo relaciju ∼ sa

(a, b) ∼ (c , d)⇔ ad = bc.

Teorema 2

Relacija ∼ je relacija ekvivalencije, tj. ∼ je refleksivna, simetriqna i
tranzitivna.

R (a, b) ∼ (a, b)⇔ ab = ba.

S (a, b) ∼ (c , d)⇒ (c , d) ∼ (a, b)
(a, b) ∼ (c , d)⇔ ad = bc ⇔ cb = da⇔ (c , d) ∼ (a, b)

T (a, b) ∼ (c , d) ∧ (c , d) ∼ (e, f )⇒ (a, b) ∼ (e, f )
ad = bc ∧ cf = de ⇒ adcf = bcde ⇒ af = be ⇒ (a, b) ∼ (e, f )



Racionalni brojevi

Skup racionalnih brojeva je Q = Z× (Z \ {0})/ ∼.
Sabira�e se u Q uvodi kao [(a, b)] + [(c , d)] = [(ad + bc, bd)].
Mno�e�e se u Q uvodi kao [(a, b)][(c , d)] = [(ac , bd)].
Ceo broj n je predstav	en klasom [(n, 1)].



Racionalni brojevi

Za svaka tri racionalna broja x , y , z ∈ Q va�i

1 (x + y) + z = x + (y + z) (asocijativnost sabira�a)

2 0 + x = x + 0 = x (0 je neutralni element za sabira�e)

3 (∀x)(∃ − x) x + (−x) = (−x) + x = 0 (postoja�e suprotnog elementa)

4 x + y = y + x (komutativnost sabira�a)

5 (xy)z = x(yz) (asocijativnost mno�e�a)

6 Ako je x 6= 0, onda je 1x = x1 = x (neutralni element za mno�e�e)

7 (∀x 6= 0)(∃x−1) xx−1 = x−1x = 1 (postoja�e inverznog elementa)

8 xy = yx (komutativnost mno�e�a)

9 x(y + z) = xy + xz (distributivnost mno�e�a prema sabira�u)

Struktura (Q,+, ·) je po	e.

Neka su a, b ∈ Q, a 6= 0. Svaka linearna jednaqina ax + b = 0 ima rexe�e
u skupu Q.



Racionalni brojevi

Da li jednaqina x2 = 2 ima rexe�e u skupu racionalnih brojeva?
Predpostavimo da je x =

√
2 = p

q i da je NZD(p, q) = 1. Tada je
p2

q2 = 2

p2 = 2q2

p = 2p1
4p2

1
= 2q2

2p2
1

= q2

q = 2q1
p i q su parni brojevi, xto je kontradikcija.

√
2 nije racionalan broj.



Realni brojevi

Realni brojevi su jedinstveni skup brojeva koji zadovo	ava slede�e
aksiome

1 (x + y) + z = x + (y + z)

2 0 + x = x + 0 = x

3 (∀x)(∃ − x) x + (−x) =
(−x) + x = 0

4 x + y = y + x

5 (xy)z = x(yz)

6 x 6= 0⇒ 1x = x1 = x

7 (∀x 6= 0)(∃x−1) xx−1 = x−1x = 1

8 xy = yx

9 x(y + z) = xy + xz

10 x ≤ x

11 x ≤ y ∧ y ≤ x ⇒ x = y

12 x ≤ y ∧ y ≤ z ⇒ x ≤ z

13 x ≤ y ∨ y ≤ x

14 x ≤ y ⇒ x + z ≤ y + z

15 0 ≤ x ∧ 0 ≤ y ⇒ 0 ≤ xy

16 aksioma supremuma

Struktura (R,+, ·,≤) je ure�eno po	e. Primetimo da racionalni brojevi
zadovo	avaju sve aksiome 1− 15.



Aksioma supremuma

Aksioma supremuma

Svaki skup A ⊂ R, koji je nepazan i ograniqen odozgo ima supremum.

Broj M je gor�a granica skupa A ako je za svako a ∈ A, a ≤ M.
Posmatrajmo skup A = {x ∈ Q|x2 < 2}.
Koja je gor�a granica skupa A? M = 3

2
.

Koja je "idealna" gor�a granica skupa A?
To je broj α takav da za svako M < α, M nije gor�a granica skupa A,tj.
postoji a ∈ A takvo da je M < a < α.Broj α se naziva supremum skupa A i
pixe α = supA.



Kompleksni brojevi

Posmatrajmo skup C = R× R.
Sabira�e se u C uvodi kao (a, b) + (c , d) = (a + c , b + d).
Mno�e�e se u C uvodi kao (a, b)(c , d) = (ac − bd , ad + bc).

Teorema 3

Skup C sa operacijama sabira�a i mno�e�a qini po	e.

1 (x + y) + z = x + (y + z)

2 0 + x = x + 0 = x

3 (∀x)(∃ − x) x + (−x) = (−x) + x = 0

4 x + y = y + x

5 (xy)z = x(yz)

6 x 6= 0⇒ 1x = x1 = x

7 (∀x 6= 0)(∃x−1) xx−1 = x−1x = 1

8 xy = yx

9 x(y + z) = xy + xz



Kompleksni brojevi

Primetimo da za parove oblika (a, 0) va�i
(a, 0) + (b, 0) = (a + b, 0) i
(a, 0)(b, 0) = (ab, 0).
Preslikava�e a→ (a, 0) nam omogu�ava da realne brojeve tretiramo kao
podskup kompleksnih brojeva.
Neka je i = (0, 1) i2 = (0, 1)(0, 1) = (−1, 0) = −1.
(a, b) = (a, 0) + (0, b) = (a, 0) + (0, 1)(b, 0) = a + ib - algebarski zapis
kompleksnog broja
C = {a + ib|a, b ∈ R}.
a = <(a + ib) - realni deo kompleksnog broja.
b = =(a + ib) - imaginarni deo kompleksnog broja.
a + ib = a− ib - ko�ugovano kompleksan broj.
z = a + ib 1

z = a
a2+b2 + i b

a2+b2 .



Trigonometrijski oblik kompleksnog broja

Neka je z = a + ib.

Moduo (apsoutna vrednost) kompleksnog broja z je |z | =
√
a2 + b2.

Argument kompleksnog broja z je argz ugao koji zaklapa du� Oz sa
pozitivnim delom x ose.

θ

z



Trigonometrijski oblik kompleksnog broja

θ

z

Neka je z = a + ib = ρ(cos θ + i sin θ). Tada je

a = ρ cos θ, b = ρ sin θ.

ρ =
√
a2 + b2.

θ =


arctg b

a , a > 0;
arctg b

a + π, a < 0;
π
2
, a = 0,b > 0;
− π

2
, a = 0,b < 0;

?, a = b = 0.

Ako definixemo e iθ = cos θ + i sin θ, onda dobijamo
Ojlerv oblik kompleksnog broja z = ρe iθ.



Muavrova formula

Neka je z1 = ρ1(cos θ1 + i sin θ1) i z2 = ρ2(cos θ2 + i sin θ2).
z1z2 = ρ1(cos θ1 + i sin θ1)ρ2(cos θ2 + i sin θ2)

= ρ1ρ2(cos θ1 cos θ2 + i cos θ1 sin θ2 + i sin θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2)
= ρ1ρ2(cos(θ1 + θ2) + i sin(θ1 + θ2))

Sliqno se pokazuje i z1
z2

= ρ1
ρ2

(cos(θ1 − θ2) + i sin(θ1 − θ2)).

Muavrova formula

Za svako n ∈ N je zn
1

= ρn
1
(cos nθ1 + i sin nθ1).

Dokaz - indukcija po n.



n− ti koren kompleknog broja

Rexavamo jednaqinu z = wn (po w).
Neka su z = r(cos θ + i sin θ) i w = ρ(cosψ + i sinψ) predstav	eni u
trigonometrijskom obliku.
r(cos θ + i sin θ) = ρn(cos nψ + i sin nψ).
r = ρn

nψ = θ + 2kπ, k ∈ Z
ρ = n
√
r

ψ = ψ+2kπ
n , k ∈ Z

ψ = ψ+2kπ
n , k = 0, 1, . . . n − 1

ψ0 = ψ
n ,

ψ1 = ψ+2π
n ,

ψ2 = ψ+4π
n ,

. . .
ψn−1 = ψ+2(n−1)π

n ,
Rexe�a jednaqine n

√
z prdstav	aju temena pravilnog n− tougla.



Polrne koordinate

Polarni koordinatni sistem u ravni E2 se zadaje izborom jedne taqke O,
koja se naziva pol koordinanog sistema i poluprave [Ox) koja se naziva
osa.
Taqka M je jedinstveno odre�ena koordinatama ρ = d(O,M) i θ koji
predstav	a orijentisani ugao izme�u ose Ox i prave OM [Nacrtajte
sliku].
Pol O je jedinstveno odre�en uslovom ρ = 0, dok ugao θ nije definisan.
Ako su date dve taqke M(ρ0, θ0) i N(ρ0, θ0 + 2kπ),k ∈ Z onda se M i N
poklapaju.
Koji skup taqaka u ravni je zadat jednaqinom ρ = const ?
Koji skup taqaka u ravni je zadat jednaqinom θ = const ?



Veza polarnih i Dekartovih koordinata

Izaberimo pravougli Dekartov koordinatni sistem tako da se kordinatni
poqetak poklapa sa polom polarnog koordinatnog sistema, osa Ox1 se
poklapa sa polarnom osom i osa Ox2 je normalna na Ox1 [nacrtajte
sliku]onda je veza polarnih i dekartovih koordinata

x1 = ρ cos θ, x2 = ρ sin θ.

Promena koorinata u obratnom smeru je

ρ =
√
x2
1

+ x2
2
.

Za polarni ugao θ va�i (ako je x1 6= 0).

tg θ =
x2
x1
.

Koliki je polarni ugao θ ako je x1 = 0?



Konusni preseci

Neka su date prave l i s koje seku u taqki O. Rotacijom prave l oko prave s
dobija se (prav kru�ni) konus.
Prava s naziva se osa konusa, a prava l naziva se izvodnica. Taqka O je
vrh konusa.
Konusni presek je presek konusa K i ravni Ω. Xta se mo�e biti konusni
presek zavisno od polo�aja ravni?
Ako je O ∈ Ω onda taj sluqaj zovemo degenerisan i konusni presek mo�e
biti samo jedna taqka (taqka O), jedna prava (izvodnica) ili dve prave
(dve izvodnice)[nacrtajte sliku].
Ako je O /∈ Ω i Ω ⊥ s onda je konusni presek krug.[nacrtajte sliku]
Ako je O /∈ Ω i Ω 6⊥ s onda se konusni presek naziva konika i za �ih va�i
slede�a teorema:



Konusni preseci

Teorema 4

Neka je dat konus K qiji je vrh taqka O i ravan Ω takva da je O /∈ Ω i
Ω 6⊥ s, gde je s osa konusa. Tada postoje taqka F i prava d takvi da za
svaku taqku K ∈ K va�i

d(F ,K )

d(K , d)
= const.



Konusni preseci

O je vrh konusa, Ω je ravan u kojoj le�i konusni presek,σ je sfera koja
dodiruje konus i ravan Ω, ω je ravan u kojoj le�i krug dodira sfere σ i
konusa, F je dodirna taqka sfere σ i ravni Ω, d = Ω ∩ ω, K je proizvo	na
taqka konusnog preseka, A je podno�je normale iz K na d , {B} = OK ∩ ω,
C je podno�je normale iz K na ω.
Sfera σ ne mora biti jedinstvena, uvek postoje jednali ili dve takve
sfere, pa samim tim i jedna ili dve mogu�nosti izbora za taqku F i
pravu d .
Uslov je k	uqan za egzistenciju prave d , jer je ω ⊥ s pa ne mo�e biti
Ω ‖ ω.



Konusni preseci

Posmatrajte pravougle trouglove 4KAC i 4KBC . Zajedniqka kateta KC
se izra�ava kao

KC = KA sin∠KAC

KC = KB cos∠BKC

Ako podelimo ove dve relacije dobijamo da je

KB

KA
=

cos∠BKC
sin∠KAC

.

Primetimo da ugao ∠KAC predstav	a ugao izme�u ravni Ω i ω i ne
zavisi od taqke K . Sliqno ugao ∠BKC je jednak uglu izme�u ose konusa i
jedne �egove izvodnice KB xto je tako�e konstanta i ne zavisi od K .



Konusni preseci

Time je desna sttrana jednakosti konstanta. Na levoj strani primetite da
su KB i KF tangentne du�i na sferu σ pa moraju biti jednake du�ine. Sa
druge strane du�ina du�i KA predstav	a rastoja�e taqke K od prave d i
dobijamo

KF

d(K , d)
= const.

Konstantu koja je dobijena u prethodnoj teoremi zovemo ekscentricitet
konike i obele�avamo sa e. Taqku F zovemo �i�a, a pravu d direktrisa
konike.



Polarna jednaqina konusnih preseka

U ravni Ω uvodimo polarni koordinatni sistem qiji je pol taqka F , a
polarna osa poluprava sa poqetkom u F koja je normalna na direktrisu d i
seqe je u taqki Q. Neka je P podno�je normale iz K na polarnu
osu.[Nacrtajte sliku]
Tada je iz pravouglog trougla 4FKP

FP = FK cos θ = ρ cos θ.

Iz prethodne teoreme je FK = ρ = eKA = ePQ.
Tada imamo ρ = FK = eKA = e(FQ − FP) = eFQ − eρ cos θ. Ako konstantu
eFQ obele�imo sa l dobijamo polarnu jednaqinu konusnih preseka u obliku

ρ(1 + e cos θ) = l .



Kanonska jednaqina konusnih preseka

Uvodimo pravougli Dekartov koordinatni sistem kome je oordinatni
poqetak taqka F , a x1 osa se poklapa sa polarnom osom. Veza Dekartovih i
polarnih koordinata je

x1 = ρ cos θ, x2 = ρ sin θ.

Polarna jedqina konusnog preseka je

ρ = l − ρe cos θ.

Kvadrira�em i prelaskom na dekartove koordinate dobija se

x2
1

+ x2
2

= (l − ex1)2;

(1− e2)x2
1

+ 2elx1 + x2
2

= l2.

Diskusiju nastav	mo po parametru e (ekscentricitet konike)



Prvi sluqaj 1− e2 6= 0

Ako je 1− e2 6= 0 prethodnu jednaqinu transformixemo u

x2
1

+
2el

1− e2
x1 +

x2
2

1− e2
=

l2

1− e2
,

(
x1 +

el

1− e2

)2

+
x2
2

1− e2
=

l2

1− e2
+

e2l2

(1− e2)2
=

l2

(1− e2)2
,

Transliramo koordinatni sistem po formulama

x ′
1

= x1 +
el

1− e2
x ′
2

= x2.

x2
1

l2

(1−e2)2
+

x2
2

l2

(1−e2)
= 1,

Ako uvedemo oznake a2 = l2

(1−e2)2 i b2 = l2

|1−e2| dobijamo jednaqinu u obliku

x2
1

a2
+

x2
2

sgn(1− e2)b2
= 1.



Elipsa

Ako je 0 < e < 1 dobijamo kanonsku jednaqinu elipse:

x2
1

a2
+

x2
2

b2
= 1.

Veliqine a i b nazivamo velika odnosno mala poluosa elipse.[nacrtajte
sliku]
Primetimo da je a > b. Elipsa ima dve �i�e F1,2(±ea, 0) na x1−osi.
Veliqina ea se obele�ava sa c i predstav	a rastoja�e �i�a od
koordinatnog poqetka (centra elipse).

c2 = a2 − b2

Ako je b > a tako�e imamo elipsu, ali ne u kanonskom obliku. Takva
elipsa ima �ize ha x2 osi (Zarotirana za 90 deg).



Hiperbola

Ako je e > 1 dobijamo kanonsku jednaqinu hiperbole:

x2
1

a2
− x2

2

b2
= 1.

Veliqine a i b nazivamo realna odnosno imaginarna poluosa
elipse.[nacrtajte sliku]
Elipsa ima dve �i�e F1,2(±ea, 0) na x1−osi. Veliqina ea se obele�ava sa
c i predstav	a rastoja�e �i�a od koordinatnog poqetka (centra
hiperbole).

c2 = a2 + b2

Jednaqina

−x2
1

a2
+

x2
2

b2
= 1.

predstav	a hiperbolu qije su �i�e na x2 osi. Asimptote hiperbole su
prve x2 = ± b

a x1. Hiperbola i �ena asimptota



Drugi sluqaj 1− e2 = 0

Ako je e = 1 dobijamo

x2
2

= l2 − 2lx1.

Uvodimo nove koordinate

x ′
1

=
l

2
− x1, x ′

2
= x2.

Koja geometrijska transformacija je zadata ovim formulama?

x2
2

= 2lx1.

Parabola ima taqno jednu �i�u.



Tangenta

Pod kojim uslovom prava t : x2 = kx1 + n predstav	a tangentu na elipsu?
Neka je elipsa data u kanonskom obliku

x2
1

a2
+

x2
2

b2
= 1,

prava t je �ena tangenta ako ima taqo jedan presek, dakle ako reximo
sistem treba da dobijemo taqno jedno rexe�e

x2
1

a2
+

(kx1 + n)2

b2
= 1,

(
1

a2
+

k2

b2

)
x2
1

+
2kn

b2
x1 +

(
n2

b2
− 1

)
= 0.

Diskriminanta je D = 4k2n2

b4 − 4
(

1

a2 + k2

b2

)(
n2

b2 − 1
)

= 0.

Sre�iva�em prethodnog izraza dobijamo uslov dodira u obliku
a2k2 + b2 = n2[raspixite me�ukorake].



Tangenta

Istim postupkom kao za elipsu dobijamo uslov dodira hiperbole
x2
1

a2 −
x2
2

b2 = 1, i prave t : x2 = kx1 + n :

a2k2 − b2 = n2.

U sluqaju parabole x2
2

= 2lx1 uslov dodira je l = 2kn.
Ako taqka M(m1,m2) pripada konici onda postoji taqno jedna tangenta
koja dodiruje koniku u M. �ena jednaqina je
elipsa m1x1

a2 + m2x2
b2 = 1

hiperbola m1x1
a2 −

m2x2
b2 = 1

parabola m2x2 = l(x1 + m1)



Fokusna osobina elipse i hiperbole

Teorema 5

Neka je M proizvo	na taqka elipse E i neka su �i�e F1,F2. Tada je
MF1 + MF2 = 2a.

Neka su direktrise elipse prave d1 i d2, i p prava normalna na direktrise
koja sdr�i taqku M. Neka je Ai = di ∩ p, i = 1, 2.[nacrtajte sliku]
Tada znamo da je

MF1 + MF2 = eMA1 + eMA2 = eA1A2 = const.

Da bi odredili konstantu postavite koordinatni sistem tako da elipsa
bude u kanonskom obliku, a za taqku M izaberite jednu od taqaka u preseku
x1 ose i elipse.



Fokusna osobina elipse i hiperbole

Teorema 6

Neka je M proizvo	na taqka hiperbole E i neka su �i�e F1,F2. Tada je
|MF1 −MF2| = 2a.

Dokaz je sliqan prethodnom.



Fokusne osobine konika

Teorema 7

Svetlosni zrak koji izvire iz �i�e elipse i odbija se od elipse, prolazi
kroz drugu �i�u elipse.

Teorema 8

Svetlosni zrak koji izvire iz �i�e hiperbole i odbija se od hiperbole,
(kao da) prolazi kroz drugu �i�u hiperbole.

Teorema 9

Svetlosni zrak koji izvire iz �i�e parabole i odbija se od parabole,
paralelan je osi parabole.

Sluqaj prabole ima veliku primenu u proizvod�i teleskopa, reflektora,
farova, antena ...



Optiqke osobine konika

Zrak se odbija od konike tako da ugao izme�u upadnog zraka i tangente u
dodirnoj taqki jednak uglu izme�u odbojnog zraka i tangente u dodirnoj
taqki.
Posmatrajmo sluqaj elipse. Neka je M proizvo	na taqka elipse, t
tangenta na elipsu u taqki M i F1, F2 �i�e elipse. Da bi dokazali
teoremu 7 trba pokazati da je ∠(F1M, t) = ∠(t,F2M).
Neka su A1 i A2 redom podno�ja normale iz F1 i F2 na t. [nacrtate sliku]
Treba pokazati da su 4MF1A1 i 4MF2A2 sliqni. Uvodimo Dekartov
pravougli koordinatni sistem tako da elipsa bude u kanonskom obliku.
Taqka M(m1,m2), F1,2(±c , 0) i t : m1x1

a2 + m2x2
b2 = 1. Du�ine du�i F1A1 i

F2A2 se mogu dobiti kao rastoja�e �i�a od prave t. Proverite da va�i
sled�a jednakost

MF1
F1A1

=
MF2
F2A2

.



Vektorski prostor

Definicija 4

Skup V na kome je definsana operacija + : V × V → V i · : R× V → V je
(realan) vektorski prostor ako za svako u, v ∈ V , α, β ∈ R va�i

1 (V,+) je komutativna grupa,

2 α(u + v) = αu + αv ,

3 (α + β)u = αu + βu,

4 α(βu) = (αβ)u,

5 1u = u.

Definicija 5

Vektori v1, v2, . . . vk su linearno nezavisni ako je linearna kombinacija
α1v1 + . . . αnvn jednaka nula vektoru ako i sam ako je
α1 = α2 = . . . = αn = 0. Vektori v1, v2, . . . vk su linearno zavisni ako nisu
linearno nezavisni.



Definicija 6

Skup vektora {e1, e2, . . . en} je baza vektorskog prostora V ako je ispu�eno

1 e1, e2, . . . en su linearno nezavisni,

2 svaki vektor v ∈ V se mozehe zapisati kao linearna kombinacija
baznih vektora, tj. v = α1e1 + . . . αnen.

Teorema 10

Ako je {e1, e2, . . . en} baza vektorskog prostora V onda se svaki vektor v ∈ V
se mozehe zapisati kao linearna kombinacija baznih vektora na jedinstven
naqin.

Definicija 7

Broj elemenata baze se nazivva dimenzija vektorskog prostora.

Teorema 11

Dimenzija prostora Rn je n.



Definicija 8

Kanonska baza u R2 je zadata vektorima i = (1, 0) i j = (0, 1).
Kanonska baza u R3 je zadata vektorima i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0) i
k = (0, 0, 1).


