MaTtemaTtuka 1

npegasamba



LLta je ckyn?
Ckyn ce ve gedumtunwe. Ckyn je OCHOBHU MojaM KOju HaM je " MHTYWTUBHO"

NO3HaT.

A=1{1,2,3,4,5},
B = {2,4,6,8),
C = () npasaH ckyn.

Ckyn A je nogckyn ckyna B (A C B) ako je cBaku enemeHT ckyna A Takofe un
enemeHT ckyna B. Kaxemo jow un pa je B Hagckyn ckyna A.

Ckynoeu A n B cy jegHakn ako nmajy ncte enemeHTe.
Ckynoeu A n B cy jegHaku ako je A C B un B C A. J




Hedunnunmja 1

Vhuja ckynosa A u B je ckyn AUB = {x|x € AV x € B}.!
Mpecek ckynosa A u B je ckyn AN B = {x|x € AAx € B}.

Oppeauntn yHujy n npecek ckynosa A ={1,2,3,4,5} n B ={2,4,6,8}.

Ckynoeu A n B cy gucjyHkThu ako je AN B = ().

HeduHnunmja 2

[Jexaptos npounseog ckynosa A n B je ckyn ceux ypefjeHux naposa (a, b)
TakBux fajeac Anbe B
Ax B=1{(a,b)lac AAb e B}.

Oppepntn Jekaptoe npomssog ckynosa A = {1,2,3} u B = {2,4}.

Ax B=1{(1,2),(1,4),(2,2),(2,4),(3,2),(3,4)}.
I




[MpupogHun 6pojeBn

HedurHununmja 3
Ckyn npupogHux bpojeea je N = {1,2 3,...}.

Bpoj 0 Huje npupogan 6poj. V ckyny npupogHux 6pojesa N geduHucane cy
onepaumje cabupara 1 MHOXeHbA.

+:NxN—=>Nwn

-:NxN-—=N



OcobuHe cabuparba 1 MHOXEHA

3a cBaka Tpu npupogHa 6poja x,y,z € N Baxu

Q (x+y)+z=x+(y+2z) (acoumjaTusHocT cabuparsa)
Q@ x+y=y+ x (komyTaTuBHOCT cabuparsa)

@ (xv)z = x(yz) (acoumjaTMBHOCT MHOXeHsa)

Q 1x = x1 = x (HeyTpa/iHN €NEMEHT 33 MHOXEHE)

Q xy = yx (KOMYTaTMBHOCT MHOXEH:a)

Q x(y + z) = xy + xz (AUCTpnbYTMBHOCT MHOXEHA Npema cabupatby)

Heka je a,b € N. [Ja nu jeaHauunHa x + a = b nma pewersa (no x) y ckyny N7
Hema 3a cBe Gopjese a n b. W13 Tor pasznora npowmpyjemo CKyn npupogHuMx
6pojeBa fo ckyna uenux bpojeea.



Llenn 6pojesn

MNocmatpajmo ckyn N x N. Yeogumo penaumnjy ~ ca

(a,b) ~(c,d) = a+d=b+c.

Teopema 1

Penaywmja ~ je penayuja eksusaneHyuje, 1j. ~ je peheKCUBHA, CUMETPUYHA U

TPAH3UTUBHA.

P (a,b)~(a,b)=a+b=b+a

C (a,b) ~ (c,d) = (c,d) ~ (a,b)

(a,b) ~(c,d) o a+d=b+cec+b=d+a<(c,d)~(ab)

T (a,b) ~(c,d) A(c,d) ~ (e,f) = (a,b) ~ (e, f)

a+d=>b C/\C+f-d+e:>a+d+c+f:b+c+d+e:>a+f:
b+e=(ab)~ (ef)



Llenn 6pojesn

Heka je (a, b) € N x N. Mocmatpajmo ckyn [(a, b)] = {(c, d)|(c, d) ~ (a, b)}.
Ckyn [(a, b)] Ha3nBa ce knaca ekBuBaneHuumje enementa (a, b). ﬂap (a, b) je
npegcraeHnk knace [(a, b)]

AKo je (2, b) ~ (c, d) onaa je [(a, b)] = [(c, d)].

Axo je (a,b) » (c,d) onpa cy [(a b)] n [(c, d)] BucjyHkTHN.

Ckyn ceux knaca esnsaneruynje {[(a, b)]|(a, b) € N x N} ce obenexasa ca
N x N/ ~. Ckyn uenux 6pojesa je Z = N x N/ ~.

Cabuparse ce y Z yeoan kao [(a, b)] + [(c,d)] = [(a+ ¢, b+ d)].
Muoxetbe ce y Z ysogu kao [(a, b)][(c, d)] = [(ac + bd, ad + bc)].



Llenn 6pojesn

Mprpogan 6poj n je npegcrasmed knacom [(n+ 1,1)].
Knaca [(1,1)] npeacraema 6poj 0. Koja knaca npeacraesma 6poj —17

3a cBaka Tpu uena 6poja x, y,z € Z Baxn
Q (x+y)+z=x+(y+ z) (acoymjatneHocT cabuparsa)
@ 0+ x =x+ 0= x (0 je HeyTpanHm enemeHT 3a cabuparbe)
Q@ (Vx)(3—x) x+(—x)=(—x)+ x =0 (noctojarbe cynpoTHOr enemeHTa)
Q x+y=y+ x (komyTaTuBHOCT cabuparsa)
@ (xv)z = x(yz) (acoumjaTnBHOCT MHOXeHsa)
Q Ako je x # 0, oHga je 1x = x1 = x (HeyTpasHM eNeMEHT 32 MHOXKEHE)

@ xy = yx (KOMYTaTMBHOCT MHOXeH>a)

Q@ x(y + z) = xy + xz (AUCTpnNbYTMBHOCT MHOXEHA Npema cabupatsy)




MaTemaTunyka nHaykumja

MaTemaTnyka MHAYKUMjA je HAYMH JOKa3nBaka TBphera Koja ce OfHOCE Ha
npupogHe 6pojese. Ako je T(n) Tepherbe koje fokasyjemo, JOKa3 ce cacToju n3
4Ba pena.

Q@ baza nnpykunje - nposepa ga saxu T(1).

@ Kopak nnaykunje - nposepa ga ako saxu T(n) oHga saxu n T(n+ 1)
opHocHo T(n) = T(n+1). MNpeanoctaeka ga Baxun T(n) ce 30Be
NMHAYKTUBHA XMUNOTE3a.

Mpumep 4

[okazaTtu aa 3a cee npupope 6pojee n € Npaxu 1 +2+...+n= %n(nJr 1).
lNpBo npoeepaBamo pa je TBphere TayHo 3a n = 1

1=11(141), 1=1.

MpeanocraBumo ga je Tepherse Tauno 3a Heko n € N (mHgykTuBHa xmnoTesa)
1+2+...4+n=2n(n+1).

Tpeba pokasaTu ga TBpherbe Baxku 3a n+ 1 Tj.
1424...4+n+(n+1)=3(n+1)(n+2).

1+2+...+n—|—(n+1):gn(n—f—l)-i-(n-i-l):%(n+1)(n+2).




MatemaTunyka nuaykuymja

Mpumep 5

JokasaTtu ga 3a cee npupogHe 6pojese n € N Baxcu

B4+ 4.+ = (In(n+1)°

MNpeo npoeepasamo aa je Tepherse TavHo 3a n =1

12 = (3101 +1))%,

1=1.

Mpeanoctasumo ga je Tepherse TauHo 3a Heko n € N (MHgykTuBHA xmnoTesa)
L T (%n(n—&—l))Q.

Tpeba pgokasatu pa Tepherse Baxkm 33 n+ 1 Tj.
134224+ 4+ (n+1)3= (1(n+1)(n+2))2.
B+23+...+n+(n+1)} = ) +(n+1)3

(n+ 1)2(n +4(n+1))

(n+1)*(n” +4n+4)
( (
3(n+1)(

n+1)?(n+2)?
n+1) n+2))

ot
_1
_1
= (al




PauuwonanHuu 6pojesu

Mocmatpajmo ckyn Z x (Z \ {0}). VYsognumo penaumjy ~ ca

(a, b) ~ (c,d) & ad = bc.

Teopema 2

Penayumja ~ je penayuja eksusaneHyuje, 1j. ~ je pegheKCUBHA, CUMETPUYHA U

TPAH3UTUBHA.

(a, b) ~ (a, b) < ab = ba.

C (a,b) ~ (c,d) = (c,d) ~ (a,b)
(a,b)w(cd)(:)ad—bc(:)cb—da@(c,d)N(a7b)
a,b) ~ (¢c,d) A(c,d) ~ (e, f) = (a,b) ~ (e, )

ad:bc/\cf—de:>adcf:bcde:>af:be:>(a,b)~(e7f)



PauuwonanHuu 6pojesu

Ckyn paumonantmux 6pojesa je Q = Z x (Z\ {0})/ ~.
Cabupatse ce y Q yeoan kao [(a, b)] + [(c, d)] = [(ad + bc, bd)].
Muoxetbe ce y Q ysogu kao [(a, b)][(c, d)] = [(ac, bd)].

Lleo 6poj n je npepcrasmen knacom [(n,1)].



PauuwonanHuu 6pojesu

3a cBaka Tpu paumoHanHa 6poja x,y,z € Q Baxn
Q (x+y)+z=x+(y+ z) (acoumjaTueHoct cabuparba)
@ 0+ x = x+ 0= x (0 je HeyTpanHm enemeHT 3a cabuparbe)
@ (Vx)(3—x) x+(—x)=(—x)+ x =0 (noctojarbe cynpoTHOr enemeHTa)
Q x+y=y+ x (komyTaTuBHOCT cabuparsa)
Q (xy)z = x(yz) (acoumjaTMBHOCT MHOXeHsa )
Q Ako je x # 0, oHga je 1x = x1 = x (HeyTpasHM eeMEHT 32 MHOXKEHE)
Q@ (Vx#0)(3x') xx7!=x"1x =1 (nocrojarbe nHBep3sHoOr enemenTa)
Q xy = yx (KOMyTaTMBHOCT MHOX€H:a)

Q x(y + z) = xy + xz (AUCTpnbyTMBHOCT MHOXeEHbA NpemMa cabupatsy)

Crpykrypa (Q,+,-) je nome.

Heka cy a,b € Q, a # 0. Ceaka nuHeapHa jegHadumHa ax + b = 0 nma peuerse
y ckyny Q.



PauuwonanHuu 6pojesu

Ja nu jeanaunna x? = 2 uma peluerse y CKyny paumoHanHux 6pojesa’?
Mpegnoctasumo aa je x = /2 = g n ga je NZD(p,q) = 1. Tapa je
2
g2
p2 — 2q2
p=2p
4p? = 2¢*
2p? = ¢°
q=2q
p v g Cy napHn 6pojeBu, WITO je KOHTpagMKLmMja. /2 Huje paumoHanaH 6poj.



PeanHun 6pojeBn

PeanHun 6pojeBn cy jepuHCcTBEHM CKyn OpojeBa koju 3af0BOsbaBa criefehe

aKcuome

QO (x+y)+tz=x+(y+2) Q x(y+2)=xy+xz

Q0+x=x+0=x @ x<x

Q@ (V) (F—x) x+(—x)= @ x<yANy<x=x=y
(=x)+x=0 @ x<yANy<z=x<z

Q x+y=y+x @ x<yVy<x

Q (xv)z = x(yz) Q@ x<y=x+z<y+z

Q@ x#0=1x=x1=x Q@ O0<xA0<y=0<xy

@ (Wx#0)(I ) xxt=xTx=1 @ akcnoma cynpemyma

Q xy = yx

Crpyktypa (R, +, -, <) je ypeheHo nome. MpumeTtumo ga paumonantu 6pojesn

3aJ0BO/baBajy cBe akcmome 1 — 15.




Akcnoma cynpemyma

Akcuoma cynpemyma

Cgaku ckyn A C R, koju je HemasaH n OrpaHM4eH Of0O3ro Mma Cynpemym.

Bpoj M je ropma rpaHuua ckyna A ako je 3a ceako a € A, a < M.
Mocmatpajmo ckyn A = {x € Q|x? < 2}.

Koja je roprea rpanmua ckyna A? M = 3.

Koja je "unpeanHa” ropra rpavmua ckyna A?

To je 6poj o Takae ga 3a ceako M < «, M Huje roprba rpaHnua ckyna A,Tj.
noctojun a € A Takeo ja je M < a < a.bpoj o ce Ha3mBa cynpemym ckyna A u
nuwe o = sup A.



KomnnekcHn bpojesn

MocmaTpajmo ckyn C = R x R.
Cabupatrse ce y C ysoan kao (a, b) + (c,d) = (a+ ¢, b+ d).
Muoxetbe ce y C ysoan kao (a, b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc).

Teopema 3

Ckyn C ca onepayujama cabuparba u MHOXEHA YUHU MOJbE.
Q (x+y)+tz=x+(y+2)
Q0+x=x+0=x
Q@ (W)(3F—x) x+(—x)=(—x)+x=0
QO x+ty=y+x
Q (x)z = x(yz)
Q@ x#0=1x=x1=x
Q@ (VWx#0)(Ix ) xxt=x"x=1
Q xy =yx
Q x(y+2z)=xy+xz




KomnnekcHn bpojesn

Mpumetumo pa 3a napose obnuka (a,0) Baxu

(3,0) + (b,0) = (a+ b,0) u

(a,0)(b,0) = (ab,0).

Mpecnnkasarbe a — (a,0) Ham omoryfiaBa ga peanHe Gpojese TpeTupamo Kao
MOACKYN KOMIIEKCHMX OpojeBa.

Heka je i = (0,1) i = (0,1)(0,1) = (—1,0) = —1.

(a, b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (0,1)(b,0) = a + ib - anrebapckn 3anunc
KoMMJieKcHor 6poja

C={a+ibla,b € R}.

a=R(a+ ib) - peanHn pgeo kommnnekcHor 6poja.

b = (a+ ib) - umaruHapHn geo kommnaekcHor 6poja.

a-+ ib= a— ib - kOrYroBaHO KOMMJEKCaH Opoj.

_ ; 1_ _a b
z=a+ib = tige




TpuroHomeTpujckn obnnk komnaekcHor bpoja

Heka je z = a + ib.

Mogayo (ancoyTHa BpeaHocT) komnekcHor 6poja z je |z| = v/a? + b2. J

AprymeHT kKomnaekcHor 6poja z je aprz yrao koju 3aknana gyx Oz ca
NMNO3NTUBHNM [ENOM X OCe.




TpuroHomeTpujckn obnnk komnaekcHor bpoja

Heka je z = a+ ib = p(cosf + isin ). Taga je

a=pcosfh, b=psinb.

p=1+Va’+ b2
arctgg, a>0;
arctg§+7r, a<o
0=1< 73, a=0,b>0;
0 -7 a=0b<0;
?, a=b=0.

Ako pedurHuwemo e'? = cosf + isinf, onpa nobujamo
Ojneps 0611k komnnekcHor 6poja z = pe'.



MyagepoBa copmyna

Heka je z; = p1(cos@; + isin6y) u zo = pa(cosb + isinby).

212 = p1(cos By + isin61)pa(cos by + isinby)
= p1p2(cos by cos By + i cos By sin b, + isin by cos By — sin By sinb,)
= p1pa(cos(y + 62) + isin(61 + 62))

Crmuro ce nokasyje n 2 = E(cos(6y — 0) + isin(61 — 02)).

2

MyaBpoBa dopmyna

3a ceako n € N je z' = p7(cos nfy + isin nby).

[Jokas - nipykumja no n.



Nn— TN KOPEH KOMMJIEKHOr bpoja

Pelwasamo jegHauuty z = w” (no w).

Heka cy z = r(cos@ + isind) u w = p(cosp + isiny) npegcrassbeqn y
TPUrOHOMETPUjCKOM 0BINKY.

r(cosf + isin @) = p"(cos mp + isin ny).

n

r=p
mp =0+ 2kn, k € Z
p=Nr

=2 ke
=T p=0,1,...n—1

Yo =L,
dy = 2
e
_ Yt4m
1/)2 = T4

Vpo1 = %:—1)”

Pewersa jeaHaunte /z npacTae/bajy TEMEHa NpaBUaHOr N— TOyrna.



[NonpHe koopanHaTe

MonapHu koopauMHaTHK cucTeM y pasHu E? ce 3apaje nsbopom jeaHe Tauke O,
KOja Ce Ha3uBa NoJ KOOPAMHAHOT cuctema n nonynpase [Ox) koja ce Ha3smBa
oca.

Tauka M je jepuHcTBeHo oppefjeHa koopaunaTtama p = d(O, M) n 6 koju
npeacTasba opujeHTcanm yrao namehy oce Ox n npase OM [Hauprajte
cnukyl.

MNon O je jeguncTeeHo oppehen ycnosom p = 0, pok yrao 6 Huje gecdpuHmcan.
Axo cy pate gge Tauke M(pg,0p) u N(pg, 0o + 2km),k € Z onpa ce M u N
nokJsanajy.

Koju ckyn Tayaka y paBHU je 3a4aT jegHaynHoM p = const ?

Koju ckyn Tavaka y paBHu je 3agaT jegHaduHom 6 = const ?



Besa nonaphuux n JekapToBux koopgnHaTta

N3abepumo npasoyrnu [JekapToB KOOPAMHATHM CUCTEM TaKO Aa CE KOPAMHATHN
noYeTak MoKJana ca nosjoM MoJapHOr KooOpAuHaTHor cuctema, oca Ox; ce
noknana ca nonapHom ocom n oca Oxz je HopmanHa Ha Ox; [HaupTajTe
cankyloHaa je Be3a NonapHUX U LEKapTOBUX KOOPANHATA

x; = pcosf, Xp = psinf.

MNpomeHa koopuHaTa y obpaTHOM cmepy je

p= \/x12+x22.

3a nonaphu yrao 6 saxn (ako je x; # 0).

tgd = X
X1

Konukn je nonaphu yrao 6 ako je x; = 07




KoHycHu npeceuu

Heka cy pgaTe npage / n s koje ceky y tadkun O. PoTtaumjom npase / oko npase s
nobuja ce (NpaB KPy>KHM) KOHYC.

MpaBa s Ha3mBa ce oca KoHyca, a npasa / Ha3uBa ce u3sogHuua. Tadka O je
BPX KOHYcCa.

KoHycHu npecek je npecek koHyca K u paehu . LllTa ce moxe BuTu KOHyCHN
Mpecek 3aBUCHO Of MoJoXKaja paBHK?

Ako je O € 2 oHga Taj cny4aj 30BEMO JEreHeprcaH U KOHYCHU MPecek MOXe
6uTn camo jegHa Tauka (tauka O), jegHa npasa (n3BOAHMLA) MK gBE NpaBe
(8Be n3BogHMue)[HaupTajTe canky].

Ako je O ¢ Q un Q L s oHja je KOHYCHU npecek Kpyr.[HaupTajTe canky]

Ako je O ¢ Qun Q [ s oHja Ce KOHYCHM NMPecek Ha3MBa KOHMKA 1 3 HUX BaXKU
cnegeha teopema:



KoHycHu npeceuu

Teopema 4

Heka je gat koHyc K quju je Bpx tayka O u pasan S taksa ga je O ¢ Q n
Q [ s, rge je s oca koHyca. Taga noctoje Ta4ka F v npasa d Taksu ga 3a

cBaky Taqky K € K Baxu
d(F, K)

W = const.




KoHycHu npeceuu

O je Bpx koHyca, ) je paBaH y KOjOj XN KOHYCHU Mpecek,o je cdepa Koja
OOAVPYje KOHYC 1 paBaH ), w je paBaH y KOjOj Nexm Kpyr gogupa cdepe o un
KoHyca, F je poaupHa Tauka cepe o un paHu €, d = Q Nw, K je nponseosbHa
Tayka KOHYCHOT npeceka, A je nogHoxje Hopmane u3s K Ha d, {B} = OK Nw,
C je nogHoxje HopMane n3 K Ha w.

Cdepa o He Mopa BuTK jeMHCTBEHA, YBEK NOCTOjE jefHaNN UK ABe TaKBe
ccbepe, na camum TuM 1 jegHa unu ase moryhiHocTn n3bopa 3a Tauky F un
npasy d.

VcnoB je kiby4aH 3a ersucteHumnjy npaee d, jep je w L s na He Moxxe 6utn

Q|| w.



KoHycHu npeceuu

MocmaTpajre npaeoyrne tpoyrnose AKAC n AKBC. 3ajegHunyka kateta KC
Ce M3paxkaBa Kao

KC = KAsin ZKAC
KC = KB cos ZBKC

Ako nogenumo oBe Age penauuje pobujamo aa je
KB  cos ZBKC

KA sin ZKAC'
Mpumetumo pa yrao ZKAC npeacrassba yrao usmehy pasHn Q n w un He
3aBucn of Tauke K. Cnnyno yrao Z/BKC je jepnak yrny usmely oce koHyca u
jeaHe meroee nseogHuue KB wTo je Takohe koHCcTaHTa n He 3aBucn og K.



KoHycHu npeceuu

Twume je pecHa cTTpaHa jeJHAKOCTN KOHCTaHTa. Ha neBoj cTpaHu npumetute fa
cy KB n KF TaHreHTHe pyxu Ha cdepy o na mopajy butn jegHake gyxure. Ca
Opyre cTpaHe pyXuHa payxu KA npeactaBiba pacTtojarbe Tadke K op npase d u

nobunjamo
KF ,
————— = const.
d(K,d)
KoHncTaHTy k0ja je pobumjeHa y npeTxofHOj TEOpemMu 30BEMO €KCLEHTPULMTET
KOHUNKe 1 obenexaBaMo ca e. Tauyky F 30Bemo Xua, a npaBy d AnpeKTpuca
KOHUIKE.



[NonapHa jegHa4YmMHa KOHYCHUX npeceka

V paBHu ) yBOAMMO NONapHM KOOPAVMHATHM CUCTEM Ymju je non Tadka F, a
noslapHa Oca nmoJsiynpaea ca nod4etkom y F koja je HopmanHa Ha gupektpucy d u
ceye je y Tauknm Q. Heka je P nogHoxje Hopmane n3 K Ha nonapHy
ocy.[Hauprajte cnuky]

Tapa je us npasoyrnor tpoyrna AFKP

FP = FK cosf = pcos@.

V13 npetxogHe Teopeme je FK = p = eKA = ePQ.

Tapa umamo p = FK = eKA = e¢(FQ — FP) = eFQ — epcosf. AKko KOHCTaHTy
eFQ obenexumo ca | nobujamo nonapHy jefgHauMHy KOHYCHMX Npeceka y obamky
p(l+ ecosf) = 1.
I



KaHOHCKa jeflHa4YMHA KOHYCHUX Mpeceka

Veogumo npaeoyrnn [JekapToB KOOPAWHATHN CUCTEM KOME je€ OOpAWMHATHM
noyeTak Tayka F, a x; oca ce noknana ca nonapHom ocom. Besa [lekapToBux u
nonapHUX KOOpAMHaTa je
x; = pcosb, X = psinf.
MNonapHa jegumHa KOHYCHOr npeceka je
p=1—pecosh.

KBagpupareM 1 npenackom Ha AeKkapToBe KoopauHaTe fobuja ce

X12 —|—X22 = (/ - €X1)2;

(1 — e2)x? + 2elx; + x2 = I2.

[uckycnjy HacTaB/bMO No napameTpy e (EKCLEHTPULUTET KOHIKE)



Mpeu cnyyaj 1 — e? £ 0

Ako je 1 — e? # 0 npeTxoaHy jegHaunHy TpaHchOPMULLEMO Y

o, 2l 4 2

X =
M TR T e T 1o

L, e 2+ A N < R
= 1—e2 1-e (1—e2)?2 (1-—e2)?’

TpaHcinpamo koopgnHaTHu cuctem no opmynama

/ el /

X; = X1 + Xy = X2.
! 1—e?
2 2
X1 X2

7 _t—_ =L
@7 T e2)

IZ

Ako yBefileMo O3Hake a’ = ey 4 b? = e 62‘ obujamo jesHaumMHy y obanKy

A S
a2 sgn(l—e?)b?

=1



Ako je 0 < e < 1 pobrjamMo KaHOHCKY jeAHAuYnHy enunce:

2 2
I T
a2 b?

BenuuunHe a n b HaznBamo Benurka OAHOCHO Masia MoJsiyoca enunce.[HaupTajTe
cnuky|

Mpumetumo pa je a > b. Enunca uma pee xuxe Fi»(tea, 0) Ha x;—ocu.
BennunHa ea ce obenexasa ca ¢ n npeacTas/ba pacTojarbe XuxKa Of
KoOpAMHATHOr nodetka (LeHTpa enunce).

c2=a>—p

Ako je b > a Takolje UMaMO eNUNCy, afun He y KAHOHCKOM obnuky. TakBa
enmnca nma xmuse xa x, ocn (3apotupana 3a 90 deg).



Ako je e > 1 pobujamo KaHOHCKY jefHauuMHy xunepbone:
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Bennuunte a n b HasmeaMo peasiHa OAHOCHO MMarmHapHa nojyoca
enunce.[HaupTajTe camnky]

Ennnca nma pee xuxe Fio(+ea, 0) Ha x;—ocu. BennunHa ea ce obenexasa ca
€ 1 NpeacTaB/ba PACTOjatbe XKIKA Of KOOPAMHATHOr nodeTka (ueHTpa
xunepbone).

=22+ b

JeaHnauuHa
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npegcTaesba xunepbony umje cy xuxe Ha xp ocu. AcumnToTe xunepbone cy
npBee xp = j:gxl. Xunepbona n weHa acMmnToTa



Opyru cnyyaj 1 — e? =0

Ako je e = 1 gobujamo
x3 = 1% —2Ix;.
VBOAMMO HOBE KOOpAMHATE

/
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X1 = — X1, Xy = X3.
Koja reomeTtpujcka Tpancgopmauumja je 3agata osum chopmynama?

x2 = 2Ixq.

Mapabona nma TavHO jegHy KuxKy.



TaHnrenTa

Mog kojum ycnosom npaBa t : xo = kx; + N NpeacTaB/ba TAaHMEHTY Ha enuncy?
Heka je envnca pgata y kaHoHCkoM 0bnuKy
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npaBa t je teHa TaHreHTa ako MMa Tayo jeJaH MpPeceK, AaKJ/e aKo pPeLmmo
cucrtem Tpeba ga fobmjemo TayHO jefHO peLuerse
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1 k?\ , 2kn n?
§+§ X1+?X1+ E—l =0.
OunckpumunanTa je D = “k—" —4 ( + Z—z) (’;—z — 1) =0.

Cpehuearsem npetxogHor uspasa gobujamo ycnos gogupa y obnuky
a’k? + b? = n?[pacnuwuTe mehykopake].



TaHnrenTa

V|CTI/IM NOCTYNKOM Kao 3a enuncy gobujamo ycnoe gogupa xunepbone

2
:%—p—l mnpaee t: xp = kx; +n:

2 _p2_ g2
Y cnyuajy napabone x? = 2/x; ycnoe goampa je | = 2kn.

Axo Tauyka M(my, mp) npunaga KOHULM OHAA MOCTOjM Ta4YHO jeAHA TaHreHTa
Koja gogupyje koHuky y M. Hbena jegHaunna je

enunca 4 e =1
xunepbona '";ZXI -2 =1

napabona Mmoxo = I(xg + my)



DokycHa ocobuHa enunce n xunepbone

Teopema 5

Heka je M npou3sBosbHa Tadka enumnce € v Heka cy xuxe F1,F,. Taga je
MF1 + MF2 = 2a.

Heka cy anpekTpuce enunce npase di; u db, n p npaBa HOPMaJHa Ha ANPEKTPUCE
Koja capxu Tauky M. Heka je A; = d; N p, i = 1,2.[HaupTajTe cnuky]
Tapa 3Hamo ga je

MFl + MF2 = e/\/lA1 + el\/IA2 = eAlAg = const.

[a 6y ogpesmnm KOHCTaHTY NOCTaBMTE KOOPAMHATHU CMCTEM TaKO A enunca
Oyne y kaHOHCKOM 00Ky, a 3a Ta4yky M n3abepute jegHy op Tavaka y npeceky
X1 0Ce 1 enunce.



DokycHa ocobuHa enunce n xunepbone

Teopema 6

Heka je M npou3sosmHa Tadka xunepbone £ n Heka cy xvxe F1,F,. Taga je
|MF1 — MF2| = 2a.

[okas je cnmyaH NpeTxonHOM.



DoKycHe 0CObUHe KOHMKA

Teopema 7

CBeT/10CHM 3paK KOju U3BUPE U3 XKVXKE eamnce v ogbuja ce og envnce, npoaasu
KPO3 APYry XXXy eNrce.

CeetsiocHm 3pak koju u3Bupe U3 xuxe xunepbose u ogbuja ce og xunepbose,
(kao ga) nponasu kpo3 gpyry xuxy xunepbose.

Teopema 9

CeetniocHm 3pak koju u3Bupe u3 xuxe napabone n ogbuja ce og napabose,
napanenaH je ocu napabose.

Cnyuaj npabone nma BenuKy npumMeHy y npousBogmu Teneckona, pednekTopa,
daposa, aHTeHa ...



OnTnyke ocobmHe KOHMKA

3pak ce opgbuja 0f KOHMKE TAKO fa yrao usmeljy ynagHor 3paka u TaHreHTe y
OOAMPHO] Tayky jegHak yrny ndmehy ogbojHOr 3paka u TaHreHTe y [OAUPHO]
Taukm.

MNMocmaTtpajmo cnyyaj enunce. Heka je M npounseosbHa Tauyka enunce, t
TaHreHTa Ha enuncy y Tadkm M un Fi, F, xuxe enunce. [a 6u gokasanu
Teopemy 7 Tpba nokasatu ga je Z(FiM,t) = Z(t, ,M).

Heka cy A1 n A pegom nogHoxja Hopmane u3 Fi n Fp Ha t. [HaupTaTe canky]
Tpeba nokazatn ga cy AMF1A; n AMF, A, cnnuvn. Veogumo [ekapTtos
MpaBoyriy KOOPANHATHN CMCTEM TaKO Aa enunca Oyae y KAHOHCKOM OBJNKY.
Tauka M(my, my), F1o(£c,0) n t: M58 4+ T22 — 1. Nyxune gyxu F1A; n
FyA; ce mory nobntm kao pacrojarse xuka og npaee t. [lposepute ga Baxkn
cnegha jegHakocT

MF,  MF,
FAT  RAy




BekTopckun npocTtop
HeduHununmja 4

Ckyn V Ha kome je pecpuHcana onepaumja +: Vx V=V - :RxV = V je
(peanaH) BekTOpCKM NPOCTOP ako 3a ceako u, v € V, , 8 € R Baxn

Q (B.b) je komyTaTuBHa rpyna,
Q a(u+v)=au+av,

Q (a+ pf)u=au+ By,

Q a(fu) = (af)u,

Q lu=u.

HeduHununmja 5

BekTopu vi, Vo, ... vk Cy JInHEApHO HE3ABMCHU AKO j€ JinHeapHa kombuHauwmja
ai1vi + ...Q,Vv, jelHaKa Hyna BEKTOPY aKO 1 CaM akKo je
a1 =y =...=a,=0. Bektopu vi, vo, ... vk Cy IMHEApHO 3aBUCHN aKO HUCY

JINHEAPHO HE3aBUNCHWN.




HeduHununmja 6
Ckyn BekTopa {e1, €, ...€,} je 6a3a BekTOpckor npoctopa V ako je ncnyreHo

Q e1,6,...6, Cy IMHEAPHO HE3ABUCHU,

@ cBakuy BekTOp vV € V Cce MO3exe 3anmcaTu Kao JinHeapHa KOMbuHauuja
6a3HUX BEKTOpa, Tj. V = 1€y + ... Qn€.

Teopema 10

Ako je {e1, e, ...e,} 6a3a BekTopckor npoctopa VoHpga ce csaku BekTop v € V
Ce Mo3exe 3anucaTi Kao JINHeapHa KoMbuHayuja 6a3Hux BEKTOPA Ha jeANHCTEEH
HA4YUnH.

Jedunnunja 7
Bpoj enemeHaTa 6ase ce Ha3MBBa AVMMeH3Mja BEKTOPCKOr MPOCTOpa.

Teopema 11

LHumensuja npoctopa R" je n.




HedurHununmja 8

KaHoHcka 6a3a y R? je 3apata Bektopuma i = (1,0) n j = (0,1).
KaHoHcka 6a3a y R je 3apata Bektopuma i = (1,0,0), j = (0,1,0) n
k = (0,0,1).




