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NEXTp : Conf — Conf i nextp : N — IN

NEXTp(i;r1,...,rk,...,rd,0---)

I 4;n,...,rk+1,...,r4,0--+), i-ta instrukcija u P je R,f | £,
(Loiriy-evylhyevvyfd,0:-4), i-ta instrukcija u P je R, | o, 01 i re =0,
(by;r,...,nc—1,...,rq,0---), i-tainstrukcija u P je R, | o, 41 i ri #0,
(05 r1y e ooy kyeeylgy,00), i-ta instrukcija u P ne postoji.
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NEXTp : Conf — Conf i nextp : N — IN

NEXTp(i;r1,...,rk,...,rd,0---)

I ir,...,re+1,...,ry,0---), i-tainstrukcija u P je R | ¢,
k
Loy Myl kg, 000, i-ta instrukcija u P je R, | 4o, ¢1 i re =0,
k
by, rk—1,...,rg,0---), i-tainstrukcijau P je R, | 4o,f1 i rx #0,
k
(05 r1y e ooy kyeeylgy,00), i-ta instrukcija u P ne postoji.
(i,rl,r2,...,rd,0,0,0,...)»—>p6p{1-~-pcr,d
Conf "% Conf
kéd | J koéd
N ¥ N

nextp (kdd(C)) = kéd(NEXTp (C))
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vaka RIM-izraCunljiva funkcija je parcijaino rekurzivna

NEXTp i nextp

e Ako je u programu P i-ta instrukcija R} | £:

C:I"r]-?"'ark,--- — C:pép{lpl’;k
| NEXTp
C/:£7r17'--ark+1,... — C/:pgpil--.p£k+1...
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NEXTp i nextp

e Ako je u programu P i-ta instrukcija R} | £:
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vaka RIM-izraCunljiva funkcija je parcijaino rekurzivna

NEXTp i nextp

e Ako je u programu P i-ta instrukcija R} | £:
C= i,rl,.

ey lky e — C:pépilp;;k
| NEXTp
C/:£7r17'--ark+1,... — C/:pépil--.p£k+1...

nextp(c) = ¢’ =

¢ /

p(()c)o *Po " Pk

e Ako je u programu P i-ta instrukcija R, | {1,€2 i r # 0O:
C:i,rl,...,rk,...
| NEXTp

/ ! Uy 1 re—1
C=b,n,....n—1,... = ' =pgpi--ps -

[ 1 g
— C:p(’)pll...pkk...
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vaka RIM-izraCunljiva funkcija je parcijaino rekurzivna

NEXTp i nextp

e Ako je u programu P i-ta instrukcija R, | {1,€2 i r, = 0:

H i r
C=i,rn,...;l,... = C=pypy - Py
| NEXTp

14 r
C'=tl,n,....f,... = ' =pgpl---pr--
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NEXTp i nextp
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vaka RM-izracCunljiva funkcija je parcijalno rekurzivna

NEXTp i nextp

e Ako je u programu P i-ta instrukcija R, | {1,€2 i r, = 0:
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vaka RIM-izraCunljiva funkcija je parcijaino rekurzivna

nextp

Za svaki RM-program P funkcija nextp : IN — IN

( c . .
9 Py Pk, (c)o-tains. u P je R;r | ¢,
Po
c . o .
T-pél, (c)o-tains. uP je R, [ 41,421 (c)k =0,
nextp(c) = ¢ Po 7Pk ’ , L _
CIE (c)o-tains. uP je R, [ 41,421 (c)k #0,
Po c . ..
0 (c)o-ta ins. u PP ne postoji.
Po

je primitivno rekurzivna.
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Primer: nextp

1. Ry 3,2

P2 Rl
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vaka RIVI-izracunljiva funkcija je parcijalno rekurzivna

Primer: nextp

b. { 1. Ry 3,2

2. Rf|1
( C 2
o _ Po (c)o=1A(c)2 #0,
Po C‘PQ
ng),? (C)OZ]_/\(C)ZZO,
nextp(c) = Po L
O Po * P1, (C)O =2,
Po
c
5 (C)o—O\/(C)0>2
b
2-g, (c)o=1A(c)2#0,
22.¢, (c)o=1A(c)2=0,
B 3 %7 (C)O = 27
c
[ 2@ (c)o=0V(c)o>2
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vaka RIM-izraCunljiva funkcija je parcijaino rekurzivna

RM-izracunljivost i parcijalna rekurzivnost

Teorema

Svaka RM-izra&unljiva funkcija je parcijalno rekurzivna. J

Dokaz. Neka je f proizvoljna k-arna RM-izralunljiva funkcija i P neki
RM-program koji izraunava f.

(Matematicki fakultet, Beograd March 19, 2018 9/17



vaka RIM-izraCunljiva funkcija je parcijaino rekurzivna

RM-izracunljivost i parcijalna rekurzivnost

Teorema

Svaka RM-izra&unljiva funkcija je parcijalno rekurzivna. J

Dokaz. Neka je f proizvoljna k-arna RM-izralunljiva funkcija i P neki
RM-program koji izraunava f.

Funkcija Compp : Nf1 — IN,

Compp(X,t) = kéd konfiguracije koja se dostiZe posle

t koraka izraunavanja programa P za ulaz X,
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Funkcija Compp : Nf1 — IN,

Compp(X,t) = kéd konfiguracije koja se dostiZe posle
t koraka izraunavanja programa P za ulaz X,
je primitivno rekurzivna.
Funkcija
X — Haltp(X) = ut ((Compp(X,t)), =0).
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vaka RIM-izraCunljiva funkcija je parcijaino rekurzivna

RM-izracunljivost i parcijalna rekurzivnost

Teorema

Svaka RM-izra&unljiva funkcija je parcijalno rekurzivna.

Dokaz. Neka je f proizvoljna k-arna RM-izralunljiva funkcija i P neki
RM-program koji izraunava f.

Funkcija Compp : Nf1 — IN,

Compp(X,t) = kéd konfiguracije koja se dostiZe posle
t koraka izraunavanja programa P za ulaz X,
je primitivno rekurzivna.
Funkcija
X — Haltp(X) = ut ((Compp(X,t)), =0).
je parcijalno rekurzivna.
f(X) = (Compp(X,Haltp(X))),
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vaka RIM-izraCunljiva funkcija je parcijaino rekurzivna

Dve posledice prethodne teoreme

Posledica
Funkcija je RM-izracunljiva akko je parcijalno rekurzivna.

Posledica
Svaka parcijalno rekurzivna funkcija moZe se definisati kombinatorom u
kome se pojavljuje najviSe jedna neograni¢ena minimizacija.

(Matematicki fakultet, Beograd March 19, 2018 10 / 17



Pregled predavanja

© WHILE-programi

(Matematicki fakultet, Beograd March 19, 2018 11 /17



WHILE-programi

Primitivne rekurzija i minimizacija
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VWHILE-programi

while-program

while-programe definiSemo induktivno:
@ Ry :=Rk+1 je while-program dubine 0 (za bilo koje k > 1);
@ Ry :=Rk =1 je while-program dubine 0 (za bilo koje k > 1);
@ ako su Wy i W5 while-programi redom dubina n; i np, onda je i
(W1; W3) while-program dubine max{ny,ny};
@ ako je W while-program dubine n, onda je i (while Rx # 0 do W)
while-program dubine n+1 (za bilo koje k > 1).
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VWHILE-programi

while-program

while-programe definiSemo induktivno:
@ Ry :=Rk+1 je while-program dubine 0 (za bilo koje k > 1);
@ Ry := Ry =1 je while-program dubine 0 (za bilo koje k > 1);
@ ako su Wy i W5 while-programi redom dubina n; i np, onda je i
(W1; W3) while-program dubine max{ny,ny};
@ ako je W while-program dubine n, onda je i (while Rx # 0 do W)
while-program dubine n+1 (za bilo koje k > 1).
Parcijalna k-arna funkcija f je while-izra€unljiva ako postoji
while-program W takav da za sve X € IN¥ va¥i:
@ ako X € dom(f), onda se izvrSavanje programa W za ulaz X zaustavlja
i sadrzaj prvog registra u zavr¥noj konfiguraciji je f(X);
@ ako X ¢ dom(f), onda se izvrSavanje programa W za ulaz X ne
zaustavlja.
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WHILE-programi

Primer

Sabiranje + : IN?> — N je while-izratunljiva funkcija:

(while Ry #0do (R; :=R; +1; Ry :=Ry = 1))
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WHILE-programi

Primer

Sabiranje + : IN?> — N je while-izratunljiva funkcija:
(while Ry #0do (R; :=R; +1; Ry :=Ry = 1))
Prazna funkcija je while-izracunljiva:

(Rl =R;+1; (while Rq 75 0doR;:=R;+ 1))
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WHILE-programi

Primer

Sabiranje + : IN?> — N je while-izratunljiva funkcija:

(while Ry #0do (R; :=R; +1; Ry :=Ry = 1))

Prazna funkcija je while-izracunljiva:

(Rl =R;+1; (while Rq 75 0doR;:=R;+ 1))

ZADATAK. Sve parcijalno rekurzivne funkcije su while-izralunljive.
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WHILE-programi

Primer

Sabiranje + : IN?> — N je while-izratunljiva funkcija:

(while Ry #0do (R; :=R; +1; Ry :=Ry = 1))
Prazna funkcija je while-izracunljiva:

(Ry:=R1+1; (whileR;y #0do R; :=R; +1))

ZADATAK. Sve parcijalno rekurzivne funkcije su while-izralunljive.

ZADATAK. Svaki while-program moZe se simulirati nekim RM-programom.
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WHILE-programi

for-program

for-programe definisemo induktivno:
@ Ry :=Ri+1 je for-program dubine 0;
@ Ry : =Ry =1 je for-program dubine 0;
@ ako su Fy i [Fy for-programi redom dubina ny i ny, onda je i (IFq;F>)
for-program dubine max{ny,n>};
@ ako je IF for-program dubine n i Ry registar koji se ne pominje u F,
onda je (for Ry doIF) for-program dubine n+1.
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WHILE-programi

for-program

Teorema
Funkcija je for-izraCunljiva akko je primitivno rekurzivna. }
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for-program

Teorema
Funkcija je for-izraCunljiva akko je primitivno rekurzivna. }

DoKkAz — matemati¢kom indukcijom po dubini for-programa.

(Matematicki fakultet, Beograd March 19, 2018 16 / 17



WHILE-programi

for-program

Teorema

Funkcija je for-izraCunljiva akko je primitivno rekurzivna. }

DoKkAz — matemati¢kom indukcijom po dubini for-programa.

Induktivna pretpostavka: tvrdjenje je tatno za sve for-programe dubine n.
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WHILE-programi

for-program

Teorema

Funkcija je for-izraCunljiva akko je primitivno rekurzivna. J

DoOKAZ — matemati¢kom indukcijom po dubini for-programa.
Induktivna pretpostavka: tvrdjenje je tatno za sve for-programe dubine n.

Neka je F oblika (for R¢y1 do F’), za neki for-program F’ dubine n u kome
se pominju samo registri Ry,...,R.
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WHILE-programi

for-program

Teorema

Funkcija je for-izraCunljiva akko je primitivno rekurzivna. J

DoOKAZ — matemati¢kom indukcijom po dubini for-programa.
Induktivna pretpostavka: tvrdjenje je tatno za sve for-programe dubine n.

Neka je F oblika (for R¢y1 do F’), za neki for-program F’ dubine n u kome
se pominju samo registri Ry,...,R.

Postoje primitivno rekurzivne funkcije gi,...,g, takve da:
gi(x1,...,xx) = sadrzaj registra R; nakon izvr§avanja
programa I’ za potetnu konfiguraciju (xi,...,Xk).
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WHILE-programi

... dokaz

Za svako i € {1,...,n} neka je fi(x1,...,Xn,y) sadrzaj registra R; nakon
izvr§avanja programa [’ ta&no y puta.
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WHILE-programi

... dokaz

Za svako i € {1,...,n} neka je fi(x1,...,Xn,y) sadrzaj registra R; nakon
izvr§avanja programa [’ ta&no y puta.

f(xt,..-s%n,0) = x1,

fa(x1,...,Xn,0) = Xp,
fl(Xla"'axnay+1) :gl(fl(xla'"aXnay)v'--vfn(Xla"'vxm)/))a

fa(xt,. .o xn, Yy +1) = gn(f(x1,- . s Xy Y), ooy Fn(X1, .o X0, ¥))-
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WHILE-programi

... dokaz

Za svako i € {1,...,n} neka je fi(x1,...,Xn,y) sadrzaj registra R; nakon
izvr§avanja programa [’ ta&no y puta.

f(xt,..-s%n,0) = x1,

fa(x1,...,Xn,0) = Xp,
fl(Xla"'>Xn7y+1) :gl(fl(xla'"aXnay)v'--vfn(Xla"'vxm)/))a

fa(xt,. .o xn, Yy +1) = gn(f(x1,- . s Xy Y), ooy Fn(X1, .o X0, ¥))-

Skup primitivno rekurzivnih funkcija zatvoren je za definicije simultanom
rekurzijom.
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