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Pregled predavanja
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Primitivno rekurzivne funkcije

Definicija
Skup primitivno rekurzivnih funkcija je najmanji skup u smislu inkluzije

koji sadrzi osnovne funkcije (nula-funkciju, funkciju sledbenika i projekcije)
i zatvoren je za supstituciju i primitivnu rekurziju.

MapuujanHe yHKUMje

ToTanHe dyHKUnje

RM-uspauyHrbrge dyHKumje
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-
Podsecanje

(prl) Za proizvoljne k > 1 i m e N, konstantna k-arna funkcija
my : INK — IN, my(X) = m jeste primitivno rekurzivna.

(pr2) Sabiranje, mnoZenje i stepenovanje jesu primitivno rekurzivne
funkcije.

Ako su g1,...,8m : INK — IN primitivno rekurzivne funkcije, onda su
primitivno rekurzivne i funkcije X — Y7 ; gi(X) i X — [17; &i(X).

(pr3) Ako su f,g : INKT1 — IN primitivno rekurzivne funkcije, onda su
takve i (X,y)— Y f(X,2)i(Xy)— II f(X z2).
z<g(Xy) z<g(Xy)
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-
Pomoéno tvrdjenje

Teorema

(1) Ako je g € IN proizvoljna konstanta i h: IN?> — IN primitivno rekurzivna
funkcija, onda je i funkcija f : IN — IN data sa:

f(0) =g,

G (s(x)) = hix. F(0)),

takodje primitivno rekurzivna.
(2) Ako je g € IN proizvoljna konstanta i h binarna parcijalno rekurzivna
funkcija, onda je i unarna funkcija f data sa:

‘()
F(s(

takodje parcijalno rekurzivna.

) hxsF()),

v
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-
Faktorijel

Teorema
(1) Ako je g € IN proizvoljna konstanta i h: IN?> — IN primitivno rekurzivna
funkcija, onda je i funkcija f : IN — IN data sa:
f(0)=g,
I H(s() = i, F(x),

takodje primitivno rekurzivna.

Funkcija f je dobijena primitivnom rekurzijom konstante g i binarne
funkcije h; f = Recl(g,h).
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Faktorijel

Teorema

(1) Ako je g € IN proizvoljna konstanta i h: IN?> — IN primitivno rekurzivna
funkcija, onda je i funkcija f : IN — IN data sa:

(%) f(0)=g,
f(s(x)) = h(x, f(x)),

takodje primitivno rekurzivna.

Funkcija f je dobijena primitivnom rekurzijom konstante g i binarne
funkcije h; f = Recl(g,h).

(prd) Faktorijel je primitivo rekurzivna funkcija:
ol=1,
(s(x))! =x!-s(x);
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Faktorijel

Teorema

(1) Ako je g € IN proizvoljna konstanta i h: IN?> — IN primitivno rekurzivna
funkcija, onda je i funkcija f : IN — IN data sa:

(%) f(0)=g,
f(s(x)) = h(x, f(x)),

takodje primitivno rekurzivna.

Funkcija f je dobijena primitivnom rekurzijom konstante g i binarne
funkcije h; f = Recl(g,h).

(prd) Faktorijel je primitivo rekurzivna funkcija:
ol=1,
(s(x))! =x!-s(x);
! =Rec' (1, Sup3(;; M3, Sup(s: M13)))
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Prethodnik, monus

(pr5) Prethodnik je primitivno rekurzivna funkcija:

0,
= X.

pd:IN—IN | pd(0) =
pd(s(x))

Umesto pd(x) pisemo x — 1.
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Prethodnik, monus

(pr5) Prethodnik je primitivno rekurzivna funkcija:

pd: N — IN | pd(0) =0,
pd(s(x)) = x.

Umesto pd(x) pisemo x — 1.

(pr6) Monus je primitivno rekurzivna funkcija:

~:IN> 5 IN | x=0=x,

x=s(y) =pd(x - y).
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Primitivno rekurzivne relacije

Definicija
Skup R C IN¥ (k-arna relacija skupa IN) je primitivno rekurzivan(-na) ako
je takva odgovarajuca karakteristi¢na funkcija xr : INK — IN,

1, XeR,

"R(?‘):{ 0, X¢R.
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Primitivno rekurzivne relacije

Definicija
Skup R C IN¥ (k-arna relacija skupa IN) je primitivno rekurzivan(-na) ako
je takva odgovarajuca karakteristi¢na funkcija xr : INK — IN,

1, XeR,

""’(?‘):{ 0, X¢R.

(pr8) Skupovi INT i {0} jesu primitivno rekurzivni: Y+ nazivamo
funkcija znaka i oznatavamo sg: IN — IN, a x(o) nazivamo funkcija
obrnutog znaka i oznacavamo sg: IN — IN.

sg(0) =0,
sg(s(x)) =1,

sg(0) =1,
sg(s(x)) =0.

MatematiZki fakultet, Beograd March 17, 2018 8 /24



Primitivno rekurzivne relacije

(pr9) Uredjenja < i > su primitivno rekurzivne relacije.
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Primitivno rekurzivne relacije

(pr9) Uredjenja < i > su primitivno rekurzivne relacije.

2<(x,y) =5g8(x = y) i x=(x,y) =35g(y ~ x).

MatematiZki fakultet, Beograd March 17, 2018 9 /24



Primitivno rekurzivne relacije
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Primitivno rekurzivne relacije

(pr9) Uredjenja < i > su primitivno rekurzivne relacije.
x<(x,y) =3g(x = y) i x=(x,y) =3g(y = x).
Stroga uredjenja < i > su takodje primitivno rekurzivne relacije:

X<(X7y) = 1;X>(X7Y) [ X>(X:Y) = 1;X<(X,y).

9/ 24
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Primitivno rekurzivne relacije

(pr9) Uredjenja < i > su primitivno rekurzivne relacije.

x<(x,y) =3g(x = y) i x=(x,y) =3g(y = x).

Stroga uredjenja < i > su takodje primitivno rekurzivne relacije:
x<(y) =1=x=(xy) i 2 (x,y) =1=2<(xy).

(pr10) Jednakost i razli€itost su primitivno rekurzivne relacije:
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Primitivno rekurzivne relacije

(pr9) Uredjenja < i > su primitivno rekurzivne relacije.

x<(x,y) =3g(x = y) i x=(x,y) =3g(y = x).

Stroga uredjenja < i > su takodje primitivno rekurzivne relacije:
x<(y) =1=x=(xy) i 2 (x,y) =1=2<(xy).

(pr10) Jednakost i razli€itost su primitivno rekurzivne relacije:

x=(X7Y) = Xg(XJ/) 'x>(X7Y) [ %#(XJ/) =1 ;X=(X»Y)-
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Bulove operacije i ograni¢ena kvantifikacija

Lema

(1) Komplement primitivno rekurzivnog skupa je primitivno rekurzivan
skup: ako je R C IN¥ primitivno rekurzivan skup, onda je primitivno
rekurzivan i skup RC = INK\ R.

v
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Bulove operacije i ograni¢ena kvantifikacija

Lema

(1) Komplement primitivno rekurzivnog skupa je primitivno rekurzivan
skup: ako je R C IN¥ primitivno rekurzivan skup, onda je primitivno
rekurzivan i skup RC = INK\ R.

DOKAZ: xge(X) =1+ xr(X)

v
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Bulove operacije i ograni¢ena kvantifikacija

Lema

(1) Komplement primitivno rekurzivnog skupa je primitivno rekurzivan
skup: ako je R C IN¥ primitivno rekurzivan skup, onda je primitivno
rekurzivan i skup RC = INK\ R.

DOKAZ: xge(X) =1+ xr(X)

(2) Unija i presek primitivno rekurzivnih skupova (iste duZine) jesu
primitivno rekurzivni skupovi: ako su P, Q C INK primitivno rekurzivni
skupovi, onda su primitivno rekurzivni i skupovi PN Q@ i PUQ.

v
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Bulove operacije i ograni¢ena kvantifikacija

Lema

(1) Komplement primitivno rekurzivnog skupa je primitivno rekurzivan
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DOKAZ: xpng(X) = xp(X)- 20(X); PUQ = (PN Q%)®
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Bulove operacije i ograni¢ena kvantifikacija

Lema

(1) Komplement primitivno rekurzivnog skupa je primitivno rekurzivan
skup: ako je R C IN¥ primitivno rekurzivan skup, onda je primitivno
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(2) Unija i presek primitivno rekurzivnih skupova (iste duZine) jesu
primitivno rekurzivni skupovi: ako su P, Q C INK primitivno rekurzivni
skupovi, onda su primitivno rekurzivni i skupovi PN Qi PUQ.

DOKAZ: xpng(X) = xp(X)- 20(X); PUQ = (PN Q%)F

(3) [Ogranitena kvantifikacija.] Ako je R € IN“*! primitivno rekurzivna
relacija, onda su primitivno rekurzivne i relacije U, E C INk*1 date sa:

UR,y) & (V2<y)R(Z,2) i E(%y) & (3z<y)R(%,2).

v
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Bulove operacije i ograni¢ena kvantifikacija

Lema

(1) Komplement primitivno rekurzivnog skupa je primitivno rekurzivan
skup: ako je R C IN¥ primitivno rekurzivan skup, onda je primitivno
rekurzivan i skup Rt = INK\ R.

DOKAZ: xge(X) =1+ xr(X)

(2) Unija i presek primitivno rekurzivnih skupova (iste duZine) jesu
primitivno rekurzivni skupovi: ako su P, Q C INK primitivno rekurzivni
skupovi, onda su primitivno rekurzivni i skupovi PN Qi PUQ.
DOKAZ: xpng(X) = xp(X)- 20(X); PUQ = (PN Q%)F

(3) [Ogranitena kvantifikacija.] Ako je R € IN“*! primitivno rekurzivna
relacija, onda su primitivno rekurzivne i reIacije U, E C N**! date sa:

UG.y) & (72 <y)R(.2) | E(%y) & (B2 < y)R(E,2).
Dokaz: zu(%.y) = T1 2r(%.2); 2e(%.y) = se ( ¥ 2(%.2)

zy zy

v
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Definicija po slu¢ajevima

Lema

Ako su fi,...,fn: INK — IN primitivno rekurzivne funkcije, i
Ri,...,Rm C INK primitivno rekurzivne relacije, takve da je RinN R; =0,
i#jiUm", R, =Nk onda je funkcija f : N¥ — N,

f(X), ako je Ri(X),

fm(X), ako je Rn(X),

primitivno rekurzivna.
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Ako su fi,...,fn: INK — IN primitivno rekurzivne funkcije, i
Ri,...,Rm C INK primitivno rekurzivne relacije, takve da je RinN R; =0,
i#jiUm", R, =Nk onda je funkcija f : N¥ — N,

f(X), ako je Ri(X),

fm(X), ako je Rn(X),

primitivno rekurzivna.

DokAz: f(X)= E (fi(X) - xr,(X))

i=1
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Ograni¢ena minimizacija

Lema

Ako je f : INKt1 5 IN primitivno rekurzivna funkcija, onda je i funkcija
M : Nk 5 N,

u, u<y,f(X,u)=0i
M(X,y) = (nz < y)(f(X,z) =0) = (Vv <u)f(X,v) #0,
y, Inace,

primitivno rekurzivna.
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Ograni¢ena minimizacija

Lema

Ako je f : INKt1 5 IN primitivno rekurzivna funkcija, onda je i funkcija
M : Nk 5 N,

M(X,y) = (uz <y)(f(X,z) =0) =

primitivno rekurzivna.

M(X,4) = sg(f(%,0))+
+sg(f(X,0))sg(f (X, 1))+
+sg(f(%,0))se(f(%,1))sg(f(X,2))
+sg(F(%,0))se(f(X,1))sg(f(X,2))sg(f(X,3))
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Ograni¢ena minimizacija

Lema

Ako je f : INKt1 5 IN primitivno rekurzivna funkcija, onda je i funkcija
M :INK+1 5 N,

u, u<y,f(X,u)=0i
M(%,y) = (uz <y)(f(X,2) = 0) = (Vv <u)f(X,v) #0,
y, inace,

primitivno rekurzivna.

Dokaz: M(%,y)= Y TI sg(f(%,u))

v<y u<sv
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Ograni¢ena minimizacija

Posledica

Ako su f,g : INKT1 — IN primitivno rekurzivne funkcije, onda je i
(X,y) = (nz < g(X,y))(f(X,z) = 0) primitivno rekurzivna funkcija.
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Ograni¢ena minimizacija

Posledica

Ako su f,g : INKT1 — IN primitivno rekurzivne funkcije, onda je i
(X,y) = (nz < g(X,y))(f(X,z) = 0) primitivno rekurzivna funkcija.

Posledica

Ako je R C INK+1 primitivno rekurzivna relacija, onda je i funkcija

(%.y) = (1z < g(Z,y))R(%,2) € (uz < g(%,y))(Xge(%,2) = 0)

primitivno rekurzivna.
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Koli¢nik, ostatak, deljivost, prosti brojevi

(prll) Koli¢nik, uz dogovor da je [%} =0, jeste primitivno rekurzivna
funkcija:

y

L] =se) (k< )y < (k+1)x).
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Koli¢nik, ostatak, deljivost, prosti brojevi
(prll) Koli¢nik, uz dogovor da je [%} =0, jeste primitivno rekurzivna
funkcija:

m =sg(x) - (uk < y)(y < (k+1)x).

(pr12) Ostatak, uz dogovor da je rm(0,y) =y, jeste primitivno rekurzivna
funkcija: rm(x,y) =y — <[X] ~x>.
X

Matematicki fakultet, Beograd March 17, 2018 15 / 24



Koli¢nik, ostatak, deljivost, prosti brojevi

(prll) Koli¢nik, uz dogovor da je [%} =0, jeste primitivno rekurzivna
funkcija:

m =sg(x) - (uk < y)(y <(k+1)x).

(pr12) Ostatak, uz dogovor da je rm(0,y) =y, jeste primitivno rekurzivna
funkcija: rm(x,y) =y — <[X] ~x>.
X
(pr13) Deljivost je primitivno rekurzivna relacija, jer vazi
X/ (x,y) =sg(rm(x,y)). Umesto y| pisemo div.
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Koli¢nik, ostatak, deljivost, prosti brojevi

(prll) Koli¢nik, uz dogovor da je [%} =0, jeste primitivno rekurzivna
funkcija:

H =sg(x) - (uk < y)(y < (k+1)x).

(pr12) Ostatak, uz dogovor da je rm(0,y) =y, jeste primitivno rekurzivna
funkcija: rm(x,y) =y — <[§] ~x>.

(pr13) Deljivost je primitivno rekurzivna relacija, jer vazi

X/ (x,y) =sg(rm(x,y)). Umesto y| pisemo div.

(pr14) Skup prostih brojeva P ={2,3,5,7,11,...} je primitivno
rekurzivan:

P(x) & x22A(Vy <x)(y |x=y=1Vy=x).
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Rastavljanje na proste Cinioce

(pr15) Niz prostih brojeva je primitivno rekurzivan, jer je funkcija
p:IN— 1N,

p(x) = px = (x +1)-i prost broj,

primitivno rekurzivna:

Po = 27
Px+1=(Hy < p! +1)(P(y) Ay > px).
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Rastavljanje na proste Cinioce

(pr15) Niz prostih brojeva je primitivno rekurzivan, jer je funkcija
p:IN— 1N,

p(x) = px = (x +1)-i prost broj,

primitivno rekurzivna:

po =2,
Px+1=(Hy < p! +1)(P(y) Ay > px).

(pr16) Rastavljanje na proste &inioce: Funkcija

(x.y) = (V)x = (k < y)(pE |y A=(pET | y))

je primitivno rekurzivna.

(y)x Je izloZilac prostog broja pyx u kanonskoj reprezentaciji broja y‘
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Kodiranje parova

1-1
(pr19) Kodiranje parova prirodnih brojeva, (-,-) : N2 7 IN,
<X1,X2> = 2X1(2X2 + 1) -1,

jeste primitivno rekurzivna funkcija.

Inverzna funkcija (-,-)~! odredjena je primitivno rekurzivnim funkcijama
(91,()2 : N—=N,

zéjr_ll)o —1
(x)1=(x+1)o, (x)2= | x € IN.
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Fibonacijev niz

ZADATAK. Funkcija F:IN — NN,

F(0)=F(1) =1,
F(n+2)=F(n+1)+F(n),n>0;

jeste primitivno rekurzivna.
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Simultana rekurzija

Teorema simultane rekurzije

Ako su gi,...,8m:INK - INi hy,... hy: NP 5 N primitivno
rekurzivne funkcije, onda su jednakostima

( ﬂ()_f,O) = gl()_é)7

(*) fm()_f,O) = gm()_e)a
ﬂ()?ay+1) = hl()?vyafi()?ay)a"'vfm()_evy))7

\ fm()_e7y+ ]-) = hm()?ay7 fl(;(';}’)a . '7fm()_e’y))7

na jedinstven na&in odredjene funkcije fi,..., fm : INKT1 — IN koje su
primitivno rekurzivne.

Matematicki fakultet, Beograd March 17, 2018 19 / 24



lteracija

Iteracija je operator koji definiS$emo samo za unarne funkcije. Ako je

f :IN — IN primitivno rekurzivna funkcija, onda je i funkcija F: IN> — IN
data sa

F(x,0) = x,
F(x,y+1) = f(F(x,y)),

primitivno rekurzivna.
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lteracija

Iteracija je operator koji definiS$emo samo za unarne funkcije. Ako je

f :IN — IN primitivno rekurzivna funkcija, onda je i funkcija F: IN> — IN
data sa

F(x,0) = x,
Fx,y+1) = f(F(x,y)),
primitivno rekurzivna.
Umesto F(x,y) pise se f¥(x):
FO(x) = x,
fYHi(x) = f(F’(x)).
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-
lteracija

Teorema

Skup primitivno rekurzivnih funkcija je najmanji skup funkcija koji sadrZi
osnovne funkcije i (bilo koje primitivno rekurzivne) funkcije (-,-), {(-)1 1 ()2
(koje omogucavaju kodiranje parova prirodnih brojeva) i zatvoren je za
supstituciju i iteraciju (naravno, unarnih funkcija).
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Binarna reprezentacija broja

oo ,
Svaki x € IN ima jedinstven prikaz oblika x = Y ¢;,2', ¢; € {0,1}.
i=0

Dvostruko indeksirani niz (cj ) jeste zapravo jedna primitivno rekurzivna
funkcija ¢ : INx IN — {0,1}, ¢(i,x) =mm(2, [%]).

NAPOMENA. c(i,x) =0 za i > x, jer za svako m vazi m < 2™,
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Binarna reprezentacija broja

oo ,
Svaki x € IN ima jedinstven prikaz oblika x = Y ¢;,2', ¢; € {0,1}.
i=0

Dvostruko indeksirani niz (cj ) jeste zapravo jedna primitivno rekurzivna
funkcija ¢ : INx IN — {0,1}, ¢(i,x) =mm(2, [%]).

NAPOMENA. c(i,x) =0 za i > x, jer za svako m vazi m < 2™,
Ako je x > 0, onda postoji jedinstveni prikaz oblika

(%) x=2P 40202y obk 0<h <y <. < b k>1.
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Binarna reprezentacija broja
Ako je x > 0, onda postoji jedinstveni prikaz oblika

(%) x=2bryob g0k o<k <y <. <bk>1.

Primitivno rekurzivne funkcije su:

k u prikazu (%), x>0
lh(X):{ 0 ) X:o}

= Zc(i,x)

i<x
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Binarna reprezentacija broja

Ako je x > 0, onda postoji jedinstveni prikaz oblika

(%) x=2bryob g0k o<k <y <. <bk>1.

Primitivno rekurzivne funkcije su:

k u prikazu (%), x>0
0 = { Ry

0 = Zc(i,x)
’ i<x
. | bj uprikazu (%), x>0i1<i<Ih(x),
b(i,x) = { 0, inade,
B (/.Lk<x)<2c(j,x):i>, x>0i1<i<Ih(x),
- i<k
0, inace.
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Kodiranje kona¢nih nizova

[()] =0 (Ké&d praznog niza je 0)

X100y x] = 270 4 2Pty etk

= (10...01...10...0),
— ~—~—

Xk nula x1 nula
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Kodiranje kona¢nih nizova

[()] =0 (Ké&d praznog niza je 0)

(Xl, o ,Xk-| =X L 2X1+X2+1 N 2X1+X2+"'+Xk+k—1

= (10...01...10...0),

Xk nula x1 nula

Primitivno rekurzivne funkcije su:

Ih(x) = duZina niza &iji je kod x
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Kodiranje kona¢nih nizova

[()] =0 (Ké&d praznog niza je 0)
(Xl, ... ,Xk-| =2% 4 oxitxe+l 4t ox1txo X k—1

= (10...01...10...0),

Xk nula x1 nula

Primitivno rekurzivne funkcije su:
Ih(x) = duZina niza &iji je kod x
. i-ti ¢lan niza &iji je kéd x, x> 0,1 < i <1h(x),
(0 1xi = { il > ()
, inale.

[ b(i,x) = (b(i=1,x)+1), x>0,1<i<Ih(x),
N 0, inale.
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Kodiranje kona¢nih nizova

[()] =0 (Ké&d praznog niza je 0)

(Xl,-~-,Xk-| — X _|_2X1+X2+1_‘__“_|_2X1+X2+-~+Xk+k—1

= (10...01...10...0),
— ~—~—

Xk nula x1 nula

Primitivno rekurzivne funkcije su:

Ih(x) = duZina niza &iji je kod x
. i-ti €lan niza &iji je kéd x, x>0,1<i<Ih(x),
(0 1xi = { il - )
, inace.
b(i,x)=(b(i=1,x)+1), x>0,1<i<Ih(x),
0, inace.

Ako je x >0, onda je x = [[x]1,---, [X] () |-
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Princip totalne rekurzije

Ako je f: INK1 — IN proizvoljna funkcija, funkcija f : INK+1 — IN
definisana sa

~

f(X,y)=1f(X,y),...,f(X,0)]

naziva se istorija funkcije f.
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Princip totalne rekurzije

Ako je f: INK1 — IN proizvoljna funkcija, funkcija f : INK+1 — IN
definisana sa

~

f(X,y)=1[f(X,y),...,f(X,0)]
naziva se istorija funkcije f.
Teorema

Ako su g : INK 5 IN i h: INk*2 — IN primitivno rekurzivne funkcije, onda je
primitivno rekurzivna i funkcija f : IN¥*1 — IN definisana sa:

f()_f,O):g()_f), N
f(X,y+1)=h(X,y.f(X,y))
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