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RM-izracCunljive funkcije

W, o)

Svaki RM-program PP za svako k > 1 odredjuje podskup od IN¥:
W = {(xa, . ) € NF | P(x, . oxe) 1,
i funkeiju @l : W SN,

(pﬂgk)(?() = sadrZaju registra Ry u zavr$noj konfiguraciji

izratunavanja programa P za ulaz X.
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RM-izracCunljive funkcije

W, o)

Svaki RM-program PP za svako k > 1 odredjuje podskup od IN¥:
W = {(xa, . ) € NF | P(x, . oxe) 1,
i funkeiju @l : W SN,

(pﬂgk)(?() = sadrZaju registra Ry u zavr$noj konfiguraciji

izratunavanja programa P za ulaz X.

NAPOMENA. Kada posmatramo unarnu funkciju koju izracunava neki

program PP, umesto (plg)l) pisemo @p.
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RM-izracCunljive funkcije

Primer

Program P: 1.R; 3,2 2.Ry | 2,1, za k > 2, izratunava

parcijalnu funkciju (parcijalno oduzimanje) P @
(k) _ ) xi—x, x12Xx,

Pp (X1,X2,~-,Xk)—{ N X1 < %,

Isti program izratunava i totalnu (unarnu) funkciju @.
¢p(x) = x (identi¢ko preslikavanje).
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RM-izracCunljive funkcije

Parcijalne funkcije

Funkciju @ : D — IN, gde je D C IN¥, naziva se k-arna parcijalna funkcija;
kada je D = IN¥ kazemo da je ¢ totalna funkcija.
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RM-izraCunljive funkcije

Parcijalne funkcije

Funkciju @ : D — IN, gde je D C IN¥, naziva se k-arna parcijalna funkcija;
kada je D = IN¥ kazemo da je ¢ totalna funkcija.

Posebno, i prazan skup smatramo parcijalnom funkcijom i nazivamo je
prazna funkcija. Domen prazne funkcije je prazan skup, i kako je @ C N¥,
za svako k > 1, praznu funkciju mozemo zamisljati kao funkciju bilo koje

duZine.
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RM-izraCunljive funkcije

Parcijalne funkcije

Funkciju @ : D — IN, gde je D C IN¥, naziva se k-arna parcijalna funkcija;
kada je D = IN¥ kazemo da je ¢ totalna funkcija.

Posebno, i prazan skup smatramo parcijalnom funkcijom i nazivamo je
prazna funkcija. Domen prazne funkcije je prazan skup, i kako je @ C N¥,
za svako k > 1, praznu funkciju mozemo zamisljati kao funkciju bilo koje

duZine.
OZNAKE:
dom((¥) je domen k-arna parcijalna funkcije ¢;
¢(X) | oznatava da X € dom(¢);
¢(X) Ly znati da @(X) | Ap(X) =
ran(9) = {9M(%) | 9(%) 1};
©(X) 1 oznatava da X ¢ dom(9);
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RM-izracCunljive funkcije

Jednakost parcijalnih funkcija

Ako su ¢ i y dve parcijalne funkcije iste du¥ine k, za proizvoljno X € INk,
formula @(X) ~ y(X) znati:
o ili obe vrednosti @(X) i y(X) nisu definisane (tj. @(X) 1 i y(X)1)
o ili su obe vrednosti ¢(X) i y(X) definisane i jednake (tj. ¢(X) |,
v(X) L i e(X) = (X))

Matematicki fakultet, Beograd March 11, 2018 7 /30



RM-izraCunljive funkcije

Jednakost parcijalnih funkcija

Ako su ¢ i y dve parcijalne funkcije iste du¥ine k, za proizvoljno X € INk,
formula @(X) ~ y(X) znati:

o ili obe vrednosti @(X) i y(X) nisu definisane (tj. @(X) 1 i y(X)1)

o ili su obe vrednosti ¢(X) i y(X) definisane i jednake (tj. ¢(X) |,
v(X) L i e(X) = (X))

Funkcije @ i v su jednake ako imaju isti domen i jednake vrednosti za sve
argumenate (iz zajednitkog) domena:

o=y & VR(p(%) ~ y(%)).
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RM-izraunljiva funkcija
Definicija

Parcijalna k-arna funkcija ¢ je RM-izralunljiva ako postoji RM-program P

takav da za sve X € IN¥ vaZi @(X) ~ (p]}(,;k)(}),
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RM-izra€unljiva funkcija
Definicija
Parcijalna k-arna funkcija ¢ je RM-izralunljiva ako postoji RM-program P

takav da za sve X € IN¥ vazi ¢(X) ~ (p]fnk)(}),odnosno:

@ ako X € dom(¢@), onda se izvr8avanje programa [P za ulaz X zaustavlja
i sadrzaj registra Ry u zavrdnoj konfiguraciji je ¢(X);

@ ako X € dom(¢), onda se izvr8avanje programa PP za ulaz X ne
zaustavlja.
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RM-izra€unljiva funkcija
Definicija
Parcijalna k-arna funkcija ¢ je RM-izralunljiva ako postoji RM-program P

takav da za sve X € IN¥ vazi ¢(X) ~ (p]fnk)(}),odnosno:

@ ako X € dom(¢@), onda se izvr8avanje programa [P za ulaz X zaustavlja
i sadrzaj registra Ry u zavrdnoj konfiguraciji je ¢(X);

@ ako X € dom(¢), onda se izvr8avanje programa PP za ulaz X ne
zaustavlja.

MapuujanHe dyHKUMje

TotanHe dyHKumje

RM-n3padyHibmBe dyHKUmje
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RM-izracCunljive funkcije

Osnovne RM-izracunljive funkcije

Lema
Osnovne funkcije:
@ Nula-funkcija 0: IN — IN, 0(x) =0,
@ Sledbenik s: IN - IN, s(x) =x+1,
o Projekcije M : INF — IN, M&(x,...,xk) = x; (1 <i<k),

jesu RM-izracunljive.

(Matematicki fakultet, Beograd March 11, 2018

9/30



RM-izracCunljive funkcije

Osnovne RM-izracunljive funkcije

Lema
Osnovne funkcije:

@ Nula-funkcija 0: IN — IN, 0(x) =0,

@ Sledbenik s: IN - IN, s(x) =x+1,

o Projekcije M : INF — IN, M&(x,...,xk) = x; (1 <i<k),
jesu RM-izracunljive.

Dokaz.

Nula-funkcija: Ry :=¢€

Sledbenik: 1. R |2

Projekcije: Ako je i > 1, funkciju ﬂf-‘ izratunava program R; .= R;.
Ako je i =1, funkciju M¥ izratunava (na primer) program:

1. Rf12 2. R{|33.
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Supstitucija

Ako su g1, ..., gn neke k-arne parcijalne funkcije i h neka m-arna
parcijalna funkcija, onda za k-arnu funkciju f definisanu sa:

(Sup) F(%) = h(g1(%), .-, gm(¥)), X € N¥
kaZemo da je dobijena supstitucijom funkcija g1, ..., gn u h i pisemo
f=Supk (hig1,....&m).

Teorema

Ako su RM-izralunljive k-arne funkcije g1, ..., gn i m-arna funkcija h,
onda je takva i funkcija SupX (h;g1,...,&m).
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RM-izracCunljive funkcije

Skup RM-izradunljivih funkcija je zatvoren za supstituciju

Neka su Gy, ..., G, i H redom programi koji s TR
izratunavaju k-arne funkcije g1, ..., gn i m- | _
arnu funkciju h. Neka je ‘ = lGl(X) ‘
d = max{k,m, |Gl | |Gl , LI} + 1. L
Y = Gn(X) |
|
- R, RaXi XY Y C | Z:=HW,...,Yn)|
pagHa memopuja Z|
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RM-izracCunljive funkcije

Primeri

Konstantne funkcije su RM-izra&unljive.

1:N—>N, 1(x)=1

1= Sup}(s;
2:N—-N, 2(x) =2

[2= Sup}(s;

)
)

- O
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RM-izracCunljive funkcije

Primeri

Konstantne funkcije su RM-izra&unljive.

1: NN, 1(x)=1 [1 = Supi(s;0)]
2: NN, 2(x)=2 [2 = Supi(s;1)]
Za svako m € IN, funkcija m: IN — IN, m(x) = m je RM-izralunljiva.

Matematicki fakultet, Beograd March 11, 2018 12 / 30



RM-izracCunljive funkcije

Primeri

Konstantne funkcije su RM-izra&unljive.

1: NN, 1(x)=1 [1 = Supi(s;0)]
2: NN, 2(x)=2 [2 = Supi(s;1)]
Za svako m € IN, funkcija m: IN — IN, m(x) = m je RM-izralunljiva.
Zasve me N i k € NT funkcija my : INF — IN, my(X) = m je
RM-izrakunljiva. [my = Sup¥(m;11%)]
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RM-izracCunljive funkcije

Primeri

Konstantne funkcije su RM-izra&unljive.

1: NN, 1(x)=1 [1 = Supi(s;0)]
2: NN, 2(x) =2 [2 = Supi(s;1)]
Za svako m € IN, funkcija m: IN — IN, m(x) = m je RM-izralunljiva.
Zasve me N i k € NT funkcija my : INF — IN, my(X) = m je
RM-izrakunljiva. [my = Sup¥(m;11%)]
Premestanje i fiksiranje argumenata: ako je h: INK — IN RM-izratunljiva
funkcija, takva ée biti i m-arna funkcija H':

, ~ — —
h(x1,...,xm) == h( N ),
1 (k)

koju definisemo tako $to na mesta (1), ..., (k) upisujemo, u proizvoljnom
poretku uz moguca ponavljanja, promenljive xi,..., X, ili konstante.
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RM-izracCunljive funkcije

Primitivna rekurzija

Ako je g neka k-arna parcijalna funkcija i h neka (k +2)-arna parcijalna
funkcija, onda za (k + 1)-arnu funkciju f definisanu sa:

(Rec) f(%,0) = f—(z),

kaZemo da je dobijena primitivnom rekurzijom funkcija g i h i piSemo
f =Reck (g, h).
Teorema

Ako su RM-izralunljive k-arna funkcija g i (k+2)-arna funkcija h, onda je
takva i funkcija Reck*1(g, h).
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RM-izracCunljive funkcije

Skup RM-izracunljivih funkcija je zatvoren za primitivnu
rekurziju

Xy, XY

I
Ako programi G i H redom izradunavaju k- | r=0 = |
arnu funkciju g i (k+2)-arnu funkciju h, | Z = G(X) ‘

neka je d = max{k+2,||G||, ||H]|}.
Rd Xl XkY T Z C

Ry
I S I

| v-= Y -1 \
pagHa Memopuja [ 2=RXT2) |
I —T+1 |

(Matematicki fakultet, Beograd March 11, 2018 14 / 30



RM-izracCunljive funkcije

Primeri

Sabiranje je RM-izralunljiva funkcija.
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RM-izracCunljive funkcije

Primeri

Sabiranje je RM-izralunljiva funkcija.

+(x,0) =x
+(x,5(y)) = s(+(x,y))
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RM-izracCunljive funkcije

Primeri

Sabiranje je RM-izralunljiva funkcija.
+(x,0) =x f(x,
+(x,5(y)) = s(+(x,y)) fx,
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RM-izracCunljive funkcije

Primeri

Sabiranje je RM-izralunljiva funkcija.

+(x,0) = x f(x,0) = g(x)
+(x,5(y)) = s(+(x,¥)) f(x,5(y)) = h(x,y,f(x,y))

x,0) = Ni(x
#=Re(supi(aini) | TOO0 MO
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RM-izraCunljive funkcije

Primeri

Sabiranje je RM-izralunljiva funkcija.

‘ +(x,0) = x f(x,0) = g(x)
+(x,s(y)) = s(+(x,y)) f(x,s(y)) = h(x,y,f(x,y))

x,0) = Ni(x
#=Re(supi(aini) | TOO0 MO

MnoZenje i stepenovanje su RM-izraunljive funkcije.
‘ (x,0)=0 exp(x,0)=1

{(x,5(y)) = +(-(x,¥), %) exp(x,s(y)) = -(exp(x,y),x)
- = Rec?(0,Sup3(+; N3,M3)) exp = Rec?(1,Sup3(-;M3,M3))
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RM-izracCunljive funkcije

Primeri

Za bilo koje k > 3, RM-izralunljive su sledeCe k-arne funkcije:
K

k
(Xl,...,xk)|—>xl—|—---+xk:ZX,- i (xl,...,xk)»—>xl-...-xk:HX,-.
i=1 i=1
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RM-izracCunljive funkcije

Primeri

Za bilo koje k > 3, RM-izralunljive su sledeCe k-arne funkcije:

k k
(X1, Xk) > X1 F X = ZX,' i (X1,...,Xk)b—>X1-...-Xk:HX,'.
i=1 i=1

Zbog zatvorenosti za supstituciju, ako su k-arne funkcije g1,...,8m
RM-izra&unljive, takve su i funkcije:

(Xl,...,Xk) — ig;()_(') i (Xl,...,Xk) — Iﬁlg,()_f)
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RM-izracCunljive funkcije

Ograniceni zbir i proizvod
Ako je f : INk*t1 5 IN bilo koja RM-izratunljiva funkcija, tada su funkcije
Z,P:IN¥*1 5 IN definisane jednakostima:

Z(%,0)=0, i
Z(X,y+1)=Z(X,y)+f(Xy),

takodje RM-izracunljive.

(%,0)=1,
()?7}/_‘_1) = P()?vy) f()?vy)

T T
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RM-izracCunljive funkcije

Ograniceni zbir i proizvod

Ako je f : INk*t1 5 IN bilo koja RM-izratunljiva funkcija, tada su funkcije
Z,P:IN¥*1 5 IN definisane jednakostima:

Z(X,0) =0,

| P(R.0) =1,
Z(X,y+1)=Z(X,y)+f(Xy),

()?7}/_‘_1) = P()?vy) f()?vy)

T T

takodje RM-izracunljive.

OZNAKE.

Umesto Z(X,y) pisemo Y. f(X,z) Y f(X,z)=0
z<y z<0

Umesto P(X,y) pisemo [] f(X,z) [1f(%2)=1
z<y z<0
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Ograniceni zbir i proizvod

Ako je f : INk*t1 5 IN bilo koja RM-izratunljiva funkcija, tada su funkcije
Z,P:IN¥*1 5 IN definisane jednakostima:

Z(%,0)=0,
Z(X,y+1)=Z(X,y)+f(Xy),

(%,0) =1,
()?7)/_‘_1) = P()?vy) f()?vy)

T T

takodje RM-izracunljive.

OZNAKE.

Umesto Z(X,y) pisemo Y. f(X,z) Y f(X,z)=0
z<y z<0

Umesto P(X,y) pisemo [] f(X,z) [1f(%2)=1
z<y z<0

Ako su f,g : INKT1 — IN neke RM-izralunljive, takve su i funkcije:

(X,y)— Z f(X,z) i (X,y)— H f(X,2z)

z<g(Xy) z<g(Xy)
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RM-izracCunljive funkcije

Neograni¢ena minimizacija

Ako je g neka (k+1)-arna parcijalna funkcija, onda za k-arnu funkciju f
takvu da je

Yy, y je najmanji prirodan broj

o N takav da je g(X,y) =0 i vazi
=N =0=1" (v2<y)(g(%.2) L ng(3.2) £0)
T, inace.

kaZzemo da je dobijena (neograni¢enom) minimizacijom funkcije g, i
pigemo f = Min*(g).
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RM-izracCunljive funkcije

Neograni¢ena minimizacija

Ako je g neka (k+1)-arna parcijalna funkcija, onda za k-arnu funkciju f
takvu da je

Yy, y je najmanji prirodan broj

o SN takav da je g(X,y) =0 i vazi

(=B =020 (2 < y)(a(3,2) L 18(%,2) #0)

T, inacle.
kaZzemo da je dobijena (neograni¢enom) minimizacijom funkcije g, i
pigemo f = Min*(g).

Teorema

Ako je RM-izratunljiva (k+ 1)-arna funkcija g, onda je takva i funkcija
Min(g).
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RM-izracCunljive funkcije

Skup RM-izradunljivih funkcija je zatvoren za neogranitenu
minimizaciju

Ako je G RM-program koji izraunava
(k + 1)-arnu funkciju g, neka je d =
max{k+1,||G|}.

Rads, Y C

Ry
I - T T T TTTT¢

pagHa memopuja
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RM-izracCunljive funkcije

Primeri

Funkcija

je RM-izradunljiva, jer je
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RM-izracCunljive funkcije

Primeri

Funkcija
0, x=0,
f(x)‘{ t x>0,

je RM-izratunljiva, jer je f(x) = uy(x+y =0), tj. f =Min!(4).
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Pregled predavanja

© Kombinatori i drvo izratunavanja
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Operatori Sup, Rec, Min

Neka je Fi, k > 1, skup svih k-arnih parcijalnih funkcija.
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Operatori Sup, Rec,Min

Neka je Fi, k > 1, skup svih k-arnih parcijalnih funkcija.

Operatori:
° Supf‘n:fr"mx&"kx~--><5fk—>3‘k, m>1;
m puta
o Reck: T X Fppo = Ty

] Mink : SFkJrl — F.
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Operatori Sup, Rec,Min

Neka je Fi, k > 1, skup svih k-arnih parcijalnih funkcija.

Operatori:
° Supf‘n:fr"mx&"kx~--><5—"k—>3‘k, m>1;
m puta
o Reck: T X Fppo = Ty

e Min*: Fr+1 — Fk.
Osnovne funkcije:
e nula-funkcije 0: IN — IN, 0(x) =0,
@ sledbenika s: IN — IN, s(x) =x+1,
e projekcija M : INF — IN, M&(xq,...,xk) = x (1 <i< k),
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Kombinatori | drvo izraCunavanja

Parcijalno rekurzivne funkcije

Definicija
Skup parcijalno rekurzivnih funkcija je najmanji skup u smislu inkluzije

koji sadrzi osnovne funkcije (nula-funkciju, funkciju sledbenika i projekcije)

i zatvoren je za supstituciju, primitivnu rekurziju i neograniéenu
minimizaciju.
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Kombinatori | drvo izraCunavanja

Parcijalno rekurzivne funkcije

Definicija

Skup parcijalno rekurzivnih funkcija je najmanji skup u smislu inkluzije
koji sadrzi osnovne funkcije (nula-funkciju, funkciju sledbenika i projekcije)
i zatvoren je za supstituciju, primitivnu rekurziju i neograniéenu
minimizaciju.

Teorema
Svaka parcijalno rekurzivna funkcija je RM-izra&unljiva.
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Kombinatori | drvo izraCunavanja

Kombinatori

Parcijalno rekurzivne funkcije opisujemo pomocu kombinatora:

e 0, s, I'I% su unarni kombinatori, dok su za kK > 1, I'If‘, 1< i<k k-arni
kombinatori;

@ ako su g1, ..., &m neki k-arni kombinatori i h neki m-arni
kombinator, onda je Supfn(h;gl,...,gm) k-arni kombinator;

@ ako je g neki k-arni kombinator i h neki k 4 2-arni kombinator, onda
je Reck*1(g, h) jedan (k -+ 1)-arni kombinator;

o ako je g neki (k+1)-arni kombinator, onda je Min*(g) jedan k-arni
kombinator.
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Kombinatori | drvo izraCunavanja

Kombinatori

Parcijalno rekurzivne funkcije opisujemo pomocu kombinatora:

e 0, s, I'I% su unarni kombinatori, dok su za kK > 1, I'If‘, 1< i<k k-arni
kombinatori;

@ ako su g1, ..., gm neki k-arni kombinatori i h neki m-arni
kombinator, onda je Supfn(h;gl,...,gm) k-arni kombinator;

@ ako je g neki k-arni kombinator i h neki k 4 2-arni kombinator, onda
je Reck*1(g, h) jedan (k -+ 1)-arni kombinator;

o ako je g neki (k+1)-arni kombinator, onda je Min*(g) jedan k-arni
kombinator.

Svaka k-arna parcijalno rekurzivna funkcija moZe se opisati nekim
kombinatorom i obrnuto, svaki kombinator odredjuje jednu parcijalno
rekurzivnu funkciju odgovarajuce duZine.
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Svaki kombinator opisuje postupak izra¢unavanja

vrednosti funkcije koju definiSe

Ako je f neki k-arni kombinator i X € IN¥, uspe&no izratunavanje vrednosti
f(X) potvrdjuje jednakost f(X) = z:
@ koja se neposredno dobija u slu¢aju osnovnih kombinatora:

O(X):Ov S(X):X+1’ nf((Xl,...,Xk):Xi,
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Svaki kombinator opisuje postupak izra¢unavanja
vrednosti funkcije koju definiSe
Ako je f neki k-arni kombinator i X € IN¥, uspe&no izratunavanje vrednosti
f(X) potvrdjuje jednakost f(X) = z:

@ koja se neposredno dobija u slu¢aju osnovnih kombinatora:

O(X):Ov S(X):X+1’ nf((Xl,...,Xk):Xi,

@ a u sluéaju slozenijih kombinatora:
o ako f = SupX (h;g1,...,gm), onda je Jednakost f(X)= posledlca
jednakOSti gl()?):zlauwgm( )_vah(zlv' )
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Svaki kombinator opisuje postupak izra¢unavanja
vrednosti funkcije koju definiSe

Ako je f neki k-arni kombinator i X € IN¥, uspe&no izratunavanje vrednosti
f(X) potvrdjuje jednakost f(X) = z:
@ koja se neposredno dobija u slu¢aju osnovnih kombinatora:

O(X):0> S(X):X+1’ nf((Xl,...,Xk):Xi,

@ a u sluéaju slozenijih kombinatora:
o ako f = SupX (h;gi,...,8m), onda je jednakost f(X) = z posledica
jednakosti g1(X) = z1,...,8m(X) = zm, h(z1,...,zm) = z,
o ako f =Reck*!(g, h), onda je jednakost f(X,0) = z posledica
jednakosti g(X) = z, dok je f(X,y+1) = z posledica jednakosti
f(X,y)=z1i h(X,y,z) =z,
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Svaki kombinator opisuje postupak izra¢unavanja
vrednosti funkcije koju definiSe

Ako je f neki k-arni kombinator i X € IN¥, uspe&no izratunavanje vrednosti
f(X) potvrdjuje jednakost f(X) = z:

@ koja se neposredno dobija u slu¢aju osnovnih kombinatora:

O(X):0> S(X):X+1’ nf((Xl,...,Xk):Xi,

@ a u sluéaju slozenijih kombinatora:

o ako f = SupX (h;gi,...,8m), onda je jednakost f(X) = z posledica
jednakosti g1(X) = z1,...,8m(X) = zm, h(z1,...,zm) = z,

o ako f =Reck*!(g, h), onda je jednakost f(X,0) = z posledica
jednakosti g(X) = z, dok je f(X,y+1) = z posledica jednakosti
f(X,y)=z1i h(X,y,z) =z,

e ako f =Min*(g), onda je jednakost f(X) = z posledica jednakosti
g(x%,0)=2z20, g(X,1) =2z, ..., g(X,z=1) =z, g(X,2) =0, za neke
20,21,...,Zm razli¢ite od nule.
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Drvo izra¢unavanja

Uspesno izraunavanje vrednosti f(X) moZe se prikazati i u obliku tzv.
drveta izraCunavanja &iji su &vorovi oznaleni odgovarajuéim
jednakostima, pri &emu je koren drveta jednakost f(X) = z, za neko z € IN,
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Drvo izra¢unavanja

Uspesno izraunavanje vrednosti f(X) moZe se prikazati i u obliku tzv.
drveta izraCunavanja &iji su &vorovi oznaleni odgovarajuéim
jednakostima, pri &emu je koren drveta jednakost f(X) = z, za neko z € IN,
listovi drveta (¢vorovi bez naslednika) su oblika:

] °
Hf(l‘l,...,l‘k):l’i

0(z) =0 s(m);m+1
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Drvo izra¢unavanja

Uspesno izraunavanje vrednosti f(X) moZe se prikazati i u obliku tzv.
drveta izraCunavanja &iji su &vorovi oznaleni odgovarajuéim
jednakostima, pri &emu je koren drveta jednakost f(X) = z, za neko z € IN,
listovi drveta (¢vorovi bez naslednika) su oblika:

® ° k ]
0(z)=0 s(zry=x+1 I (%1, .- 2k) = 2

a unutrasnji Evorovi drveta (Evorovi koji imaju naslednike) su sledeéih
oblika:

| f=Suphy(higi,.. gm)| @) ==

—

91(%) = =1 I (Z) = 2m  h(21,...,2m) =2
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Drvo izra¢unavanja

Uspesno izratunavanje vrednosti f(X) moZe se prikazati i u obliku tzv.
drveta izraCunavanja &iji su &vorovi oznadeni odgovarajuéim
jednakostima, pri &emu je koren drveta jednakost f(X) =z, za neko z € IN,
listovi drveta (¢vorovi bez naslednika) su oblika:

° [ ] k [ ]
0(z)=0 s(zry=x+1 L (815 w2 yiR) = @i

a unutrasnji Evorovi drveta (Evorovi koji imaju naslednike) su sledeéih
oblika:

[/ = Reti(g.n) | f(#0) = - [@y+1) =

AN

9(%) = 2 [f@y) == AFy2n) = 2
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Drvo izra¢unavanja
Uspesno izratunavanje vrednosti f(X) moZe se prikazati i u obliku tzv.
drveta izraCunavanja &iji su &vorovi oznaleni odgovarajuéim

jednakostima, pri &emu je koren drveta jednakost f(X) =z, za neko z € IN,
listovi drveta (¢vorovi bez naslednika) su oblika:

® ° k ]
0(z)=0 s(zry=x+1 I (%1, .- 2k) = 2

a unutrasnji Evorovi drveta (¢vorovi koji imaju naslednike) su sledeéih
oblika:

f = Mink(g) @) =2

g(f,()) = 20 g(f7 1) =z g(faz_l):'zm g('fvz) =0
(207Z17'°‘7zm7é0)
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Primer

Konstruisati drvo izratunavanja za Rec? (0,Sup; (s,M3)) (3,2).
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Primer

Konstruisati drvo izratunavanja za Rec? (0,Sup; (s,M3)) (3,2).
Rec? (07 Sup$ (37H§)) (3,2) =z

Rec? (O,Sup‘l5 (s, 13)) 3, 1) =2 Sup? (s,113) (3,1, 21) = 2

N

Rec? (0,Sup} (5,11)) (3,0) = 22 Sup{ (,113) (3,0, 22) = =

I /\ 13(3,1,21) = 24 s(z4) = 2

0(3) = 2 113(3,0, 29) = 23 s(z3) = 21
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Primer

Konstruisati drvo izratunavanja za Rec? (0,Sup3 (s,M3)) (3,2).
Rec? (0, Sup} (a,Hg)) (3,2) =2
{‘\

Rec? (0, Supf (s,113)) (3,1) Sup? (s,113) (3,1,1) =2

Rec? (O,Sup:l3 (fﬂ%)) (3,0) =0 Sup‘rf (5?(37\070)'1 Hg(g . 1)/_1\8(1)’: 2
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