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Princip rekurzije

Princip rekurzije

Princip rekurzije

Neka g: P— X i h:Sx X — X. Tada postoji jedinstvena funkcija
f:PxIN— X takva da za svako p € P:

(Rec) f(p.0) = :(

P,
f(p, (n)) = h(p,f(p,n)), n€ IN.
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Neka g: P— X i h:Sx X — X. Tada postoji jedinstvena funkcija
f:PxIN— X takva da za svako p € P:
f(p,0) = &(p),
Rec
Re| F(p.s(n)) = h(p. F(p.n)). n e .

Sabiranje. + . INxIN—IN (§=X=N)
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Princip rekurzije

Princip rekurzije

Princip rekurzije

Neka g: P— X i h:Sx X — X. Tada postoji jedinstvena funkcija
f:PxIN— X takva da za svako p € P:

f(p,0) = g(p),
f(p, (n)) = h(p,f(p,n)), n€ IN.

Sabiranje. + . INxIN—IN (§=X=N)

(Rec)

' +(m,0):n;

+(m,s(n)) = s(+(m,n));
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Princip rekurzije

Princip rekurzije

Princip rekurzije

Neka g: P— X i h:Sx X — X. Tada postoji jedinstvena funkcija
f:PxIN— X takva da za svako p € P:

f(p,0) = g(p),
f(p, (n)) = h(p,f(p,n)), n€ IN.

Sabiranje. + . INxIN—IN (§=X=N)

(Rec)

' +(m,0) = m, odnosno m+0=m,
(m,s(n)) = s(-+(m, n)); m-+s(n) = s(m-+n).
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Princip rekurzije

Princip rekurzije

Princip rekurzije

Neka g: P— X i h:Sx X — X. Tada postoji jedinstvena funkcija
f:PxIN— X takva da za svako p € P:

f(p,0) = g(p),
f(p, (n)) = h(p,f(p,n)), n€ IN.

Sabiranje. + . INxIN—IN (§=X=N)

(Rec)

' +(m,0) = m. odnosno m+0=m
(ms(m) = s(+(m ) m+ s(n) = s(m+ n).

MnozZenje: Stepenovanje:
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Princip rekurzije

Princip rekurzije

Princip rekurzije

Neka g: P— X i h:Sx X — X. Tada postoji jedinstvena funkcija
f:PxIN— X takva da za svako p € P:

f(p,0) = g(p),

(Re)| #(p,s(n)) = h(p,f(p, ), n e .

Sabiranje. + . INxIN—IN (§=X=N)

+(m.0) = m. odnosno Rl
(m,s(n)) = s(+(m,); m-+s(n) = s(m-+ n).
MnozZenje: Stepenovanje:
m-0=20,
m-s(n)=m+(m-n).
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Princip rekurzije

Princip rekurzije

Princip rekurzije

Neka g: P— X i h:Sx X — X. Tada postoji jedinstvena funkcija
f:PxIN— X takva da za svako p € P:

f(p.0)=g(p
f(p.s(n)) =

Sabiranje. + . INxIN—IN (§=X=N)

(Rec)

),
h(p,f(p,n)), n € IN.

m+0=m

+(m,0) = m,
' m+s(n) =s(m+ n).

+(m,s(n) = s(+(m,m));  CI"O

MnozZenje: Stepenovanje:
‘m-OzO, ‘mozl7

m-s(n)=m+(m-n). m*(" =m.m".
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Princip rekurzije

Koli¢nik 1 ostatak

Uredjenje: m < n « dk e N(m+k = n)

Deljivost: m | n & ke IN(m-k=n)
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Princip rekurzije

Koli¢nik | ostatak

Uredjenje: m< n & ke N(m+k=n)
def

Deljivost: m|n & 3k € IN(m-k = n)
Teorema o ostatku

Za sve ni m> 0 postoje jedinstveni (koli¢nik) g i (ostatak) r takvi da je
n=gm+r,0<r<m.
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Princip rekurzije

Koli¢nik 1 ostatak

Uredjenje: m < n & ke N(m+k=n)
def

Deljivost: m|n & 3k e IN(m-k=n)

Teorema o ostatku

Za sve ni m> 0 postoje jedinstveni (koli¢nik) g i (ostatak) r takvi da je
n=gm+r,0<r<m.

koli¢nik pri deljenju nsa m, m>0,
qt(m’”):{ 0 m=0,
em(m, ) = { ostatak pri deljenju nsa m, n>0,
n, m=0.
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Princip rekurzije

Koli¢nik 1 ostatak

Uredjenje: m < n & ke N(m+k=n)
def

Deljivost: m|n & 3k e IN(m-k=n)

Teorema o ostatku

Za sve ni m> 0 postoje jedinstveni (koli¢nik) g i (ostatak) r takvi da je
n=gm+r,0<r<m.

koli¢nik pri deljenju nsa m, m>0,
qt(m’”):{ 0 m=0,

tatak pri deljenj 0
rm(m,n):{ :saa pri deljenju n sa m, nm>:6

Umesto qt(m, n) pisemo [£] (uz dogovor da je [§] = n).
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Princip rekurzije

Brojevne baze

Teorema o brojevnoj bazi

Neka je b > 1. Za svako a > 0 postoje jedinstveni prirodni brojevi g, ki r
takvi da je

a=qgb“+r,1<qg<b,0<r< bk
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Brojevne baze

Teorema o brojevnoj bazi

Neka je b > 1. Za svako a > 0 postoje jedinstveni prirodni brojevi g, ki r
takvi da je

a=qgb“+r,1<qg<b,0<r< bk

n=qob+ry,0< ro < b,
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Princip rekurzije

Brojevne baze

Teorema o brojevnoj bazi

Neka je b > 1. Za svako a > 0 postoje jedinstveni prirodni brojevi g, ki r
takvi da je

a=qgb“+r,1<qg<b0<r< bk
n=qob+ry,0< ro < b,
qgo=qib+r,1<rn <b,(q1<qo)
n=(qb+n)b+nrn= b +rb+r
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Princip rekurzije

Brojevne baze

Teorema o brojevnoj bazi

Neka je b > 1. Za svako a > 0 postoje jedinstveni prirodni brojevi g, ki r
takvi da je

a=qgb“+r,1<qg<b0<r< bk
n=qob+ry,0< ro < b,
qo=qib+r,1<n <b,(q1<qo)

n= (q1b+ I’1)b+ rn= q1b2—|—r1b+ r
g1 =qb+nr,1<n<b(q<q)

n= (CI2b+ r2)b2+r1b+ n= q2b3—|—r2b2+r1b+ I0)

Matematicki fakultet, Beograd February 26, 2018 6 /29



Princip rekurzije

Brojevne baze

Teorema o brojevnoj bazi

Neka je b > 1. Za svako a > 0 postoje jedinstveni prirodni brojevi g, ki r
takvi da je

a=qgb+r,1<qg<b,0<r< bk

n=qob+ro,0 fo<b
go=qib+nr,1<n <b,(q1<qo)
n=(qib+nr)b+r=qgb*+nb+n
q1=qb+nr,1<n<b(q<q)
n= (CI2b+ r2)b2+r1b+ n= q2b3—|—r2b2+r1b+ I0)

Gk-1=0b+r, 1< <b,(0< qx-1)
n_rkb"+ +nb?+nb+n
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Princip rekurzije

Brojevne baze

Teorema o brojevnoj bazi

Neka je b > 1. Za svako a > 0 postoje jedinstveni prirodni brojevi g, ki r
takvi da je

a=qgb+r,1<qg<b,0<r< bk

n=qob+ro,0 fo<b
go=qib+nr,1<n <b,(q1<qo)
n=(qib+nr)b+r=qgb*+nb+n
q1=qb+nr,1<n<b(q<q)
n= (CI2b+ r2)b2+r1b+ n= q2b3—|—r2b2+r1b+ I0)

Gk-1=0b+r,,1<r < b,(0<qgx_1)
n= rkbk+ 4+ rnb?+rnb+n
Reprezentacija broja n u bazi b jeste zapis [rk---riro]p.
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Princip rekurzije

Rastavljanje na proste &inioce (kanonska faktorizacija)

Osnovna teorema aritmetike
Za svaki n > 1 postoje jedinstveni prosti brojevi p1,po,...,px, takvi da je

p1 < p2 < -+ < pg, i jedinstveni prirodni brojevi o, oy, ..., 0 tako da je
a; O Q
n:p11p22.-.pkk_
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Princip rekurzije

Rastavljanje na proste &inioce (kanonska faktorizacija)

Osnovna teorema aritmetike

Za svaki n > 1 postoje jedinstveni prosti brojevi p1,po,...,px, takvi da je

p1 < p2 < -+ < pg, i jedinstveni prirodni brojevi o, oy, ..., 0 tako da je
— % 02 (073

n f— pl p2 e pk .

Ako je p:IN — IN niz prostih brojeva:

po=2,p1=3,p2=5,p3=7,p4=11,ps =13, ps =17, p7 = 19, ...
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Princip rekurzije

Rastavljanje na proste Cinioce (kanonska faktorizacija)

Osnovna teorema aritmetike

Za svaki n > 1 postoje jedinstveni prosti brojevi p1,po,...,px, takvi da je

p1 < p2 < -+ < pg, i jedinstveni prirodni brojevi o, oy, ..., 0 tako da je
— % 02 (073

n f— pl p2 e pk .

Ako je p:IN — IN niz prostih brojeva:

po=2,p1=3,p2=5,p3=7,pa=11,ps =13, ps =17, p7 =19, ...

(n)x je najveci prirodan broj o takav da p | ni p*tyn.
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Princip rekurzije

Rastavljanje na proste Cinioce (kanonska faktorizacija)

Osnovna teorema aritmetike

Za svaki n > 1 postoje jedinstveni prosti brojevi p1,po,...,px, takvi da je

p1 < p2 < -+ < pg, i jedinstveni prirodni brojevi o, oy, ..., 0 tako da je
— % 02 (073

n f— pl p2 e pk .

Ako je p:IN — IN niz prostih brojeva:

po=2,p1=3,p2=5,p3=7,pa=11,ps =13, ps =17, p7 =19, ...

(n)x je najveci prirodan broj o takav da p | ni p*tyn.

Na primer, 1960 = 23572, pa je (1960)o = 3, (1960); = 0, (1960), = 1,
(1960)3 = 2, (1960)x =0 za k > 3.
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Kodiranje (Gedelizacija)

Neka je S prebrojiv skup.

1-1
o f:IN 1@ S neformalno posmatramo kao redjanje elemenata skupa S u
niz bez ponavljanja.

Matematicki fakultet, Beograd February 26, 2018 9 /29



Kodiranje (Gedelizacija)

Neka je S prebrojiv skup.

1-1
o f:IN 1@ S neformalno posmatramo kao redjanje elemenata skupa S u
niz bez ponavljanja.

1_1 - TR
o g:S 1 IN neformalno posmatramo kao imenovanje, oznacavanje ili
kodiranje elemenata skupa S prirodnim brojevima
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Kodiranje (Gedelizacija)

Neka je S prebrojiv skup.

1-1
o f:IN 1@ S neformalno posmatramo kao redjanje elemenata skupa S u
niz bez ponavljanja.

) 131 IN neformalno posmatramo kao imenovanje, oznacavanje ili
kodiranje elemenata skupa S prirodnim brojevima:
e svakom s € S na jedinstven na&in pridruZujemo prirodan broj koji je
njegovo ime, oznaka, odn. kéd,
e pri &emu razli¢iti elementi iz S imaju razli¢ite kodove i svaki prirodan
broj je nediji kod.
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Kodiranje (Gedelizacija)

kodiranje
dekodiranje

N N

s v . »
lzracunavanje

Funkciju g: S ' IN nazivamo efektivnim kodiranjem ili gedelizacijom
ukoliko su eksplicitno zadati i sledeéi efektivni postupci:
@ za svaki element s € S moZe se u konanom broju koraka odrediti
njemu pridruZeni broj g(s),
@ za svaki prirodan broj n moze se u konaénom broju koraka odrediti &iji
je on kod, tj. moZe se odrediti s € S za koji je g(s) = n; ovaj
postupak se naziva i dekodiranje.
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Kodiranje skupa IN x IN

Funkcija {-,-) : IN> — IN, data sa
<X1,X2> = 2X1(2X2 + 1) —1,

jeste bijekcija.
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Kodiranje skupa IN x IN

Funkcija {-,-) : IN> — IN, data sa
<X1,X2> = 2X1(2X2 + 1) —1,
jeste bijekcija.
Njena inverzna funkcija odredjena je funkcijama (-)1,(-)2 : IN — NN,

n+1

(m1=(n+1)o, (n)2= [2(“)20] ., neN.
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Kodiranje skupa IN x IN

Funkcija {-,-) : IN> — IN, data sa
<X1,X2> = 2X1(2X2 + 1) —1,
jeste bijekcija.
Njena inverzna funkcija odredjena je funkcijama (-)1,(-)2 : IN — NN,

n+1

(m1=(n+1)o, (n)2= [2(“)201] ., neN.

Za sve m,n vazi

(m,m)r=m, ((mm)2=n ({1, {n)2)=n.
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Kodiranje skupova INK k>?2

Svako bijektivno kodiranje uredjenih parova odredjuje po jedno bijektivno
kodiranje svakog od skupova IN¥, k > 2.
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Kodirajuce funkcije

Kodiranje skupova INK k>?2

Svako bijektivno kodiranje uredjenih parova odredjuje po jedno bijektivno
kodiranje svakog od skupova IN¥, k > 2.

Kodiranje skupa IN3: (x1,x0,x3) > (x1, (x2,x3)), zajedno sa dekodirajuéim
funkcijama x — (x)1, x = ({x)1)2, x = ((x)2)2.
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Kodiranje skupova INK k>?2

Svako bijektivno kodiranje uredjenih parova odredjuje po jedno bijektivno
kodiranje svakog od skupova IN¥, k > 2.

Kodiranje skupa IN3: (x1,x0,x3) > (x1, (x2,x3)), zajedno sa dekodirajuéim
funkcijama x — (x)1, x = ({x)1)2, x = ((x)2)2.

Kodiranje skupa IN*: (x1,x0,x3,%s) — (x1, (x2, (x3,Xs))), zajedno sa
dekodirajuc¢im funkcijama x — (x)1, x — ((x)1)2, x — ({{x)1)2)2,

x = (({x)2)2)2-
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Kodiranje skupa INI?

INfin — Uk=0 IN¥ je skup svih konatnih nizova prirodnih brojeva, koji sadr¥i i
prazan niz, tj. niz duZine nula, koji ¢emo oznaavati ().
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Kodiranje skupa INI?

INfin — Uk=0 IN¥ je skup svih konatnih nizova prirodnih brojeva, koji sadr¥i i
prazan niz, tj. niz duZine nula, koji ¢emo oznaavati ().

Ako je & neprazan kona&an niz prirodnih brojeva, onda je:

@ head(§) — prvi &an (glava) niza &;
Npr. head(1,0,2) =1, head(3) = 3 itd.
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Kodiranje skupa INI?

INfin — Uk=0 IN¥ je skup svih konatnih nizova prirodnih brojeva, koji sadr¥i i
prazan niz, tj. niz duZine nula, koji ¢emo oznaavati ().

Ako je & neprazan kona&an niz prirodnih brojeva, onda je:
@ head(§) — prvi &an (glava) niza &;
Npr. head(1,0,2) =1, head(3) = 3 itd.

e tail(&) — niz dobijen izostavljanjem glave (rep) niza &;
Npr. head(1,0,2) =(0,2), head(3) = () itd.
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Kodiranje skupa INI?

1-1
Koristimo bijekciju |-,-| : IN? 52 IN* datu sa |x1, x| = 2X(2xo +1).
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Kodirajuce funkcije

Kodiranje skupa INI?

Koristimo bijekciju |-, | : ]N2 " IN* datu sa Ix1,x2] =291(2x2 + 1).

Bijekcija [-] : INfin 1@ IN odredjena je jednakostima:

° [O1=

o [&] = |head(§), [tail(&)]], za svaki neprazan niz &.
‘Broj [€] nazivamo kodom niza ‘g"
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Kodirajuce funkcije

Kodiranje skupa INI?

1-1
Koristimo bijekciju |-,-| : IN? 52 IN* datu sa |x1, x| = 2X(2xo +1).
1-1
Bijekcija [-] : INi" 7# IN odredjena je jednakostima:
o [0 =0,
o [&] = |head(§), [tail(&)]], za svaki neprazan niz &.
‘Broj [€] nazivamo kodom niza ‘g"

Npr. [(0)]=10,[O11=10,0] =1, [(1)] = [1,[O1 =[1,0[ =2, ...
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Kodirajuce funkcije

Kodiranje skupa INI?

1-1
Koristimo bijekciju |-,-| : IN? 52 IN* datu sa |x1, x| = 2X(2xo +1).
1-1
Bijekcija [-] : INi" 7# IN odredjena je jednakostima:
o [0 =0,
o [&] = |head(§), [tail(&)]], za svaki neprazan niz &.
‘Broj [€] nazivamo kodom niza ‘g"

Npr. [(0)]=10,[O11=10,0] =1, [(1)] = [1,[O1 =[1,0[ =2, ...

[(x1)] = |head(x1), [tail(x1) 1] = [x1, [ ]] = x1,0] = 2°%;
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Kodirajuce funkcije

Kodiranje skupa INI?

Koristimo bijekciju |-, | : ]N2 " IN* datu sa Ix1,x2] =291(2x2 + 1).

Bijekcija [-] : INfin 1@ IN odredjena je jednakostima:

° [O1=

o [&] = |head(§), [tail(&)]], za svaki neprazan niz &.
‘Broj [€] nazivamo kodom niza ‘g"

Npr. [(0)]=10,[O11=10,0] =1, [(1)] = [1,[O1 =[1,0[ =2, ...

[(x1)] = |head(x1), [tail(x1) 1] = [x1, [ ]] = x1,0] = 2°%;
[(0,0)] =10, [(0)]| = 10,1] =3, [(0,1)] = |0, [(1)][ =10,2| =5 ...
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Kodiranje skupa INI?

Koristimo bijekciju |-, | : ]N2 " IN* datu sa Ix1,x2] =291(2x2 + 1).

Bijekcija [-] : INfin 1@ IN odredjena je jednakostima:
° [O]=
o [&] = |head(§), [tail(&)]], za svaki neprazan niz &.

‘Broj [€] nazivamo kodom niza ‘g"
Npr. [(0)T=10,[01=10,0[ =1, [(1)] = [1, [Tl = [1,0| =2, ...
[(xa)] = [head(x1), [tail(x1 ) [| = |x1, [()]] = |x1,0] = 2°%;

0,0)] =10, 7(0)1| = 10,1 =3, [(0,1)] =10, ()] = 0,2 =5 ..
[(x1,x2)] = Ix1, [(x)]] = 21 (2222 1) = 2% - 2Pt
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Kodiranje skupa INI?

1-1
Koristimo bijekciju |-,-| : IN? 52 IN* datu sa |x1, x| = 2X(2xo +1).
1-1
Bijekcija [-] : INi" 7# IN odredjena je jednakostima:
° [(1=0;
o [&] = |head(§), [tail(&)]], za svaki neprazan niz &.

‘Broj [€] nazivamo kodom niza ‘g"

Npr. [(0)]=10,[O11=10,0] =1, [(1)] = [1,[O1 =[1,0[ =2, ...
[(x1)] = |head(x1), [tail(x1) 1] = [x1, [ ]] = x1,0] = 2°%;

[(0,0)] =10, [(0)]| = [0,1] =3, [(0,1)] = |0,[(1)]| =10,2| =5 ...
[(x1,x2)] = Ix1, [(x)]] = 21 (2222 1) = 2% - 2Pt
[(x1,%2,x3)] = |x1, [(x2,x3) ]| = 20 42X tL 4 pxixaxst2
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Kodiranje skupa INI?

1-1
Bijekcija [-]:INi" 7 IN odredjena je jednakostima:

o [0]=0;
o [£] =|head(&), [tail(&)]|, za svaki neprazan niz &.

(Xl,...,Xk—‘ = ’)(17 ’X27""Xk70‘ H
— ¥ poabetl | oxibxetetxctk—1

=[10...01...10...0]
—— N

X, nula x1 nula
PRIMER 1.
_ _ 53 6 11 _
[3,2,4] =[100001 00 1000], =2°+2°+2' =2120,

4 2 3
[1,2,0,1] = [10110010], = 2% 424 + 25 4+ 27 = 178, itd.

PRIMER 2. Odredimo kona&an niz &iji je kod 372.
372 =[101110100], = [2,1,0,0,1]
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Kodiranje skupa Pg,(IN)

Pan(IN) je skup svih kona&nih podskupova od IN.
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Kodiranje skupa Pg,(IN)
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1-1
v:Pin(IN) 52 IN, v(0) =0, v({n1,...,ng}) =2M 4. 42"
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Kodirajuce funkcije

Kodiranje skupa Pg,(IN)

Pan(IN) je skup svih kona&nih podskupova od IN.
1-1
v:Pin(IN) 52 IN, v(0) =0, v({n1,...,ng}) =2M 4. 42"

PRIMER 1. Odredimo kod skupa {3,2,4}.
v({3,2,4}) =22 +23+2% =28
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Kodirajuce funkcije

Kodiranje skupa Pg,(IN)

Pan(IN) je skup svih kona&nih podskupova od IN.
1-1
v:Pin(IN) 52 IN, v(0) =0, v({n1,...,ng}) =2M 4. 42"
PRIMER 1. Odredimo kod skupa {3,2,4}.
v({3,2,4}) =22 +23+2% =28

— __ 93 6 11
3,2,4] _[1004001 020 1020]2_2 +264 211 = 2120
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Kodiranje skupa Pg,(IN)

Pan(IN) je skup svih kona&nih podskupova od IN.
1-1
v:Pin(IN) 52 IN, v(0) =0, v({n1,...,ng}) =2M 4. 42"
PRIMER 1. Odredimo kod skupa {3,2,4}.
v({3,2,4}) =22 +23+2% =28
[3,2,4] = [100001_00 1000] =23+ 2642 =2120
==

4 2 3
PRIMER 2. Odredimo skup &iji je kéd 372.
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Kodiranje skupa Pg,(IN)

Pan(IN) je skup svih kona&nih podskupova od IN.
1-1
v:Pin(IN) 52 IN, v(0) =0, v({n1,...,ng}) =2M 4. 42"

PRIMER 1. Odredimo kod skupa {3,2,4}.
v({3,2,4}) =22 +23+2% =28
_ — 93496 4 nll _
[3,2,4] = [1004001 020 1 020]2 =2°42°+2"" =2120
PRIMER 2. Odredimo skup &iji je kéd 372.

372 =22 4244254064 28
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Kodiranje skupa Pg,(IN)

Pan(IN) je skup svih kona&nih podskupova od IN.
1-1
v:Pin(IN) 52 IN, v(0) =0, v({n1,...,ng}) =2M 4. 42"

PRIMER 1. Odredimo kod skupa {3,2,4}.
v({3,2,4}) =22 +23+2% =28
_ — 93496 4 nll _
[3,2,4] = [1004001 020 1 020]2 =2°42°+2"" =2120
PRIMER 2. Odredimo skup &iji je kéd 372.

372=2242% 125420428 = {2 45 6,8}
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Kodiranje skupa Pg,(IN)

Pan(IN) je skup svih kona&nih podskupova od IN.
1-1
v:Pin(IN) 52 IN, v(0) =0, v({n1,...,ng}) =2M 4. 42"

PRIMER 1. Odredimo kod skupa {3,2,4}.
v({3,2,4}) =22 +23+2% =28
_ — 93496 4 nll _
[3,2,4] = [1004001 020 1 020]2 =2°42°+2"" =2120
PRIMER 2. Odredimo skup &iji je kéd 372.

372=2242% 125420428 = {2 45 6,8}
372 = [101110100],
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Kodiranje skupa Pg,(IN)

Pan(IN) je skup svih kona&nih podskupova od IN.
1-1
v:Pin(IN) 52 IN, v(0) =0, v({n1,...,ng}) =2M 4. 42"

PRIMER 1. Odredimo kod skupa {3,2,4}.
v({3,2,4}) =22 +23+2% =28
_ — 93496 4 nll _
[3,2,4] = [1004001 020 1 020]2 =2°42°+2"" =2120
PRIMER 2. Odredimo skup &iji je kéd 372.

372=2242% 125420428 = {2 45 6,8}
372 =[101110100], = [2,1,0,0,1]
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Pregled predavanja

© Dijagonalizacija
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Dijagonalizacija

Kodiranje skupa INN nije moguce

Kada god nizove prirodnih brojeva poredjamo u niz:

o 0 ,0 0 0

Xo : nNg,Nny,nNp,Nn3,nNg,---
X1 n(l),n:{,n%,n%,n}l,m
Xp n%,n%,n%,n%,nﬁ,m
X3 ng,n‘;’,ng,ng,nz,m

uvek je moguce definisati niz prirodnih brojeva koji se ne nalazi na toj listi:
neka je (my) niz prirodnih brojeva takav da za svako k vazi my # n’,ﬁ. Niz
(myg) ne nalazi se na listi, jer je razli¢it od svakog niza liste.
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Kodiranje skupa P(IN) nije moguce

Skup P(IN), svih (i kona&nih i beskona&nih) podskupova od IN, moZemo
identifikovati sa skupom 2% svih binarnih nizova: svaki A C IN odredjuje
jedinstvenu funkciju x4 :IN — {0,1},

1, neA,
XA(”):{ 0, n¢A

a svaki binarni niz f : N — {0,1} odredjuje jedinstveni podskup

Ar={neIN|f(n)=1} skupa IN.
Dijagonalizacija ...
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Pregled predavanja

@ Alfabet, reg, jezik
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Altabet, rec, jezi

Mala modifikacija brojevnih sistema

Posledica leme o ostatku

Za svaki prirodan broj n > 0 postoje jedinstveni g i r takvi da je
n=qgb+r, 1 <r<hb.
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Altabet, rec, jezi

Mala modifikacija brojevnih sistema

Posledica leme o ostatku
Za svaki prirodan broj n > 0 postoje jedinstveni g i r takvi da je
n=qgb+r, 1 <r<hb.

Za svaki prirodan broj n > 0 postoje jedinstveni k, r,...,r,rp takvi da je
n= rkbk+--~+r1b1+r0, 1<r,...,n,nn< b.

Zapis [rg...rr]p nazivamo reprezentacijom broja n u modifikovanom
sistemu baze b.
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Altabet, rec, jezi

Modifikovani dekadni sistem
Cifre modifikovanog dekadnog sistema: 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9, X.

0

1 2
11 12
21 22
91 92
X1 X2
111 112

3
13
23

93

113

Matematicki fakultet, Beograd
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X4
114

5
15
25

95
X5
115

6
16
26

96
X6
116

7
17
27

97
X7
117

8
18
28

98

118

9
19
29

99

119

X
1X
2X

9X
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11X
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Modifikovani dekadni sistem

Cifre modifikovanog dekadnog sistema: 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9, X.

0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 X
11 12 13 14 15 16 17 18 19 1X
21 22 23 24 25 26 27 28 29 2X

91 92 93 94 95 96 97 98 99 9X
X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 XX
111 112 113 114 115 116 117 118 119 11X

Broju 3001 (zapisanom u uobi¢ajenom dekadnom sistemu), u
modifikovanom dekadnom sistemu odgovara zapis 29X1:

3001 = 300-10+1,
300 = 29-10+X,
29 = 2-10+9,
2 = 0-10+2.
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300 = 29-10+X,
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Altabet, rec, jezi

Modifikovani dekadni sistem

Zapisu 2X3X odgovara sledeci zapis u uobi¢ajenom dekadnom sistemu:

2X3X =2-10% + X-10% 4-3-10+ X = 2000 + 1000 + 30 + 10 = 3040.
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Altabet, rec, jezi

Modifikovani dekadni sistem

Zapisu 2X3X odgovara sledeci zapis u uobi¢ajenom dekadnom sistemu:
2X3X =2-10%+X-102+3-10+ X = 2000 + 1000 + 30 + 10 = 3040.

Poznate postupke sabiranja i mnoZenja bez problema prilagodjavamo
modifikovanom sistemu koriste¢i odgovarajuce tablice.
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Altabet, rec, jezi

Unarni sistem (‘recka’ sistem)

U modifikovane pozicione sisteme moZemo ukljuditi i sistem sa bazom 1, u

kome se prirodni brojevi prikazuju samo jednim simbolom, na primer
znakom 1:

g,1,11,111, 1111, ---
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Altabet, rec, jezi

Unarni sistem (‘recka’ sistem)

U modifikovane pozicione sisteme moZemo ukljuditi i sistem sa bazom 1, u
kome se prirodni brojevi prikazuju samo jednim simbolom, na primer

znakom 1:
e 1,11,111,1111, ---

Reprezentacija prirodnih brojeva pomoéu jednog simbola predstavlja
najprimitivniji nacin zapisivanja brojeva, ako uzmemo u obzir da su, u
zacecima ljudske civilizacije, koli¢ine beleZene pisanjem recki. Pored toga,
zapisivanje brojeva jednim simbolom saglasno je i sa reprezentacijama
brojeva na koje nas direktno navodi jezik Peanove aksiomatike:

0, s(0), s(s(0)), s(s(s(0))), - ..
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Alfabet

Pod alfabetom ¥ podrazumevamo bilo koji neprazan konacan skup &ije
elemente nazivamo simbolima.
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Alfabet

Pod alfabetom ¥ podrazumevamo bilo koji neprazan konacan skup &ije
elemente nazivamo simbolima.

e Yy = {1} — unarni alfabet, koji sadrzi samo jedan simbol;
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Alfabet

Pod alfabetom ¥ podrazumevamo bilo koji neprazan konacan skup &ije
elemente nazivamo simbolima.

e Yy = {1} — unarni alfabet, koji sadrzi samo jedan simbol;

e ¥, ={0,1} — binarni alfabet, veoma vaZan za rafunarstvo;
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e ¥, ={0,1} — binarni alfabet, veoma vaZan za rafunarstvo;

e Y ={a,b,c,...,z} — mala slova latinica;
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Alfabet

Pod alfabetom ¥ podrazumevamo bilo koji neprazan konacan skup &ije
elemente nazivamo simbolima.

e Yy = {1} — unarni alfabet, koji sadrzi samo jedan simbol;
e ¥, ={0,1} — binarni alfabet, veoma vaZan za rafunarstvo;
e Y ={a,b,c,...,z} — mala slova latinica;

® Yieyboard = {A,2,B,b,...,Z,2,U,>,<,(,),...,!} je alfabet svih simbola
tastature, pri ¢emu LI oznadava blanko znak.
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Alfabet

Pod alfabetom ¥ podrazumevamo bilo koji neprazan konacan skup &ije
elemente nazivamo simbolima.

e Yy = {1} — unarni alfabet, koji sadrzi samo jedan simbol;
e ¥, ={0,1} — binarni alfabet, veoma vaZan za rafunarstvo;
e Y ={a,b,c,...,z} — mala slova latinica;
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Altabet, rec, jezi

Ret

YM=3% x---xX, mz=1, skup svih m-torki simbola iz X koji nazivamo i
N——

m puta
skupom svih re¢i nad ¥ duZine m.
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Altabet, rec, jezi

Ret

YM=3% x---xX, mz=1, skup svih m-torki simbola iz X koji nazivamo i
N——

m puta
skupom svih re¢i nad ¥ duZine m.

‘Umesto (a1,---,am) pisemo a1 - am.
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Altabet, rec, jezi

Ret

YM=3% x---xX, mz=1, skup svih m-torki simbola iz X koji nazivamo i
N——

m puta
skupom svih re¢i nad ¥ duZine m.

‘Umesto (a1,---,am) pisemo a1 - am.

¥ tj. skup svih re&i nad X duZzine 1, identifikujemo sa X.

Matematicki fakultet, Beograd February 26, 2018 26 /29



RV
el

YM=3% x---xX, mz=1, skup svih m-torki simbola iz X koji nazivamo i
N——
m puta
skupom svih re¢i nad ¥ duZine m.

‘Umesto (a1,---,am) pisemo a1 - am.

¥ tj. skup svih re&i nad X duZzine 1, identifikujemo sa X.

Skup X0 je jednotlani skup &iji ¢emo element oznalavati € i nazivati ga
prazna rec.
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RV
el

YM=3% x---xX, mz=1, skup svih m-torki simbola iz X koji nazivamo i
N——

m puta
skupom svih re¢i nad ¥ duZine m.

‘Umesto (a1,---,am) pisemo a1 - am.

¥ tj. skup svih re&i nad X duZzine 1, identifikujemo sa X.

Skup X0 je jednotlani skup &iji ¢emo element oznalavati € i nazivati ga
prazna rec.

Skup svih re¢i nad X ozna&avamo ¥*, a skup svih nepraznih re¢i X :

st= " o= I =xtu{e)

m=>1 m=0
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Altabet, rec, jezi

Ret

YM=3% x---xX, mz=1, skup svih m-torki simbola iz X koji nazivamo i
N——
m puta
skupom svih re¢i nad ¥ duZine m.

‘Umesto (a1,---,am) pisemo a1 - am.

¥ tj. skup svih re&i nad X duZzine 1, identifikujemo sa X.

Skup X0 je jednotlani skup &iji ¢emo element oznalavati € i nazivati ga
prazna rec.

Skup svih re¢i nad X ozna&avamo ¥*, a skup svih nepraznih re¢i X :

st= " o= I =xtu{e)

m=>1 m=0

Da je w re¢ duZine m, zapisujemo |w| = m.
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Altabet, rec, jezi

Operacija dopisivanja

Ako jeu=ai---ax, v=>b1---by € ¥* onda je uv re€ a1...axby...by.
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Altabet, rec, jezi

Operacija dopisivanja

Ako jeu=ai---ax, v=>b1---by € ¥* onda je uv re€ a1...axby...by.
OSOBINE:
e dopisivanje je asocijativno: (uv)w = u(vw),

@ ¢ je neutralni element: we =ew = w.
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Altabet, rec, jezi

Operacija dopisivanja

Ako jeu=ai---ax, v=>b1---by € ¥* onda je uv re€ a1...axby...by.
OSOBINE:

e dopisivanje je asocijativno: (uv)w = u(vw),

@ ¢ je neutralni element: we =ew = w.

DEerFINICIA: w0 =¢, w1l =w"w
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Altabet, rec, jezi

Operacija dopisivanja

Ako jeu=ai---ax, v=>b1---by € ¥* onda je uv re€ a1...axby...by.
OSOBINE:

e dopisivanje je asocijativno: (uv)w = u(vw),
@ ¢ je neutralni element: we =ew = w.
DEerFINICIA: w0 =¢, w1l =w"w

Ako w € ¥, podrel re¢i w je svaka re¢ u € ¥, takva da je w = viuvy, za
neke vi, v € ¥,
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Operacija dopisivanja

Ako jeu=ai---ax, v=>b1---by € ¥* onda je uv re€ a1...axby...by.
OSOBINE:

e dopisivanje je asocijativno: (uv)w = u(vw),

@ ¢ je neutralni element: we =ew = w.

DEerFINICIA: w0 =¢, w1l =w"w

Ako w € ¥, podrel re¢i w je svaka re¢ u € ¥, takva da je w = viuvy, za
neke vi, v € ¥,

Ako je w = uv, onda se kaZe da je u prefiks re¢i w, kao i da je v sufiks
re¢i w.
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Leksikografsko uredjenje

Neka je ¥ = {s,...,sm} alfabet &iji su simboli linearno uredjeni:
S1<S$<...<5S5n.
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Altabet, rec, jezi

Leksikografsko uredjenje

Neka je ¥ = {s,...,sm} alfabet &iji su simboli linearno uredjeni:
S1<$H<...<Snp.

Na skupu X* uvodimo strogi leksikografski poredak <.x na sledeci
nadin:

U <pex V< (|U| < |V|)\/

V(lul =|v|ANu=wsix N\v = wsjy za neke w,x,y € L* i 5; <'s)).

Naravno, u Kjex V& U <jex VV U = V.
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Leksikografsko uredjenje

Neka je ¥ = {s,...,sm} alfabet &iji su simboli linearno uredjeni:
S1<$H<...<Snp.

Na skupu X* uvodimo strogi leksikografski poredak <.x na sledeci
nadin:

U <jex V<& (|U|<|V|)\/
V(lul =|v|ANu=wsix N\v = wsjy za neke w,x,y € L* i 5; <'s)).

Naravno, u Kjex V& U <jex VV U = V.

Ako je ¥ ={0,1} i 0 < 1, onda je:

€ <fex 0 <lex 1 <lex 00 <lex 01 <lex 10 <lex 11 <lex 000 <lex 001 <lex 010 <lex
011 <jex 100 <jex -+~
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Altabet, rec, jezi

Jezici

Jezik nad alfabetom ¥ je bilo koji podskup od X*.
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Altabet, rec, jezi

Jezici

Jezik nad alfabetom ¥ je bilo koji podskup od X*.

PRIMER. Nekoliko netrivijalnih jezika nad {a, b}:
L; = {€,ab, bab};
Ly ={aP | p je prost broj} = {aa, aaa, aaaaa, aaaaaaa,...};
L3={abitd|ij>1};
Lo ={w e {a,b}*||w|s=|w|p}, pri €emu, za s € {a, b}, |w]s
oznaava broj pojavljivanja simbola s u reci w.
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Altabet, rec, jezi

Jezici

Jezik nad alfabetom ¥ je bilo koji podskup od X*.
PRIMER. Nekoliko netrivijalnih jezika nad {a, b}:
L; = {€,ab, bab};
L2 = {aP | p je prost broj} = {aa,aaa, aaaaa, aaaaaaa, ...},
={a'b™d|ij>1};
L4 ={we{a,b}*||w|,=|w|p}, pri &emu, za s € {a, b}, |w|s
oznalava broj pojavljivanja simbola s u reci w.
Operacije nad jezicima:
o Unija jezika Ly i Lo jeste LiULy = {w e X* [we Ly ili w e Lo},
o Presek jezika Ly i Ly jeste LiNLy={weX*|wel;iwely}.
o Komplement jezika L jeste [ =¥*\L={weX*|w¢L}.
e Nadovezivanjem jezika Ly i L, dobijamo LiLy ={uv|u € Ly,v € Lp}.
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