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Definicija
Neka su A i B podskupovi od IN. Skup A je m-svodljiv na B, u oznaci
A <u B, ako postoji unarna rekurzivna funkcija f takva da je za svako

x € N vazi:
xeA& f(x)eB.
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A <u B, ako postoji unarna rekurzivna funkcija f takva da je za svako
x € N vazi:

xeA& f(x)eB.

NAPOMENE:
© Indeks m, u oznaci <, skracuje izraz 'many to one’ koji isti¢e da
funkcija f ne mora biti 1-1.
@ Ako je A<y B i f je unarna rekurzivna funkcija kojom se opravdava
ova m-svodljivost, pisemo f: A <, B.
© Ako je A<y B, problem 'x € B’ nije laksi od problema 'x € A'.
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1) Za svaki skup ACN, A<, A.

Dokaz. idy : A<, A

2) Zasve A,B,CCN, ako je A<, BiB<,C,ondaje A<y, C.
DokAz. Ako F: A<, Big:B<, C,ondagof:A<y,C.

3) Ako je K <pn A, onda A nije rekurzivan.

DokAz. Neka je f rekurzivna funkcija takva da f: K <, A, tj.
zasvexelN, x € K & f(x) € A

Ako bi A bio rekurzivan skup, tj. xa rekurzivna funkcija, onda bi iz
jednakosti yx = xaof sledilo i da je xx rekurzivna funkcija, $to nije ta¢no.
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Zadatak
Dokazati da skup E = {e | dom(¢.) # 0} nije rekurzivan. J

RESENJE. Dokaza¢emo da se K moZe svesti na E, tj. da problem 'x € E’
nije laksi od problema 'x € K".
.. 0, ecK(tj. pe(e)]), . .. :
Funkcija f(e,x) = ’ . " je parcijalno rekurzivna.
Ao =1 T CC Rl e 1) Je v

Neka je ey indeks funkcije f i h:IN — IN primitivno rekurzivna funkcija

definisana sa h(e) def si(eo, €).

Ph(e)(X) 2= Pg1(ep,e) (%) = (pg)(e,x) ~ f(e,x), za svako x € IN.
Ako e € K, onda je @) =0, pa h(e) € E.
Ako e ¢ K, onda je ¢p(e) prazna funkcija, pa h(e) € E.
Dakle: e € K < h(e) € E. Iz ove ekvivalencije sledi da E ne mozZe biti
rekurzivan, jer bi takav bio i skup K.
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teoremi rekurzije postoji ey takav da je @q,(x) >~ f(ep,x), za sve x € IN.

o Ako ey ¢ E, onda je ¢, =0, 8to znadi da je @, totalna funkcija, a to
nije mogudée, kao i

@ ako ey € E, g, je prazna funkcija, pa nije totalna, $to je takodje
nemoguce.
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Primeri

Zadatak
Dokazati da skup E = {e | dom(¢.) # 0} nije rekurzivan. J

RESENJE II. [primena teoreme rekurzije]
Ako pretpostavimo da postoji RM-program E koji odlu¢uje E, do
kontradikcije dolazimo konstrukcijom slede¢eg programa:

D =za ulaz x:
1. Odredi (primenom teoreme rekurzije) sopstveni kod [D]
2. Pozovi E za ulaz ([D], x)
3. Ako E kaze ([D],x) € E, onda divergiraj;
ako E kaze ([D],x) ¢ E, onda vrati izlaz 0.
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Neka je Tot = {e|dom(¢.) =IN} i Nul = {e | . = 0}. Dokazati da je
Tot <, Nul.
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Neka je Tot = {e|dom(¢.) =IN} i Nul = {e | . = 0}. Dokazati da je
Tot <, Nul.

RESENJE. Prema teoremi parametrizacije postoji unarna rekurzivna
funkcija k takva da je @) =00 @e, za svako e € IN.
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Zadatak

Neka je Tot = {e|dom(¢.) =IN} i Nul = {e | . = 0}. Dokazati da je
Tot <, Nul.

RESENJE. Prema teoremi parametrizacije postoji unarna rekurzivna
funkcija k takva da je @) =00 @e, za svako e € IN.

Tada vazi: e € Tot < k(e) € Nul, tj. k: Tot <;, Nul.
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K je najteZi medju svim rekurzivno nabrojivim skupovima

Teorema
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2
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Neka je A= dom(¢@e,), za neko . Funkcija g(x,y) >~ @¢,(x) je parcijalno
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Matematicki fakultet, Beograd April 15, 2018 9/12



K je najteZi medju svim rekurzivno nabrojivim skupovima

Teorema
Za svaki rekurzivno nabrojiv skup A vazi A <, K. J

DOKAZ. Postoji rekurzivna funkcija si : IN> — IN takva da

08 (%.9) = Put(er)(¥), € x,y €N,

Neka je A= dom(¢@e,), za neko . Funkcija g(x,y) >~ @¢,(x) je parcijalno
rekurzivna, pa postoji prirodan broj ¢ takav da je f = ¢§2).
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K je najteZi medju svim rekurzivno nabrojivim skupovima

Teorema

Za svaki rekurzivno nabrojiv skup A vazi A <, K.

DOKAZ. Postoji rekurzivna funkcija si : IN> — IN takva da

0 (x,y) =~

Psl(ex)(¥) €x,y €.
Neka je A= dom(@,), za neko . Funkcija g(x,y) ~

rekurzivna, pa postoji prirodan broj ¢ takav da je f = ¢§2).
Neka je f(x) = si(c,x), x € N. Tada je za svako x € IN:

MatematiZki fakultet, Beograd

P (x) 4
g(x.s1(e,x)) 4
0P (x,s}(c,x)) 4
Psi(e(s1(e,¥)) 4
st(c,x) € K
f(x)eK.
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N
Osobine

Teorema
1) Ako je A rekurzivan i B <p A, onda je i B rekurzivan. J

DoxkAz. 1) Neka je A rekurzivan skup i f: B <p A. Tada je xa rekurzivna

funkcija i vazi yg = xaof, odakle sledi da je i 5 rekurzivna funkcija,
odnosno da je B rekurzivan skup.
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Osobine

Teorema

2) Ako je A rekurzivan i B #0,IN, onda je A<, B. J

DoKAZ. 2) Pretpostavimo da je A rekurzivan skup i B # 0,IN. Neka je b
proizvoljan element iz B i ¢ proizvoljan element iz BC. Definigimo funkciju

f:IN— N sa:
b, x€A,
f(X)_{ c, xeAl

Kako je A rekurzivan skup, funkcija f je rekurzivna i vaZi:

xeA& f(x)eB.
Dakle, f: A<y B.
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Osobine

Teorema

3) Ako je A rekurzivno nabrojiv skup i B <, A, onda je i B rekurzivno
nabrojiv.

DokAz. 3) Neka je A rekurzivno nabrojiv skup i f: B <;, A. Postoji
parcijalno rekurzivna funkcija g takva da je A=dom(g). Funkcija gof je
takodje parcijalno rekurzivna i dom(g o f) = B, §to znati da je B
rekurzivno nabrojiv.
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