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Teorema parametrizacije

Nadovezivanje programa

Lema

Postoji primitivno rekurzivna binarna funkcija ∗RM :N×N→N takva da
za svaka dva RM-programa P1 i P2 važi jednakost:
JP1K∗RM JP2K = JP1P2K.

Primer. Posmatrajmo sledeće RM-programe:

C0

{
1. R−1 | 2,1; Cn


1. R−1 | 2,1
2. R+

1 | 3
...

n+ 1. R+
1 | n+ 2

n = 1,2,3,4, . . .

Cn izračunava konstantnu funkciju x 7→ n.

n 7→ JCnK je primitivno rekurzivna funkcija.

Za sve x ,y ∈N, ϕJCx K(y) = ΦU(JCxK,y) = x .
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Cn izračunava konstantnu funkciju x 7→ n.

n 7→ JCnK je primitivno rekurzivna funkcija.

Za sve x ,y ∈N, ϕJCx K(y) = ΦU(JCxK,y) = x .
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Teorema parametrizacije

Efektivno genersianje indeksa

Zadatak. Da li postoji primitivno rekurzivna funkcija h :N→N takva da
za sve n,x ∈N važi ϕh(n)(x)' nx?

Da li se efektivno mogu generisati indeksi funkcija:
x 7→ 0x , x 7→ 1x , x 7→ 2x , x 7→ 3x , · · ·?
Funkcije datog niza dobijaju se fiksiranjem prve koordinate primitivno
rekurzivne funkcije exp :N2→N, exp(n,x) = nx .
Neka je E program koji izračunava exp i En = R2 := R1; R1 = n; E.
Funkcija n 7→ JEnK je primitivno rekurzivna.

Neka je h(n)
def
= JEnK; za sve n,x ∈N važi:

ϕh(n)(x) = ϕJEnK(x) = ΦU(JEnK,x) = nx .
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(Matematički fakultet, Beograd) April 1, 2018 5 / 8



Teorema parametrizacije

Efektivno genersianje indeksa

Zadatak. Da li postoji primitivno rekurzivna funkcija h :N→N takva da
za sve n,x ∈N važi ϕh(n)(x)' nx?
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Neka je E program koji izračunava exp i En = R2 := R1; R1 = n; E.
Funkcija n 7→ JEnK je primitivno rekurzivna.

Neka je h(n)
def
= JEnK; za sve n,x ∈N važi:
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Teorema parametrizacije

Program Smn (P,~x)

Za svaki RM-program P i ~x ∈ Nm neka je Smn (P,~x) program dobijen
nadovezivanjem redom programa:{

1.R−n | 3,2
2.R+

m+n | 1
· · ·
{

1.R−1 | 3,2
2.R+

m+1 | 1


1.R+

1 | 2
...
x1.R

+
1 | x1 +1

· · ·


1.R+

m | 2
...
xm.R+

m | xm+1

P

Izračunavanje programa Smn (P,~x) za ulaz (y1, . . . ,yn):

(y1, . . . ,yn)→ ·· ·(0, . . . ,0︸ ︷︷ ︸
m nula

,y1, . . . ,yn)→ ·· ·(x1, . . . ,xm,y1, . . . ,yn)→P · · ·

Smn (P,~x)(~y) ↓⇔ P(~x ,~y) ↓; štavǐse ϕ
(n)
Smn (P,~x)(~y)' ϕ

(m+n)
P (~x ,~y)

Funkcija smn :Nm+1→N, smn (e,~x) = JSmn (JeK−1,~x)K je primitivno
rekurzivna.
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Teorema parametrizacije

Teorema parametrizacije ili s-m-n teorema

Teorema parametrizacije

Za bilo koja dva prirodna broja m,n > 1, postoji primitivno rekurzivna
funkcija smn :Nm+1→N takva da za sve e ∈N, ~x ∈Nm, ~y ∈Nn važi
jednakost:

ϕ
(n)
smn (e,~x)(~y)' ϕ

(m+n)
e (~x ,~y).

Neka je f bilo koja binarna parcijalna funkcija i neka je e njen indeks:

f (x ,y)' ϕ
(2)
e (x ,y), za sve x ,y ∈N. Fiksirajmo prvi argument:

y 7→ f (0,y), y 7→ f (1,y), y 7→ f (2,y), y 7→ f (3,y), y 7→ f (4,y), · · ·

Primitivno rekurzivna funkcija s1
1 :N2→N odredjuje po jedan indeks za

svaku funkcija navedenog niza:
funkcija: y 7→ f (0,y) y 7→ f (1,y) y 7→ f (2,y) · · ·
indeks: s1

1 (e,0) s1
1 (e,1) s1

1 (e,2) · · ·
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(Matematički fakultet, Beograd) April 1, 2018 7 / 8



Teorema parametrizacije

Primene s-m-n teoreme

Zadatak 1. Dokazati da postoji primitivno rekurzivna funkcija
h :N2→N, takva da za sve x1,x2,y1,y2 ∈N važi

ϕ
(2)
h(x1,x2)(y1,y2)'max{x1y2,x2 + y1}.

Zadatak 2. Dokazati da postoji primitivno rekurzivna funkcija h :N→N
takva da za sve x ∈N važi dom(ϕh(x)) = {x}.
Zadatak 3. Dokazati da postoji primitivno rekurzivna funkcija h :N→N
takva da za sve x ∈N važi dom(ϕh(x)) = {x ,x2,x3,x4, . . .}.
Zadatak 4. Dokazati da postoji primitivno rekurzivna funkcija

h :N2→N takva da za sve x1,x2 ∈N važi ϕ
(2)
h(x1,x2) = Rec2(ϕx1 ,ϕ

(3)
x2 ).
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