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AritmetiCka hijerarhija

Aritmeticki skupovi

Definicija
Skup A C IN¥ je aritmetiZki ako je postoji rekurzivan skup R C INk+m
takav da za sve X € IN¥ vazi

(*) A()_e)<:>Qlyl"'memR()_eayla"'vym),

gde je Qjy; ili Jy; ili Vy;, tj. Qi€ {3V}, 1<i< m.
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Definicija
Skup A C IN¥ je aritmeticki ako je postoji rekurzivan skup R C INk+m
takav da za sve X € IN¥ vazi

(*) A()_e)<:>Qlyl"'memR()_eayla"'aym),

gde je Q,-y,- ili Jy; ili Yy;, tj. Q; € {H,V}, 1<i<m.

e Formula (x) je eksplicitna definicija skupa A;
@ Qiy1---Qmym se naziva prefiks, a

@ R(X,y) je matriks formule (x).

Matematicki fakultet, Beograd April 1, 2018 4 /11
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Aritmeticki skupovi

Definicija
Skup A C IN¥ je aritmeticki ako je postoji rekurzivan skup R C INk+m
takav da za sve X € IN¥ vazi

(*) A()_e)<:>Qlyl"'memR()_ea)/la"'aym),

gde je Qiy; ili Jy; ili Vy;, tj. Qi€ {3,V}, 1<i<m

e Formula (x) je eksplicitna definicija skupa A;
@ Q1y1---Qmym se naziva prefiks, a
@ R(X,y) je matriks formule (x).

Prefiks meri koliko je skup A ‘daleko’ od rekurzivnog skupa.
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AritmetiCka hijerarhija

Kontrakcija kvantifikatora i alternirajuci prefiks

Uzastopna pojavljivanja istih kvantifikatora u prefiksu mogu se eliminisati:

IxJyP(x,y) < FzP((2)1,(z)2) i VxXVyP(x,y) < VzP((2)1,(z)2).
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IxJyP(x,y) < FzP((2)1,(z)2) i VxXVyP(x,y) < VzP((2)1,(z)2).

Definicija
Prefiks je alternirajuéi ako se u njemu ne pojavljuju jedan do drugog dva
ista kvantifikatora.
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Kontrakcija kvantifikatora i alternirajuci prefiks

Uzastopna pojavljivanja istih kvantifikatora u prefiksu mogu se eliminisati:

IxJyP(x,y) < FzP((2)1,(z)2) i VxXVyP(x,y) < VzP((2)1,(z)2).

Definicija

Prefiks je alternirajuéi ako se u njemu ne pojavljuju jedan do drugog dva
ista kvantifikatora.

Prefiks je I, ako je alternirajuéi, sadrzi n kvantifikatora i prvi (sleva)
kvantifikator je V.

Mi: V; Mo: V3, N3: VAV, ...

v
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Uzastopna pojavljivanja istih kvantifikatora u prefiksu mogu se eliminisati:

IxJyP(x,y) < FzP((2)1,(z)2) i VxXVyP(x,y) < VzP((2)1,(z)2).

Definicija

Prefiks je alternirajuéi ako se u njemu ne pojavljuju jedan do drugog dva
ista kvantifikatora.

Prefiks je I, ako je alternirajuéi, sadrzi n kvantifikatora i prvi (sleva)
kvantifikator je V.

Mi: V; Mo: V3, N3: VAV, ...

Prefiks je X, ako je alternirajuéi, sadrzi n kvantifikatora i prvi (sleva)
kvantifikator je 3.

Yo 3 Yo 3V X dVa; L

v
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M, 25 A, relacije

Definicija

Skup (relacija) A je I, ako se moze eksplicitno definisati formulom &iji je
prefiks I,, a matriks je rekurzivan.

Skup (relacija) A je X, ako se moze eksplicitno definisati formulom ¢&iji je
prefiks X, a matriks je rekurzivan.

Skup (relacija) A je A, ako jei M, i X,.
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M, 25 A, relacije

Definicija

Skup (relacija) A je I, ako se moze eksplicitno definisati formulom &iji je
prefiks I,, a matriks je rekurzivan.

Skup (relacija) A je X, ako se moze eksplicitno definisati formulom ¢&iji je
prefiks X, a matriks je rekurzivan.

Skup (relacija) A je A, ako jei M, i X,.

Ako oznake I, ¥, i A, iskoristimo da oznadimo redom skupove svih 1,
>, i Aprelacija, onda je A, =T1,NX,.
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Aritmetic¢ka hijerarhija

Y1 @ g \Q,onnﬂ
Ao
G N
e o .. , . %, * I,

Klasifikacija aritmeti¢kih relacija pomoéu N, i ¥, "\ 4
prefiksa se naziva aritmeticka hijerarhija. AN
Uvodjenjem  tzv. laZnih  promenljivih,  tj.
promenljivih koje se zajedno sa nekim kvan-
tifikatorom pojavljuju u prefiksu, ali ih nema u .\\) 2(//.
matriksu, pokazujemo da vaZe inkluzije prikazane (//' o

na slici desno. Yy » 11,
Hijerarhija je prava, tj. sve inkluzije su stroge.

A
'H
S

Y. ° II;

v
\C\

L]
peKyp3unBHU
CKYNOBM

Matematicki fakultet, Beograd April 1, 2018 7/11



AritmetiCka hijerarhija
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Definicija
Neka je R neki skup k-arnih relacija. KaZzemo da (k + 1)-arna relacija E

univerzalna za relacije iz R ukoliko za svako R € R postoji e € IN takav da
za sve X € IN¥ va%i R(X) < Ex(X,e).
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Definicija

Neka je R neki skup k-arnih relacija. KaZzemo da (k + 1)-arna relacija E
univerzalna za relacije iz R ukoliko za svako R € R postoji e € IN takav da
za sve X € IN¥ va%i R(X) < Ex(X,e).

Teorema

Za sve n,k > 1, postoji (k+1)-arna X, relacija S/ koja je univerzalna za
skup svih k-arnih X, relacija.

Za sve n,k > 1, postoji (k+1)-arna I, relacija P} koja je univerzalna za
skup svih k-arnih I, relacija.
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Aritmetic¢ka hijerarhija

Dokaz. Matemati¢kom indukcijom po n dokazujemo: za sve k > 1
postoji (k+1)-arna X, relacija S/ univerzalna za sve k-arne ¥, relacije, i
postoji (k+1)-arna I, relacija P} univerzalna za sve k-arne 1, relacije.
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Dokaz. Matemati¢kom indukcijom po n dokazujemo: za sve k > 1
postoji (k+1)-arna X, relacija S/ univerzalna za sve k-arne ¥, relacije, i
postoji (k+1)-arna I, relacija P} univerzalna za sve k-arne 1, relacije.
Baza indukcije: n=1. Neka je A k-arna X1 relacija, i R C INK+1
rekurzivana relacija takva da je A(X) < JuR(X,u). Ako je ey indeks
funkcije xr, onda vaZi:

R(X,u) < 3z(Tks1(e0,X,u,z) ANU(z) = 1), odnosno
A(X) & Judz(Tis1(eo, X, u,z) ANU(z) =1).
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rekurzivana relacija takva da je A(X) < JuR(X,u). Ako je ey indeks
funkcije xr, onda vaZi:

R(X,u) < 3z(Tks1(e0,X,u,z) ANU(z) = 1), odnosno
A(X) & Judz(Tis1(eo, X, u,z) ANU(z) =1).

o\ def S :
SH%.e) & 3y (Thea(es% ()1, (1)2) AU((y)2) = 1) - S} je (k+1)-ama
> 1 relaciju univerzalna za sve k-arne X1 relacije.
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Baza indukcije: n=1. Neka je A k-arna X1 relacija, i R C INK+1
rekurzivana relacija takva da je A(X) < JuR(X,u). Ako je ey indeks
funkcije xr, onda vaZi:

R(X,u) < 3z(Tks1(e0,X,u,z) ANU(z) = 1), odnosno

A(X) & Judz(Tis1(eo, X, u,z) ANU(z) =1).

o\ def S :
SH%.e) & 3y (Thea(es% ()1, (1)2) AU((y)2) = 1) - S} je (k+1)-ama
> 1 relaciju univerzalna za sve k-arne X1 relacije.

PL(%,e) gﬁS;(X, e) — P} je (k+1)-arna M relacija univerzalna za sve
k-arne Ty relacije.

Matematicki fakultet, Beograd April 1, 2018 9/11



AritmetiCka hijerarhija

Aritmetic¢ka hijerarhija

DoOKAZ. Induktivna pretpostavka: za sve k > 1 postoji (k+1)-arna X,
relacija S/ univerzalna za sve k-arne X, relacije, i postoji (k+1)-arna I,
relacija P/ univerzalna za sve k-arne [1, relacija.
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DoOKAZ. Induktivna pretpostavka: za sve k > 1 postoji (k+1)-arna X,
relacija S/ univerzalna za sve k-arne X, relacije, i postoji (k+1)-arna I,
relacija P/ univerzalna za sve k-arne [1, relacija.

Ako je A proizvoljna k-arna X, relacija, postoji (k+ 1)-arna I, relacija
R takva da za sve X € IN¥ vaZi: A(X) < JuR(X,u).
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DoOKAZ. Induktivna pretpostavka: za sve k > 1 postoji (k+1)-arna X,

relacija S/ univerzalna za sve k-arne X, relacije, i postoji (k+1)-arna I,
relacija P/ univerzalna za sve k-arne [1, relacija.

Ako je A proizvoljna k-arna X, relacija, postoji (k+ 1)-arna I, relacija
R takva da za sve X € IN¥ vaZi: A(X) < JuR(X,u).

Prema (IP) postoji (k+2)-arna I, relacija P}/, ; koja je univerzalna za sve
(k+1)-arne M, relacije: neka je e takvo da R(X,u) < Py (X, u, €).
Dakle, za sve X € INK vai:

A(X) < 3uPy (X, u,e0).
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Dakle, za sve X € INK vai:

A(X) < 3uPy (X, u,e0).

SR, )g JuPp (X u,e) - Si je (k+1)-arna X, relacija
univerzalna za sve k-arne ¥ ,11 relacue.

PR, )<:> —Sia(X,e) - Ptt je (k+1)-arna M,y 1 relacija univerzalna
za sve k-arne [,41.
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Osnovna teorema o aritmeti¢koj hijerarhiji

Teorema

Za svako n > 1, postoji unarna [1, relacija koja nije X, pa samim tim nije
My niti X4, za bilo koje kK < n. Takodje, za svako n > 1, postoji unarna ¥,
relacija koja nije I1,, pa samim tim nije I, niti X, za bilo koje k < n.
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Osnovna teorema o aritmeti¢koj hijerarhiji

Teorema

Za svako n > 1, postoji unarna [1, relacija koja nije X, pa samim tim nije
My niti X4, za bilo koje k < n. Takodje, za svako n > 1, postoji unarna ¥,
relacija koja nije I1,, pa samim tim nije I, niti X, za bilo koje k < n.

DokAz. Neka je P{ binarna [, relacija koja nabraja sve unarne [,
relacije. Unarna relacija D:

D(x) & Py (x,x), x e N

jeste I, relacija, ali pt nije IM,.
Dakle, D ne moze biti X,,.
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