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Rekurzivno nabrojivi skupovi

dom(ϕ
(k)
P )

Svaki RM-program P, za svako k > 1 odredjuje po jedan podskup od Nk

koji sadrži sve one k-torke prirodnih brojeva za koje se P zaustavlja:

W
(k)
P = {(x1, . . . ,xk) ∈Nk | P(x1, . . . ,xk) ↓}= dom(ϕ

(k)
P ).

Definicija

Skup A⊆Nk je poluodlučiv ili rekurzivno nabrojiv (kraće r. n.) ako je
domen neke parcijalno rekurzivne funkcije, tj. postoji e ∈N takav da je

A = dom(ϕ
(k)
e ).
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Rekurzivno nabrojivi skupovi

Parcijalna karakteristična funkcija

Definicija

Neka je A⊆Nk . Parcijalana karakteristična funkcija skupa A je k-arna
funkcija χA definisana sa

χA(~x) =

{
1, ~x ∈ A,
↑, ~x 6∈ A.

Lema

Skup A⊆Nk je poluodlučiv (rekurzivno nabrojiv) akko je k-arna parcijalna
funkcija χA parcijalno rekurzivna.

Dokaz. (⇒) Ako je A = dom(ϕ
(k)
e ), za neko e ∈N, onda je

χA(~x)' 1(ϕ
(k)
e (~x)).

(⇐) Ako je χA parcijalno rekurzivna funkcija, onda je A = dom(χA).
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(Matematički fakultet, Beograd) April 3, 2018 5 / 8



Rekurzivno nabrojivi skupovi

Parcijalna karakteristična funkcija

Definicija

Neka je A⊆Nk . Parcijalana karakteristična funkcija skupa A je k-arna
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Skup A⊆Nk je poluodlučiv (rekurzivno nabrojiv) akko je k-arna parcijalna
funkcija χA parcijalno rekurzivna.

Dokaz. (⇒) Ako je A = dom(ϕ
(k)
e ), za neko e ∈N, onda je

χA(~x)' 1(ϕ
(k)
e (~x)).

(⇐) Ako je χA parcijalno rekurzivna funkcija, onda je A = dom(χA).
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Rekurzivno nabrojivi skupovi

Odlučivost i poluodlučivost

Lema

Svaki odlučiv (tj. rekurzivan) skup je poluodlučiv (tj. rekurzivno nabrojiv).

Dokaz. Ako je χA(~x) =

{
1, ~x ∈ A,
0, ~x 6∈ A.

rekurzivna funkcija,

onda je χA(~x) =

{
1, ~x ∈ A,
↑, ~x 6∈ A.

parcijalno rekurzivna funkcija.

Najpoznatiji primer poluodlučivog skupa koji nije rekurzivan naziva se

kombinatorno jezgro neodlučivosti: K
def
= {e | ϕe(e) ↓}.

Lema

Skup K je poluodlučiv, ali nije odlučiv.

Dokaz. K je poluodlučiv, jer je x 7→ ΦU(x ,x) parcijalno rekurzivna
funkcija.
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Dokaz. Ako je χA(~x) =

{
1, ~x ∈ A,
0, ~x 6∈ A.

rekurzivna funkcija,

onda je χA(~x) =

{
1, ~x ∈ A,
↑, ~x 6∈ A.

parcijalno rekurzivna funkcija.
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Rekurzivno nabrojivi skupovi

Kombinatorno jezgro neodlučivosti

Lema

Skup K je poluodlučiv, ali nije odlučiv.

Dokaz. . . . Dakle, K je poluodlučiv.

K nije odlučiv? Pretpostavimo da je K odlučiv:

χK (x) =

{
1, ϕx(x) ↓,
0, ϕx(x) ↑, je rekurzivna funkcija.

Onda je h(x) =

{
↑, ϕx(x) ↓,
0, ϕx(x) ↑, parcijalno rekurzivna funkcija.

Neka je e0 indeks funkcije h: ϕe0(x)' h(x), x ∈N.

Specijalno, ϕe0(e0)' h(e0), jer važi: h(x) ↓ akko ϕx(x) ↑, za bilo koje x .
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Specijalno, ϕe0(e0)' h(e0), jer važi: h(x) ↓ akko ϕx(x) ↑, za bilo koje x .
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Rekurzivno nabrojivi skupovi

Poluodlučivi skupovi kao projekcije odlučivih

Teorema

Skup A⊆Nk je poluodlučiv (rekurzivno nabrojiv) akko postoji rekurzivan
skup R ⊆Nk+1 takav da je

A = {~x | ∃yR(~x ,y)}.

Dokaz. (⇒) Ako je A = dom(ϕ
(k)
e0 ), za neko e0 ∈N, onda prema

Klinijevoj teoremi o normalnoj formi, za sve ~x ∈Nk važi:

A(~x) ⇔ ~x ∈ dom(ϕ
(k)
e0 ) ⇔ ∃zTk(e0,~x ,z).

(⇐) Ako je A(~x)⇔∃yR(~x ,y), gde je R ⊆Nk+1 rekurzivan skup, tada je
A domen parcijalno rekurzivne funkcije ϕ definisane sa

ϕ(~x)' µyR(~x ,y).
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Rekurzivno nabrojivi skupovi

Osnovne osobine r. n. skupova

Teorema

(1) Ako su A,B ⊆ Nk poluodlučivi skupovi, onda su poluodlučivi i skupovi
A∪B i A∩B.
(2) Ako je A⊆Nk+m poluodlučiv skup, onda je poluodlučiv i skup
B ⊆Nk definisan sa B = {~x | ∃y1 . . .∃ymA(~x ,y1, . . . ,ym)}.

Dokaz. (1) P,Q ⊆Nk+1 su rekurzivni skupovi takvi da je
A(~x)⇔∃yP(~x ,y) i B(~x)⇔∃yQ(~x ,y).

~x ∈ A∪B ⇔∃yP(~x ,y)∨∃yQ(~x ,y)

⇔∃y(P(~x ,y)∨Q(~x ,y))

~x ∈ A∩B ⇔∃yP(~x ,y)∧∃yQ(~x ,y)

⇔∃y1∃y2(P(~x ,y1)∧Q(~x ,y2))

⇔∃y(P(~x ,〈y〉1)∧Q(~x ,〈y〉2)).
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A∪B i A∩B.
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Dokaz. (2) R ⊆Nk+m+1 je rekurzivan skup takav da je
A(~x ,y1, . . . ,ym) ⇔ ∃zR(~x ,y1, . . . ,ym,z).

γ :Nm+1
1−1−→na N je rekurzivno kodiranje, čije su dekodirajuće funkcije

γi :N→N, 1≤ i ≤m+ 1.

B(~x)⇔∃y1 . . .∃ymA(~x ,y1, . . . ,ym)

⇔∃y1 . . .∃ym∃zR(~x ,y1, . . . ,ym,z)

⇔∃uR(~x ,γ1(u), . . . ,γm+1(u))
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Rekurzivno nabrojivi skupovi

Osnovne osobine r. n. skupova

Lema

Skup A⊆Nk je rekurzivan akko su A i A{ =Nk \A poluodlučivi.

Dokaz. (⇒) Očigledno.
(⇐) P,Q ⊆Nk+1 su rekurzivni skupovi takvi da je

A(~x)⇔∃yP(~x ,y) i A{(~x)⇔∃yQ(~x ,y).

Funkcija f (~x) = µy(P(~x ,y)∨Q(~x ,y)) je parcijalno rekurzivna i totalna, tj.
rekurzivna funkcija.

A je rekurzivan skup, jer važi A(~x)⇔ P(~x , f (~x)).

Posledica

Skup K { nije rekurzivno nabrojiv.
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Dokaz. (⇒) Očigledno.
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Rekurzivno nabrojivi skupovi

Teorema o grafiku

Teorema

Parcijalna k-arna funkcija f je parcijalno rekurzivna akko je njen grafik
Γf = {(~x ,y) ∈Nk+1 | f (~x) = y} rekurzivo nabrojiv skup.

Dokaz. (⇒) Ako je f = ϕ
(k)
e za neko e ∈N, na osnovu Klinijeve teoreme

o normalnoj formi za sve (~x ,y) ∈Nk+1 važi:

(~x ,y) ∈ Γf ⇔ ϕ
(k)
e (~x) = y

⇔ U(µzTk(e,~x ,z)) = y

⇔∃z(Tk(e,~x ,z)∧ (∀t < z)¬Tk(e,~x , t)∧U(z) = y)

(⇐) Ako je Γf r. n., onda za neki rekurzivan skup R ⊆Nk+2:

(~x ,y) ∈ Γf ⇔∃zR(~x ,y ,z), odn. f (~x) ↓⇔ ∃y∃zR(~x ,y ,z).

Odavde sledi da je f (~x)' 〈µtR(~x ,〈t〉1,〈t〉2)〉1.
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Rekurzivno nabrojivi skupovi

Rekurzivno nabrojivi podskupovi od N

Teorema

Za svaki skup A⊆N sledeći uslovi su ekvivalentni:

1 A je rekurzivno nabrojiv skup.

2 A = ran(ϕe), za neko e ∈N.

3 A = /0 ili je A = f [N], za neku primitivno rekurzivnu funkciju
f :N→N.

4 A = /0 ili je A = f [N], za neku rekurzivnu funkciju f :N→N.

Dokaz. (1)⇒ (2) Neko je A = dom(ϕe0); funkcija f (x)' x + 0(ϕe0(x)),
je parcijalno rekurzivna i važi A = dom(ϕe0) = ran(f ).
(3)⇒ (4) Trivijalno.
(4)⇒ (1) Prazan skup je r. n. Ako je A = f [N], za neku unarnu
rekurzivnu funkciju f , onda za svako x važi:

x ∈ A = f [N] ⇔ ∃t (f (t) = x) .
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Dokaz. (2)⇒ (3) Neka je /0 6= A = ran(ϕe0), za neko e0 ∈N, i a0 ∈ A.

F (x , t) =

{
U(µz 6 t T1(e0,x ,z)), ako ∃z 6 t T1(e0,x , t),

a0, inače.

F je primitivno rekurzivna funkcija i važi F [N2] = A.

f (x)
def
= F (〈x〉1,〈x〉2) je takodje primitivno rekurzivna funkcija i

A = F [N2] = f [N].
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Rekurzivno nabrojivi skupovi

Registar mašine sa štampačem

Ekvivalencija (1)⇔ (4):

(1) A⊆N je rekurzivno nabrojiv skup.

(4) A = /0 ili je A = f [N], za neku rekurzivnu funkciju f :N→N.

Neprazni r. n. skupovi su oni podskupovi od N čiji se elementi mogu
efektivno nabrajati: postoji rekurzivna funkcija f takva da je

A = {f (0), f (1), f (2), . . .}= {f (n) | n ∈N}= f [N].
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Rekurzivno nabrojivi skupovi

Ne mogu se efektivno nabrajati indeksi rekurzivnih funkcija

Zadatak

Skup Tot = {e | dom(ϕe) =N} nije r. n.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno: Tot je rekurzivno nabrojiv, tj. postoji
rekurzivna funkcija f takva da je Tot = f [N].

Funkcija

g(x)' ΦU(f (x),x) + 1.

je parcijalno rekurzivna i totalna, jer za svako x ∈N:

f (x) ∈ Tot, tj. ϕf (x) je totalna funkcija, pa ΦU(f (x),x) ↓

Pošto f nabraja indekse svih rekurzivnih funkcija, onda postoji k takav da
je g = ϕf (k); specijalno, g(k) = ϕf (k)(k).
Kontradikcija: g(k) = ΦU(f (k),k) + 1 = ϕf (k)(k) + 1.

(Matematički fakultet, Beograd) April 3, 2018 16 / 8



Rekurzivno nabrojivi skupovi

Ne mogu se efektivno nabrajati indeksi rekurzivnih funkcija

Zadatak

Skup Tot = {e | dom(ϕe) =N} nije r. n.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno: Tot je rekurzivno nabrojiv, tj. postoji
rekurzivna funkcija f takva da je Tot = f [N]. Funkcija

g(x)' ΦU(f (x),x) + 1.

je parcijalno rekurzivna i totalna, jer za svako x ∈N:
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