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Problem zaustavljanja

Halting problem
Skup H ={(e,x) | ®e(x) |} nije rekurzivan. J

Dokaz primenom teoreme rekurzije.

Ako je xn(e,x) = { é’ E?g ; Z’ rekurzivna, onda je

_ T XH(G,X):l, . .
f(e,x)= { 0. ulex)=0. parcijalno rekurzivna.

Prema teoremi rekurzije postoji ey da je @g,(x) = f(ep, X).
@ Ako (eg,x) € H, tada f(eg,x) T (prema definiciji funkcije f), a samim
tim i Qg (x) T, $to znali da (ep,x) & H. Kontradikcija.
e Ako (eg,x) & H, tada f(eg,x) | 0 (prema definiciji funkcije 1), a
samim tim i Qe (x) | 0, $to znadi da (ep, x) € H. Kontradikcija.

Dakle, skup H ne moZe biti rekurzivan.
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Problem zaustavljanja

Halting problem
Skup H=1{(e,x) | @e(x) }} nije rekurzivan. J

Primenu teoreme rekurzije ilustrujemo i slede¢om konstrukcijom.

Ako je H RM-program koji izratunava xy (i samim tim se zaustavlja za
svaki ulaz (e, x)), do kontradikcije dolazimo konstrukcijom sledeceg
programa:

D =za ulaz x:
1. Odredi (primenom teoreme rekurzije)
sopstveni kod [D]
2. Pozovi H za ulaz ([D],x)
3. Ako H kaze (|D],x) € H, onda divergiraj;
a ako H kaze ([D],x) ¢ H, onda vrati izlaz 0.
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Rajsova teorema

Definicija
Skup AC N je ekstenzionalan ako za sve a,e € IN:

izacAi Q.= q,sledi e € A

Skup A C NN je netrivijalan ako je A# 0 i A IN; u suprotnom je trivijalan.

Rajsova teorema
Svaki netrivijalan ekstenzionalan skup nije rekurzivan.
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Rajsova teorema

Rajsova teorema

Svaki netrivijalan ekstenzionalan skup nije rekurzivan. J

Dokaz. Neka je AC NN netrivijalan ekstenzionalan skup; a€ A i
b e IN\ A. Pretpostavimo da je A rekurzivan skup. Tada je funkcija

N (pb(X), eEA,
f‘e’x)‘{ 0a(x). edA

parcijalno rekurzivna. Prema teoremi rekurzije, postoji ¢y € IN takav da je
Pey(x) ~ f(e0,x), x € IN.

e Ako ey € A, onda je @, = @p, a kako je A ekstenzionalan i b & A,
sledi da ey € A. Kontradikcija.

@ Ako ey € A, onda je @, = @5, a kako je A ekstenzionalan i a € A,
sledi da eg € A. Kontradikcija.
Dakle, A nije rekurzivan skup.
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Rajsova teorema

Rajsova teorema
Svaki netrivijalan ekstenzionalan skup nije rekurzivan.

Posledica

Neka je A bilo koji skup unarnih parcijalno rekurzivnih funkcija. Skup
I(A) ={e| @ € A} je rekurzivan akko je A trivijalan skup, tj. A=0ili A
sadrzi sve unarne parcijalno rekurzivne funkcije.

v
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Problem redi

@ X — alfabet;
@ Y-pravilo: u—v, u,veX”.

@ > -proces — konadan skup X-pravila.
Ako je P neki X-proces i w,w’ € £*, tada w —p w' znati da se iz w
moze izvesti re¢ w’ primenom pravila iz P kona&an broj puta.

Problem reci
Da li postoji algoritam koji za zadati X-proces P i re¢i w,w’ € ¥ ispituje
(odlutuje) da li w =5 w' ili w =5 w'?

Konstruisaéemo Y-proces P i izabrati jednu re¢ w’ tako da ne postoji
algoritam koji za zadatu re¢ w ispituje da w =3 w' ili w =5 w'.
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Problem redi

Neka je P: fi,..., Iy program u standarnoj formi koji izracunava funkciju
x = dy(x,x); M=||P|+1.
Biramo alfabet ¥ pogodan za opisivanje izvr8avanja programa P:

z:{bva7r17"'7rM7p1a"'7pN7pN+17q17"'7qNaela"'7eN}-

konfiguracija re€a nad X
Iﬂ ’rl‘rz‘... ‘rM‘ — bpirlar1r2ar2...rMarM

Specijalno, poletnoj konfiguraciji za ulaz x € IN odgovara re¢
Wy = bpirna*mnr---ry_1ry.

> -proces P konstruisemo tako $to za svaku instrukciju /;, 1 <i <N,
dodajemo X -pravila kojima se simulira izvr$avanje te instrukcije.
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Problem redi

Ako je [; instrukcija R,j | £, onda dodajemo pravila:
pirj = ripi, 1 <j <k,
pia — api,

Ako je k > 1 dodajemo najpre pravila pomocéu kojih se
iz neke re&i koja opisuje konfiguraciju izvodi re¢ u kojoj
je simbol p; postavljen ispred ry; naravno, ako je k=1,
onda je veé p; vel postavljeno ispred r.

Pitk — qirga, Dodajemo pravilo koje odgovara poveavanju sadrZaja
registra R za 1. Uvodjenje slova g; (umesto p;)
oznalava Cinjenicu da je izvr8ena akcija na registru Ry

koju nalaZe instrukcija /;.

riqi — qirj, 1 <j <k
54 qifj + 5 J ’ Vra¢amo (samo ako je k > 1) slovo g; do slova b.
aqgi — qia,

bq,- — bpg. Menjamo g; slovom py.
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Problem redi

Ako je I; instrukcija R, | {o,¢1, onda dodajemo pravila:
pirj — ripi, 1 <j <k,
pia — ap;.

Pific@ = Gi'k; } Dodajemo pravilo koje odgovara akciji na registru Ry:
Pifkli+1 = €ilklit1, ako u Ry nije upisana nula, onda se sadrzaj umanjuje za

1, i ta akcija se pamti slovom g;; a ako je u Ry upisana

nula, onda se sadrzaj ne menja, i taj slu¢aj se pamti

slovom e¢;.

riqi — qirj, 1 <j <k,

aq; — qia,

riej — eirj, 1 <j <k,

ae; — €;a,

bg; — bpy,,

be,- — bpgo.
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Problem redi

Najzad, dodajemo pravila

PN+1Fi — PN+1; PN+12@ — PN+1,

kojima se re&, koja odgovara zavr$noj konfiguraciji (ako se ona uopste
dostize) izralunavanja P(x), transformi¥e u bppy1.

Za svaki prirodan broj x vaZzi:
wyx —p bpyt+1 akko Py(x,x) L, odn. wy =5 bpyy1 akko x € K.

Budu¢i da skup K nije rekurzivan, ne postoji algoritam koji se traZi u
problemu redi.
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Problem valjanosti

Logi¢ki simboli Nelogicki simboli

o Promenljive: @ Relacijski simboli: Rel
Var = x,y,z,x1,... o Operacijski simboli: Fun

o Veznici: — RelNFun =0, L = RelUFun
AV, =, ¢2) — ar:RelUFun — N

o Kuvantifikatori: — peRel, ar(p) =0
v, 3 iskazno slovo

e Pomocni znaci: — c€Fun, ar(f) =0
) ( ) simbol konstante )

Problem valjanosti

Da li postoji algoritam koji za zadatu L-re€enicu o ispituje (odlucuje) da li
je o valjana (tatna u svim modelima) ili nije, tj. postoji model u kojem
nije ta¢na?
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Problem valjanosti

Neka je P: I1,...,/y program u standarnoj formi koji izratunava funkciju
x = ®y(x,x); M=|P||+1.
Biramo £ tako da L-refenice budu pogodne za opisivanje izvr8avanja
RM-programa P:

@ jedan simbol konstante 0,

@ unarni operacijski simbol ’ i

@ d+ l-arni relacijski simbol R.

» puta

N
Za svako n€ N, term 0/ 7/ (tzv. numeral) oznati¢emo n.

Za svaku instrukciju I; programa P sastavi¢emo recenicu o; koja izraZava
znalenje te instrukcije.
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Problem valjanosti

Ako je [; instrukcija R;r | £, onda je o; recenica
Vx1 . X (R X1, -y Xks -5 Xd) = R(E, X1, -+ o3 Xy - -5 Xd))-
Ako je I; instrukcija R, | {o,¢1, onda je o; retenica

Vx1 ... Vxg(R(i,x1,...,0,...,xq9) = R(@,xl,...,g,...,xd)A
A R(i,X1, .y Xy -3 Xd) = R0, X1, oy Xk - Xd))-

0p je recenica VxVy((xX' =y = x=y)Ax #0).
Za n € N neka je o, recenica:
coNO1 A~ Aoy AR(1,n,0,...,0) = Ixg - IxgR(N+ 1, x1,...,%q)-
Za svaki prirodan broj n vaZi:
P(n) | akko |= 0p, odn. ne Kakko = o,.
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Resivost Diofantovih jednacina

10. Hilbertov problem

Da li postoji algoritam koji za svaki polinom P(xi,...,xk), &iji su
koeficijenti prirodni brojevi, odlu€uje da li jedna&ina P(xi,...,xx) =0 ima
redenja u IN¥ ili nema?

Definicija
Skup A C IN¥ je diofantovski ukoliko postoji polinom
P(X1,.. Xk, Y1,---,Ym) takav da je

A={ZeN|3y .. .ynP(X,y)=0.}

Matijasevi¢eva teorema

Svaki rekurzivno nabrojiv skup je diofantovski.
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Poplo¢avanje ravni

Poznato je da se ravan moZe poplocati, tj. pokriti bez preklapanja i
praznina, kvadratima, jednakostraniénim trouglovima i pravilnim
Sestouglovima, a da se ne moZe poplodati, na primer, pravilnim
petouglovima.

N

Mnogi drugi oblici mogu poploati ravan, kao, na primer, svaki od
nepravilnih petouglova prikazanih na narednoj slici.
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Poplo¢avanje ravni

Razmatranje poplo¢avanja ravni prili¢éno se komplikuje poveavanjem broja

- e

(Matematicki fakultet, Beograd 26. 12. 2017. 18 / 37




Poplo¢avanje ravni

Sva poplotavanja ravni prikazana na
prethodnim slikama su periodi¢na. L<\ A A
Grubo govoredi, to znadi da postoje bar

dva razli¢ita pravca u poplo¢anoj ravni i }< >/ >/' >/.
na svakom od njih beskona¢no mnogo
talaka iz kojih moZemo posmatrati
poplo¢anu ravan a da ono $to vidimo
bude jedan te isti Sablon, odnosno da
nam poplocana ravan izgleda potpuno
isto kada je posmatramo iz bilo koje od
pomenutih tacaka.
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Poplo¢avanje ravni

Matemati¢kim jezikom, poplo¢avanje je
periodi¢no ako postoje dve nezavisne
translacije ravni koje uoceno
poplotavanje prevode u sebe. Za svako
periodi¢no poplo€avanje ravni postoji
tzv. paralelogram perioda odredjen
vektorima translacija koje to
poplotavanje prevode u sebe.
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Cavati i periodi

Postoje plotice kojima se ravan moZe poplo

Poplo¢avanje ravni
neperiodi¢no.
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Poplo¢avanje ravni

Postoji li konacan skup dozvoljenih oblika koji se mogu redjati samo
neperiodi¢no?  Postoji — Robinsonov aperiodi¢an skup ploéica.

(a) (d) (e) (5

®) ()
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Poplo¢avanje ravni

Postoji jo$ aperiodi¢nih skupova plocica: Penrouzove ploéice — zmaj i
strelica.




Poplo¢avanje ravni

Kako i zasto su otkriveni aperiodi¢ni skupovi plogica?

Hao Vang je 1961. godine formulisao je problem: Postoji li postupak za
reSavanje problema poplo¢avanja, tj. postoji li neki algoritam kojim se
moZe utvrditi da li dati skup mnogougaonih plocica moZe poplocati ravan?
Dokazao je da ¢e ovakav algoritam postojati ako se dokaZe da svaki skup
plocica koji poplo¢ava ravan zaparavo je poplo¢ava periodi¢no.

(U to vreme se verovalo da aperiodi¢ni skupovi plotica ne postoje).

M. R. Robinson, Undecidability and nonperiodicity for tilings of the plane,
Invent. Math. 12, 1971.

Matematicki fakultet, Beograd 26. 12. 2017. 24 /37



Neodlucivost problema poplo¢avanja ravni

Sustinska ideja dokaza neodlu&ivosti problema poplotavanja ravni jeste
simulacija Tjuringovih ma%ina pomocu plocica. Sama simulacija je
zanimljiva sama po sebi jer omogucava da pakovanje plo¢ica zamisljamo
kao model izracunljivosti.

Simuliratemo rad proizvoljne Tjuringove masine na praznoj traci jer: ne
postoji algoritam koji odlu¢uje da li se proizvoljna Tjuringova masina
zaustavlja ako zapo&ne rad na praznoj traci.

Umesto opsteg problema poplo¢avanja ravni razmatraéemo tzv. problem
poplo¢avanja ravni sa podetnim zahtevima.
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Neodlucivost problema poplo¢avanja ravni

Za simulaciju rada Tjuringovih masina na praznoj traci koristicemo sledece

plocice.

Sk
Mnounua
cumbon

q;

;S Sk
A #
—_ < |
Sk Sk
Mnounue
Bese
JoSo

q;
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Neodlucivost problema poplo¢avanja ravni

ZADATAK 23. Ispitati rad na praznoj traci Tjuringove masSine date sa:

qo01Lg1, 101Rq2, g111Rq1, g211Rqo.
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|
Primer go01Lqg1, g101Rqgo, g111Rq1, g211Rqg
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|
Primer go01Lqg1, g101Rqgo, g111Rq1, g211Rqg
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|
Primer go01Lqg1, g101Rqgo, g111Rq1, g211Rqg
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|
Primer go01Lqg1, g101Rqgo, g111Rq1, g211Rqg
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|
Primer go01Lqg1, g101Rqgo, g111Rq1, g211Rqg
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|
Primer go01Lqg1, g101Rqgo, g111Rq1, g211Rqg
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|
Primer go01Lqg1, g101Rqgo, g111Rq1, g211Rqg
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|
Primer go01Lqg1, g101Rqgo, g111Rq1, g211Rqg
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Primer go01Lqg1, g101Rqgo, g111Rq1, g211Rqg

XX KX
X AX X




Neodlucivost problema poplo¢avanja ravni

Ozna&imo sa (T) skup plotica odredjenih Tjuringovom masinom T.
NAPOMENA. (T) je kona&an skup plogica.

Tjuringova masina T se ne zaustavlja na praznoj traci
akko
ploticama iz (T) je moguce prekriti poluravan sa odgovarajuéom prvom
vrstom.
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