Neodlu&ivost u matematici

Poplo¢avanje ravni

Poznato je da se ravan moZe poplocati, tj. pokriti bez preklapanja i
praznina, kvadratima, jednakostrani¢nim trouglovima i pravilnim
Sestouglovima, a da se ne moZe poplodati, na primer, pravilnim
petouglovima.

N

Mnogi drugi oblici mogu poploati ravan, kao, na primer, svaki od
nepravilnih petouglova prikazanih na narednoj slici.
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Poplo¢avanje ravni

Razmatranje poplo¢avanja ravni prili¢éno se komplikuje povecavanjem broja
oblika.
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Poplo¢avanje ravni

Sva poplotavanja ravni prikazana na
prethodnim slikama su periodi¢na. A JA A
Grubo govoredi, to znadi da postoje bar
dva razli¢ita pravca u poplo¢anoj ravni i }< >//< >//< >/
na svakom od njih beskona¢no mnogo
talaka iz kojih moZemo posmatrati
poploéanu ravan a da ono $to vidimo
bude jedan te isti Sablon, odnosno da
nam poplocana ravan izgleda potpuno
isto kada je posmatramo iz bilo koje od
pomenutih tacaka.
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Neodlu&ivost u matematici

Poplo¢avanje ravni

Matemati¢kim jezikom, poplo¢avanje je L{\ /\\ /\\ J\\

periodicv:.r?o ako .pos’_coje dve nezavisne }< >//< >//< \>/-

translacije ravni koje uoceno

poplotavanje prevode u sebe. Za svako >/;<>//< .
periodi¢no poploavanje ravni postoji A\

tzv. paralelogra joda odredje
ZV. par. gram peri redjen UB//K )7/<>/

vektorima translacija koje to

poplotavanje prevode u sebe. /Ku //< >/X i
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Poplo¢avanje ravni

ino i

Cavati i periodi

Postoje plotice kojima se ravan moZe poplo

neperiodi¢no.
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Poplo¢avanje ravni

Postoji li konacan skup dozvoljenih oblika koji se mogu redjati samo
neperiodi¢no?  Postoji — Robinsonov aperiodi¢an skup plodica.

(a) (d) (e) (5

®) ()

(Matematicki fakultet, Beograd) 18.12.2014. 9 /24



Poplo¢avanje ravni

Postoji jo$ aperiodi¢nih skupova plocica: Penrouzove ploéice — zmaj i
strelica.




Poplo¢avanje ravni

Kako i zasto su otkriveni aperiodi¢ni skupovi plogica?

Hao Vang je 1961. godine formulisao je problem: Postoji li postupak za
reSavanje problema poplo¢avanja, tj. postoji li neki algoritam kojim se
moZe utvrditi da li dati skup mnogougaonih plocica moZe poplocati ravan?
Dokazao je da ¢e ovakav algoritam postojati ako se dokaZze da svaki skup
plocica koji poplo¢ava ravan zaparavo je poplo¢ava periodi¢no.

(U to vreme se verovalo da aperiodi¢ni skupovi plotica ne postoje).

M. R. Robinson, Undecidability and nonperiodicity for tilings of the plane,
Invent. Math. 12, 1971.
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Neodlucivost problema poplo¢avanja ravni

Sustinska ideja dokaza neodlu&ivosti problema poplotavanja ravni jeste
simulacija Tjuringovih ma%ina pomocu plocica. Sama simulacija je
zanimljiva sama po sebi jer omogucava da pakovanje plocica zamisljamo
kao model izralunljivosti.

Simulira¢emo rad proizvoljne Tjuringove masine na praznoj traci jer: ne
postoji algoritam koji odlu¢uje da li se proizvoljna Tjuringova masina
zaustavlja ako zapo&ne rad na praznoj traci.

Umesto opSteg problema poplo¢avanja ravni razmatraéemo tzv. problem
poplo¢avanja ravni sa podetnim zahtevima.
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Neodlucivost problema poplo¢avanja ravni

Za simulaciju rada Tjuringovih masina na praznoj traci koristicemo sledece

plocice.
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Neodlucivost problema poplo¢avanja ravni

ZADATAK 23. Ispitati rad na praznoj traci Tjuringove masine date sa:

qo01Lg1, 101Rg2, g111Rq1, g211Rqp.
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Primer gg01Lg1, g101Rq>, g111Rqg1, g211Rqg
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Primer go01Lqg1, g101Rqgo, g111Rq1, g211Rqg
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Neodlucivost problema poplo¢avanja ravni

Ozna&imo sa (T) skup plotica odredjenih Tjuringovom masinom T.
NAPOMENA. (T) je kona&an skup plotica.

Tjuringova masina T se ne zaustavlja na praznoj traci
akko
ploicama iz (T) je moguce prekriti poluravan sa odgovaraju¢om prvom
vrstom.
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