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Historia magistra vitae est

Zoolozi tvrde da embrionalni razvoj Zivotinje sumira za vrlo kratko
vreme istoriju njenih predaka iz raznih geoloskih epoha. Cini se
da isto vaZi i za razvoj uma. Zadatak predavala je da provule
kroz deciji um ono Sto je prolazio kroz umove predaka, ubrzanim
koracima, ali bez izostavljanja bilo kog koraka. U ovom smislu,
istorija nauke treba da bude nas vodic.

H. Poincaré, Logika i intuicija u matematici i nastavi matematike,
L'Enseignement Mathématique, 1899
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storijske epohe 1 obrazovni ciklusi

Historia magistra vitae est

O6pa3oBHU LMKAYCU U Pa3BOj NojeauHLA

OeTUHCTBO HUXW pa3peamn OCHOBHeE WKose BULLM pa3pean OCHOBHE LiKone cpeftba WwKona
6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
+ t t t t t t t t t
WUcTopujcke enoxe u pa3Boj matemaTuke
8000 npe H. e. 600 npe H. e. 450 H. e. XV XVIE XV
T T T
Mpauctopuja: Meconotamuja, Erunar ... lpuka, UHauja ... KuHa, Mepcuja ... KoHTuHeHTanHa Espona ...
Jesuk, bpojatbe, leogesuja, AcTpoHOMMja, TproswuHa, [CEVITER
leomeTpujckn 06nmuUyM, EnemeHTapHa apuUTMeETUKa, MexaHuKa, Cumbonwnuka anrebpa, AHanuTUuYKa reomeTpuja,
EkcnepumeHTanHa reomeTpuja, Petopuuka anrebpa, Anrebpa,
MCKYCTBEHO, UHTYUTUBHO, [lepykTneHa reomeTpuja, Ananusa,
MaHWMYNaTUBHO, ...
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"
(Dedekind-)Peanova aritmetika

0eNSLN
(P1) Za svako n€ N, n" 20 (0 nije sledbenik nijednog broja).
(P2) Zasve mneN, izm' =n'sledi m=n (sledbenik je 1-1 funkcija).
(P3) Ako je S C N i vazi
(BI) 0€ S,
(IK) ako x€ S, onda x' € S,

onda je S=N.

(P3) Ako je 8 neko svojstvo (prirodnih brojeva) i vazi:
(BI) 0 ima svojstvo 8§, [$(0)]
(IK) ako x ima svojstvo 8, onda x' ima svojstvo §; [Vx(8(x) = 8(xX))]

onda svaki prirodan broj ima svojstvo 8. [Vx8(x)]
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Razvo) teorije brojeva

Princip rekurzije

TEOREMA. [Princip rekurzije] Neka je X bilo koji skup, a € X i
h: X — X. Tada postoji jedinstvena funkcija f : N — X takva da je

(Rec)

Osnovne operacije i relacije

m-0=m mgndéf(ElkEN)(m—i—k:n)

m-n"=(m-n)+m m\ng(ﬂkeN)(m-k:n)

m+0=m
m+n' = (m+n)
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PPl vs. PNE

Teorema.

[Princip potpune indukcije (PPI)] Neka je S C N. Ako vaZi

(VneN)((Vk<n)keS=nebs),
onda je S=N.

Teorema.

[Princip najmanjeg elementa (PNE)| Svaki neprazan podskup od N ima
najmanji element, tj. N je dobro uredjen.
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PPl vs. PNE

SCN, SP=N\S
[(¥neN)(Yk<nkeS=ncS)=(¥neN)neS]

(VneN)((Vk < n)k e St = ne SC)= (vneN)ne St
(VneN)(Vk<n)mkeS=nec-S)=(VYneN)-ne$§

[(p=q) < (g = —p)]
-“(VneN)-neS=~(VneN)((Vk<n)-keS=-neb)

[+(VheN)- - EFneN)=; ~(p=q)=(pA-p) —pepl
‘(EInEN)nGS:>(3n€N)((Vk<n)ﬁkESAHES)‘
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Nekoliko zadataka

Fermaov beskonaéni spust

Jedino redenje jednatine x%+ y? + z% = 2xyz u skupu N jeste
x =y =z=0. Dokazati.

Paskalov trougao
Dokazati jednakost (}) : (,7,) = &4

Upurstvo. () = (721)+ (")
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Razvo) teorije brojeva

Elementarna teorija brojeva

Teorema o ostatku

Za sve n i m> 0 postoje jedinstveni (koli¢nik) g i (ostatak) r takvi da je
n=gm+r,0<r<m.

[:J & olienik pri deljenju nsa m (m>0)

nmod m % ostatak pri deljenju nsa m (m>0)

Doxkaz...
OCTaTaK
. i e .
0 m 2m 3m am ,Iv(q+1)m

(Matematicki fakultet, Beograd November 28, 2018 12 /39



Razvo) teorije brojeva

Brojevne baze

Teorema o brojevnoj bazi

Neka je b > 1. Za svako a > 0 postoje jedinstveni prirodni brojevi g, ki r
takvi da je

a=qgb+r,1<qg<b,0<r< bk

n=qob+ro,0 fo<b
go=qib+nr,1<n <b,(q1<qo)
n=(qib+nr)b+r=qgb>+nb+n
q1=qb+nrn,1<n<b(q<q)
n= (CI2b+ r2)b2+r1b+ n= q2b3—|—r2b2+r1b+ o

-1 =0b+r,1<r < b,(0<qu-1)
n= rkbk+ 4+ rnb?+rnb+n
Reprezentacija broja n u bazi b jeste zapis [rk- - riro]p-
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Brojevne baze

s INMNINIOINIOAINI 5
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Razvo) teorije brojeva

Tablica sabiranja i tablica mnoZenja u bazi b

Npr. b=7
+/0 1 2 3 4 5 6 +/01 2 3 4 5 6
0/j0 1 2 3 4 5 6 0/0 0 O 0O O 0 O
111 2 3 4 5 6 10 101 2 3 4 5 6
2|12 3 4 5 6 10 11 2|10 2 4 6 11 13 15
3|3 4 5 6 10 11 12 310 3 6 12 15 21 24
414 5 6 10 11 12 13 410 4 11 15 22 26 33
5/5 6 10 11 12 13 14 510 5 13 21 26 34 42
616 10 11 12 13 14 15 610 6 15 24 33 42 51
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Prosti brojevi; Eratostenovo sito

X460 a®@ g ©

@12 1 B 161 181 2
i 2@ » 26 27 28 @9 30
@32'34136@38'30
@) 42 @3 4 B 46 @) 48 B 50
51 52 63 54 56 57 58 69 60
@62'64!66@68[70
@72G@ 75 B 76 1 787 80
'8284186'8890

96 ©) 98 9 100
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Razvo) teorije brojeva

Prosti brojevi; Eratostenovo sito

Teorema

Svaki prirodan broj veéi od 1 ima delioca koji je prost broj.

Teorema

Ako je p najmanji prost delilac sloZenog broja n, onda je p? < n.

Algoritam
Da li je n prost ili sloZen broj?
@ Odredi sve proste brojeve p takve da je p? < n.

@ Ako neki od prostih brojeva iz koraka 1) deli n, onda je n sloZen broj.
Ako svi prosti brojevi iz koraka 1) ne dele n, onda je n prost broj.

PRIMER. 283 je prost, jer je 172 =289 > 283 i
21283, 31283, 51283, 71283, 111283, 131283,
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Razvo) teorije brojeva

Prosti brojevi; Eratostenovo sito

Teorema
Svaki prirodan broj veéi od 1 ima delioca koji je prost broj.

Teorema
Prostih brojeva ima beskona¢no mnogo.

Osnovna teorema aritmetike

Za svaki n > 1 postoje jedinstveni prosti brojevi p1,p2,...,px, takvi da je

p1 < p2 < --- < pg, i jedinstveni prirodni brojevi oz, Qp, ..., 0 tako da je
— % 02 (073

n P pl p2 e pk .

ZADATAK. Dokazati navedene teoreme.
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Razvo) teorije brojeva

Euklidov algoritam

EUKLIDOV ALGORITAM je postupak za nalaZenje najveleg zajedni¢kog
delioca dva broja.

PRIMER.
NZD(300,252) =7
300 300=1-252+48

300 =1-252+48
! 252 48Tl ,252=5-48+12
NZD(300,252) = NZD(252,48) Ry 12 ?,,

252 =5.48+12
NZD(252,48) = NZD(48,12)

48=4-1240 s
NZD(48,12) = 12 |"||. 12

|NZD(300,252) = 12|
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Razvo) teorije brojeva

Euklidov algoritam

@ NZD(m,0)=m, m=>0
@ NZD(m,n) =NZD(n,mmod n), m,n>0
[mmod n ="ostatak pri deljenju m sa n"]
PrIMER. NZD(252,300) =7

NZD(252,300) = NZD(300,252mod 300) Pravilo 2.
= NZD(300,252) [252 = 0300+ 252, 252 mod 300 = 252)]

NZD(300,252) = NZD(252,300mod 252) = NZD(252,48)  Pravilo 2.
NZD(252,48) = NZD(48,252mod 48) = NZD(48,12) Pravilo 2.
NZD(48,12) = NZD(12,48mod12) = NZD(12,0) Pravilo 2.
NZD(12,0) =12 Pravilo 1.
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Razvo) teorije brojeva

Euklidov algoritam

@ NZD(m,0)=m, m>0
@ NZD(m,n) =NZD(n,mmod n), m>0,n>0
E1 Podeli A sa B i zapamti
ostatak C. _ :
zapamti ostatak C.

E2 Ako je C =0, zavrsi
Zament B 2a € ES?:?§?|<—<"E b3 1i je C=07

postupak i Stampaj B;

ako je C > 0, stavi da je o
A:=BiB:=CiidinaEl. |

Knuth D., The Art of Computer programming, Addison Wesley, 1997
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Pregled predavanja

© O nastanku ratunara
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O nastanku racunara

Linearna Diofantova jednadina

ZADATAK. Odrediti cele brojeve x i y takve da je 300x + 252y = 6.
NZD(300,252) = 12;

300 = 1-252+48

48 =300+ (—1)-252

252 =5.48 412

12 = 252+ (—5)- 48 = 252+ (—5) - (300 + (—1) - 252) = (—5) - 300+ 6 - 252

TEOREMA. Linearna Diofantova jednadina ax+ by = ¢ ima reSenja u Z
ako i samo ako NZD(a, b) | c.

ZADATAK. Da li jednacina 300x + 252y = 24 ima reSenja u Z7

DA: NZD(300,252) =12|24

ZADATAK. Da li jednacina 300x + 252y = 34 ima reSenja u Z7?

NE: NZD(300,252) =12134
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O nastanku racunara

Diofantove jednadine

ZADATAK 1. Resiti jednadinu 27x 459y = 20 u skupu Z.
[Linearna Diofantova jednalina: ax+ by =c, a,b,c € Z)]
ZADATAK 2. Resiti jednatinu x? —2y? =1 u skupu Z.
[Pelova jednatina: x2 — Dy? = 1]
ZADATAK 3. Rediti jednatinu x? + y? = z2 u skupu Z.
[Pitagorine trojke]
ZADATAK 4.* [Medjunarodna olimpijada, Luksemburg, 1980]
Regiti jednatinu x3 4+ x? 4 xy? + y3 = 8(x? +-xy + y?> +1) u skupu Z.

ZADATAK 5. [MMO 1994]
Dokazati da jednatina x? + y? + z2 = x3 + y3 + 23 ima beskonatno mnogo
reSenja u skupu Z.

ZADATAK 6.* [Balkanska olimpijada, Kipar 1998|
Dokazati da jednatina y? = x® —4 nema re¥enja u skupu Z.
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O nastanku racunara

Il svetski kongres matemati¢ara — 1900. godina, Pariz

Matematic¢ki problemi

10. Ispitivanje resivosti Diofantovih jednacina

Za datu Diofantovu jednadinu sa bilo kojim
brojem nepoznatih i celobrojnim koeficijentima,
izmisliti postupak kojim se moZe odluditi,
koriste¢i konacan broj operacija, da li ta
jednadina ima ili nema resenja.

David Hilbert
J (1862-1943)
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Da li postoji algoritam DIOFANT?

Ako je f(x1,...,%n) polinom sa celobrojnim koeficijentima, da li jednatina
f(x1,...,xn) =0 ima redenja u skupu Z"?
Uraz:  f(x1,...,xn) =0
ALcoriTaM:?7  DIOFANT
Izuaz:  DA/NE

ULAzZ: x2+x3—x3=0
ALGORITAM: DIOFANT
IzrAz: DA

ULAZ: x15—x22—4:O
ALGcorITAM: DIOFANT
IzrAaz: NE
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O nastanku racunara

Ne sme da nas zavara ‘polualgoritam’!

ZADATAK. Da li jednatina x3 +x3 +x3 = 29 ima celobrojna resenja?

(0,0,0) — ne; (0,0,1) — ne; (0,1,0) — ne; ... (1,1,1) — neje
(0,0,—1) —ne; ... (—1,—1,-1) — ne;

ZADATAK. Da li jednadina Xf+X23+X33 =30 ima celobrojna reSenja?
DA: 'Najmanje’ redenje: (—283059965, —2218888517,2220422932)

ZADATAK. Da li jednatina

X11729X21093X§96884 262537412640768000 __ 561

— 163x1x0x3%4
ima celobrojna resenja?
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O nastanku racunara

VaZna pitanja

@ Da li je opravdana sumnja da neki problemi nisu algoritamski reSivi?
o Kako dokazati da neki problem nije algoritamski resiv?

o Sta je algoritam?
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O nastanku raCunara

Al Horezmi

@ Primeri algoritama su poznati prakti¢no u svim oblastima matematike

pri ¢emu neki poticu jo$ iz anti¢kog doba.

@ Ret algoritam dolazi od latinizovanog imena arapskog matematiéara

Abu Dzafar Muhamed Ibn Musa Al Horezmija
koji je u IX veku dao veliki doprinos matematici svojim delom
Hisab al dzabr val mukabala.

@ Poletkom Xl veka jedna Al Horizmijeva knjiga je prevedena na
latinski pod naslovom

Algoritmi de numero indorum
[prevod: Al Horezmi o indijskoj vestini ra¢unanjal.

Tada je u Evropu stigao savremeni pozicioni sistem zapisivanja
brojeva (indijsko-arapske cifre).
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Sta je algoritam?

@ Pojam algoritma ili efektivne procedure vekovima postoji u
matematici bez precizne definicije. Neformalno, pod algoritmom se
podrazumeva
mehani¢ki proces, definisan kona¢nim brojem instrukcija, koji se izvodi
korak po korak nad kona&nim skupom podataka, pri Cemu je svaki
korak nedvosmisleno definisan i realizuje se u konaénom vremenu i u
ograni¢enom delu prostora.

@ lako navedena refenica dosta dobro odgovara svakodnevnoj upotrebi
ovog pojma, ona se ne moZe uzeti za (strogu) matematicku definiciju!

o Navedena ‘definicija’ nemocna je pred problemima tipa: pokazati da
ne postoji algoritam za reSavanje nekog problema.
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lepen Yepu KnunHu TjypwHr
(1906-1978) (1903-1995) (1909-1994) (1912-1954)
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30-te godine XX veka

o Kurt Gedel (1906-1978)
1931 (Gedel ima 25 godine) Gedelove teoreme nepotpunosti; potinje da se
nazire matemati¢ki pojam efektivne procedure;
1934 Gedel uvodi pojam wopstene rekurzivne funkcije oslanjajuéi se na
radove Erbrana i Akermana
@ Alonso Cer¢ (1903-1995)
1930 Cer¢ sa svojim studentima, medju kojima je najistaknutiji Klini
(1909-1994), proutava A-ratun (Cer& ima 27 g., a Klini 21 g.);
1936 Cer¢ formulide ¢uvenu Ceréovu tezu i najavljuje da je Hilbertov
Entscheidungsproblem neresiv.
@ Alan Tjuring (1912-1954)
1936 Tjuring kao student (22. godine, 1935. godine) razmatra
Entscheidungsproblem i svoje reSenje prikazuje svom profesoru . ..
Ubrzo, Tjuringov rad priznaju Gedel, Cerg, Klini, a Tjuringov pristup
smatraju genijalnim.
e Emil Post (1897-1954)
1936 Definige ‘konagne kombinatorne procese’ koji dosta podseéaju na
Tjuringove masine.
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O nastanku racunara

Jo$ jedna teorema ‘nemogucnosti’

Juri Matijasevi¢

(1947-)
Matijasevi¢eva teorema, 1970. godina
Ne postoji postupak o kojem Hilbert govori u svom X problemu. J

(Matematicki fakultet, Beograd November 28, 2018 33 /39



	Istorijske epohe i obrazovni ciklusi
	Razvoj teorije brojeva
	O nastanku racunara

