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Kako? 
 

Pitanje je donekle inspirisano dvema temama koje su bile deo školske 
matematike krajem 20. veka. Štaviše, obe teme su bile zastupljene i u 
osnovnoškolskoj i u srednjoškolskoj matematici. Jedna tema je teorija grupa, 
druga je nacrtna geometrija. Obe spadaju u „noviju matematiku“ jer su nastale 
na prelazu iz 18. u 19. vek.  

 

       
Slike Dve stranice udžbenika iz Matematika za osmi razred koji je bio u upotrebi 
1987. godine. Valja istaći rečenicu iz predgovora, tipičnog za to doba: „S obzirom 
na sistematizovano iznetu materiju po pojedinim manjim odeljcima, na obilje 
urađenih primera i stil izlaganja, udžbenik je pogodan za samostalni rad učenika“ 
Inače, ovaj udžbenik sadrži sledeća poglavlja: Relacije i preslikavanja; Osnovne 
logičke operacije; Polje realnih brojeva; Sličnost; Linearne funkcije, jednačine i 
nejednačine.  
 

Uvođenje apstraktne algebre (grupe, prstenovi, polja) u školsku 

matematiku tokom XX veka bilo je posledica razvoja same matematike i uverenje 

da školska matematika treba da prati tokove savremene matematike u kojima 

matematičke strukture (grupe, prsteni, polja itd.) zauzimaju veliki značaj. Na 

takva uverenja veliki uticaj je imala grupa francuskih matematičara (Henri 

Cartan, André Weil, Claude Chevalley, Jean Delsarte i Jean Dieudonné) koja je 

https://hr.wikipedia.org/wiki/Henri_Cartan?action=edit&redlink=1
https://hr.wikipedia.org/wiki/Henri_Cartan?action=edit&redlink=1
https://hr.wikipedia.org/wiki/Andr%C3%A9_Weil?action=edit&redlink=1
https://hr.wikipedia.org/wiki/Jean_Dieudonn%C3%A9?action=edit&redlink=1
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koristila kolektivni pseudonim Nikolas Burbaki. Glavno i nedovršeno 

Bourbakijevo djelo jesu Elementi matematike, višetomna prezentacija glavnih 

matematičkih disciplina s detaljnim matematičkim dokazima. Ti novi Elementi su 

jako uticali na školsku reformu matematike, posebno na jedan od najvećih 

obrazovnih pokreta XX veka u SAD-u, koji je ostao poznat pod nazivom ’New 

Math’. Veliki zagovornik modernizacije nastave, Jean Dieudonné isticao je da da 

„Euclidean geometry should no longer be the centre of school mathematics; 

algebraic structures should take that role.“ Duh ovog pokreta se lepo može 

osetiti kroz seriju matematičkih udžbenika "The Modern Mathematics for 

Schools" (1961). Ipak, promene nisu dugo živele. Čitav pokret je uglavnom bio 

bezuspešan i relativno brzo napušten pod teretom sve brojnijih kritika. Morris 

Kline, u svojoj poznatoj knjizi Why Johnny Can't Add: The Failure of the New Math 

iz 1973. Godine ozbiljno kritikuje “novu matematiku”. Knjiga je stekla veliku 

popularnost i ubrzo je bila prevedena na mnoge jezike. 

 
Razvoj i mesto nacrtne geometrije u školskim i univerzitetskim 

programima ima drugačiju istoriju od apstraktne algebre. Ona je bila uvedena 
prvenstveno iz praktičnih, tehničkih i pedagoških razloga, a tek kasnije je dobila 
i širi matematički značaj. Nacrtnu geometriju je sistematski uveo Monge krajem 
XVIII veka. Tokom XIX veka nacrtna geometrija ulazi u tehničke škole, vojne 
akademije i mnoge gimnazije širom Evrope, pre svega zbog praktične primene u 
inženjerstvu i razvijanje prostorne imaginacije. Ovi argumenti se ponavljaju u 
mnogim udžbenicima i reformskim tekstovima XIX i XX veka, i nacrtna geometrija 
postaje standardni deo srednjoškolskog programa matematike, i to 
prevashodno u srednjoj i istočnoj Evropi. Počev od 1970-ih dolazi do postepenog 
smanjenja njenog mesta u programima, pre svega zbog razvoja tehnologije, 
računarske grafike i CAD sistema, i pomeranja školske matematike ka analizi i 
diskretnoj matematici. Danas je veoma aktuelni pokušaji da se „nacrtna 
geometrija“ vrati u nastavu u jednom modernizovanom i reinterpretiranom 
obliku kroz alate koje nude savremene tehnologije (GeoGebra, 3D modele itd.)  

 

Slika. Duh nacrtne geometrije lepo ilustruje zadatak da se 
napravi jedan univerzalni čep kojim se mogu zatvarati tri 
različita otvora – kružni, kvadratni i trougaoni.  
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Iako su u školsku matematiku došle sa različitih strana, apstraktna 
algebra iz teorije, a nacrtna geometrija iz prakse, obe su doživele sličnu sudbinu 
u školskim programima. Početkom 21. veka sa podozrenjem gleda na ideju da 
ove oblasti budu deo školske matematike u jednom primerenijem obliku. Da se 
ne bi ponovili prethodni promašaji valja dobro analizirati razloge koji su do njih 
doveli. Nisu problematični napredni sadržaji sami po sebi, niti je školski uzrast 
potpuno nedorastao bazičnim idejama naprednih sadržaja, već su 
problematični, način na koji sadržaj prezentuje i očekivanja kako će neko da 
nauči taj sadržaj. Sasvim uprošćeno rečeno, implementacija nove matematike je 
uglavnom bila zasnovana na euklidovskoj paradigmi prezentovanja 
konsolidovanog sadržaja, pri čemu su psihološka saznanja uglavnom korišćena 
da se takav pristup opravda. Mnogo više se može očekivati od sasvim drugačije 
strategije: iskoristiti psihološka saznanja kao putokaze za postepeno formiranje 
konsolidovanog matematičkog sadržaja zasnovano na prirodnom razvoju 
odgovarajućih koncepata.  

Cilj trećeg zadatka o ikosaedru u širem smislu, jeste da primeni novu 
strategiju na „prognane“ oblasti – teoriju grupa i nacrtnu geometriju, u duhu 
dekatovskog pravila [] da savetuje da se nauka stiče samo kada se u intuitivno i 
neposredno shvate koncepti i mislima se obuhvati celina logičke argumentacije, 
ili kraće kada se činjenice vide (seeing the facts).  
 

Zadatak. Učiniti „vidljivom“ grupu rotacionih simetrija ikosaedra – rotacija oko 

osa nakon kojih ikosaedar ostaje u istom položaju.  

 

Preporučeno je rešavanje u dve glavne faze. U prvoj, trebalo je 

konstruisati model ikosaedra pogodan za proučavanje ikosaedra. Studente sam 

podsetio šta sve može da znači „konstruisati“: sastaviti 3D realni model, 

napraviti 3D prikaz upotrebom pogodnog softvera, pa čak i ispisati koordinate 

temena i jednačine ivica, i strana birajući neki pogodan položaj ikosaedra u 

koordinatnom sistemu.  
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Слика. Слева надесно: реалан модел је направљен од три златна 
правоугаоника; виртуелни 3Д модел направљен употребом геометријског 
софтвера; апстрактни модел задат координатама темена икосаедра. 
 
Druga faza jeste da se izabrani model iskoristi kao očigledno sredstvo da se 
proučavaju odnosi između rotacionih simetrija ikosaedra. Za ovu fazu, incijalno 
je trebalo popisati sve rotacione simetrije ikosaedra i posmatrati njihove 
međusobne odnose kroz operacije nadovezivanja simetrija i „undo“-operacije 
kojom se poništava dejstvo simetrija. Naravno, dozvoljena je bila mogućnost da 
se napiše i program koji olakšava računanje sa rotacionaim simetrijama. Kao 
krajnji izazov je postavljeno pitanje „Može li se nekako prosto videti da je grupa 
rotacionih simetrija ikosaedra prosta?“ U pitanju je sadržana matematička 
teorema koja je imala veliki značaj u matematici. Neki studenti se nisu sećali šta 
znači da je neka grupa prosta, a nije pomoglo ni „objašnjenje“ da ona nema 
pravih normalnih podgrupa. Svakako cilj je bio da „poznate stvari“, ponovo 
nauče na jedan nov način.  
 

U nastavku je razvijen jedan uvod u teoriju grupa duž pravaca određenih 
parovima misaonih operacija. Naravno, cilj nije da se potpuno prikažu sve 
misaone operacije (što ne bi ni bilo moguće), niti da se pruži sveobuhvatni uvod 
u teoriju grupa (što takođe nije moguće). Cilj je da se istakne suštinsku 
povezanost dva psihološka toka –mišljenja i aktivnog učenja na reprezentativnim 
primerima grupa, tokom kojeg se spontano sve dublje otkriva teorija grupa. 
Sadržaj uvoda je sledeći: 

 
позитивна и негативна аналогија – Аритметика часовника 

анализа и синтеза – Кејлијев граф  
индукција и дедукција – Симетрије правилних полигона 

апстракција и конкретизација – Репрезентације група 
генерализација и специјализација – Grupe permutacija 

 
 
Analogija 
 

Ljudska memorija radi po principu prepoznavanja šablona. Postupanje 
na osnovu sličnosti sa nekom poznatom situacijom uz prilagođavanje uočenim 
razlikama jesu suštinske karakteristike analogije, misaonog procesa koji igra 
veliku ulogu u rešavanju problema bilo koje vrste, i koji se često naziva „srž 
spoznaje“. Sama reč analogija potiče od grčke reči (grč. αναλογíα – podudaranje) 
[grč. analogia – sklad, pravilnost, odnos, srodnost], često se govori o pozitivnoj i 
negativnoj analogiji, jer je veoma važno uzeti u obzir i sličnosti i razlike u 
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situacijama koje nisu istovetne. Postupanje po analogiji dobar je put da istražuju 
i nova područja, ali i da se uči na greškama.  
 
Aritmetika časovnika 
 

 Sasvim obično pitanje „Ako mala kazaljka pokazuje na 8, na koji broj će 
pokazivati posle 8 sati?“ može biti motivacija da se razvije tzv. aritmetika 
časovnika, po uzoru na običnu aritmetiku. Aritmetika časovnika je zasnovana na 
specifičnoj računskoj operaciji koju primenjujemo na brojeve prikazane na 
brojčaniku sata. Kada tu novu računsku operaciju primenimo na neka dva broja 
sa brojčanika, rezultat je običan zbir ta dva broja ukoliko je manji od 12, a u 

suprotnom je zbir umanjen za 12. Ako i tu novu operaciju označimo sa , sledeći 

račun daje odgovor na postavljeno pitanje: 8  8 = 8 + 8 – 12 = 4. Nije teško 
uočiti analogije između „obične“ aritmetike i aritmetika časovnika. Brojevna 
prava je zamenjena brojčanikom, svojevrsnom „brojevnom kružnicom“. Novo 
sabiranje se može posmatrati kao skakanje sa broja na broj u smeru kazaljke na 
satu. Tom novom sabiranju odgovara i oduzimanje koje se može predstaviti 
skakanjem u smeru suprotnom smeru kazaljke na satu.  
 

 
 
Slika ??. Prikazane su neke analogije između obične aritmetike i aritmetike 
časovnika. 
 
Nova aritmetika podseća na sve faze učenja obične aritmetike: 1) Računanje; 2) 

Izučavanje svojstava računskih operacija (npr. Da li je tačna jednakost x  (yz) 

= (xy) z, kada se promenljive zamene bilo kojim brojevima sa brojčanika?) 3) 
Rešavanje jednačina: 
 
Navika da koristimo brojčanik sata sa 12 podeoka ne treba da nas sprečava da 
zamislimo i drugačije satove zasnovane na drugačijim podelama dana. Svaki od 
tih satova generiše jednu tablicu sabiranja na kojoj se zasniva odgovarajuće 
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aritmetika. Ukoliko se izabere sat sa n podeoka, odgovarajuće operacije se 
nazivaju sabiranje, odn. oduzimanje po modulu n.   
 

    
 
Aritmetike časovnika zapravo reprezentuju tzv. rotacione simetrije 

pravilnih poligona. Rotaciona simetrija poligona jeste rotacija poligona oko 
njegovog centra posle koje se položaj tog poligona ne menja. Sve rotacione 
simetrije pravilnog poligona su određene celobrojnim umnošcima tzv. 
karakterističnog ugla. Broj različitih rotacionih simetrija pravilnog poligona 
jednak je broju njegovih temena. Prirodno se aritmetika nekog časovnika 
prevodi u aritmetiku rotacionih simetrija odgovarajućeg pravilnog mnogougla.  
 

180 + 180 = 0 (mod 360) 

2  120 + 2  120 = 240 + 240 = 120 (mod 360) 

2  72 + 4  72 = 144 + 288 = 72 (mod 360) 
 
Analiza i sinteza 
 

Analiza i sinteza su ključni procesi u „hemiji“ razumevanja i rešavanja 
problema. Još od antičkih tekstova postoje obimne rasprave o ovim metodama. 
Ipak opšti opisi ovih metoda uglavnom su nepotpuni i uspevaju da pokriju tek 
neke njihove aspekte. U najširem smislu, analiza predstavlja razbijanje složenih 
koncepata i sistema na manje ideje i delove da bi se razumela njihova struktura, 
uočile veze među njima i proučile njihove funkcije u celini. Nasuprot tome, 
sinteza je kombinovanje različitih ideja i delova u celinu koja uglavnom nije 
prosta ukupnost polaznih komponenti. Najčešće se primenjuju kombinovano, 
dajući jedinstvenu analitičko-sintetičku metodu. Svako istraživanje počinje 
svojevrsnom analizom odgovarajućih problema i pitanja. Ta analiza zapravo 
predstavlja traženje puta do rešenja. Ta potraga je često puna stranputica koje 
mogu sadrže i veoma korisne tragove za nastavak analize.  
 Analiza jeste reč koja učestvuje u nazivima velikog broja matematičkih 
disciplina: matematička analiza (i razne podoblasti, matematička analiza, 
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kompleksna analiza, funkcionalna analiza); analitička geometrija. U svakom od 
ovih slučajeva poreklo imena ističe svojevrsnu metodologiju rešavanja 
problema: osnovno oruđe matematičke analize jesu granični procesi (nastali iz 
antičke metode iscrpljivanja), dok je metod koordinata glavni alat analitičke 
geometrije. 
 

Sinteza je postupak komplementaran analizi, i uglavnom polazi sa mesta 
na kome se završila analiza, a završava se tamo odakle je analiza započeta. 
Sinteza uglavnom zanemaruje stranputice analize i prikazuje samo logički 
uređen put, koji matematičari često završavaju rečima „što je i trebalo dokazati“. 
Veliki problem školovanja predstavlja zanemarivanje analitičkog pristupa 
problemima, uz isticanje u prvi plan samo sintetičkog prikaza rešenja. Reč 
analitika bi se mogla uzeti za stari naziv za logiku. Ova promena naziva nije 
beznačajna. Dok su analitiku zanimali tokovi misli pri rešavanju problema, logiku 
više brine koherentnost sinteze.   

 
Kejlijev graf Sledeći problem predlaže Brian Hayes kao zanimljic uvod u teoriju 
grupa.  

 
Zadatak. Proizvođači dušeka za spavanje savetuju da se dušek povremeno 
preokrene da bi se izbeglo neravnomerno habanje dušeka. Koja je najbolja 
strategija periodičnog preokretanja dušaka?  
 
Pretpostavimo da je dušek pravougaonog 
oblika. Bitno je da uočimo „statičke“ i 
„dinamičke“ aspekte probleme: 
1. sve moguće načine da promenimo 
položaj dušeka; 
2. sve moguće položaje dušeka 
postavljenog u ram kreveta. 
 
Da bismo lakše pratili promene položaja dušeka pogodno je njegove uglove 
obeležiti slovima (ili brojevima, bojama i sl.).  
 
Postoje tri osnovna načina da promenimo položaj dušeka: vertikalno prevrtanje 
(V); horizontalno prevrtanje (H); rotacija (R). Ove promene položaja dušeka 
nazvaćemo transformacijama. 
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Uočavamo i da se dušek može na četiri načina postaviti u 
ram kreveta. Ono što je najvažnije jeste međusobna 
povezanost svih mogućih položaja i svih mogućih 
promena položaja. Zgodno je tu povezanost prikazati 
pomoću grafa čiji su čvorovi moguća stanja, a ivice su 
strelice pri čemu svaka strelica predstavlja odgovarajuću 
transformaciju iz polaznog stanja u krajnje stanje. 
Graf predočava obilje informacija o transformacijama, 
odn. mogućim položajima grafa. Uzastopne primene 
transformacija označavaćemo nadovezivanjem slova 
kojima su označene te transformacije. Na primer, izraz 
HRHV označava sledeći niz radnji: horizontalni preokret – 
rotacija – horizontalni preokret – vertikalni preokret 
Slika desno pokazuje promene stanja posle 
transformacije HRHV primenjene na početnu poziciju 
dušeka. 
 
Izdvajamo neka zapažanja.  
1) Dve uzastopne primene iste transformacije 
vraćaju u isto stanje. Na ovo svojstvo ukazuje 
dvosmernost svake strelice. Da bismo ovo pogodnije 
zapisali uvodimo oznaku I za „transformaciju“ koja ne 
menja stanje (i koju najčešće primenjuje većina korisnika 
dušeka): RR = I, HH = I, VV = I. Primetimo da se slovo I može 
zanemariti u složenijim izrazima RI = R, HRI = HR, IVIR = VR 
itd. 
2) Redosled primene dve transformacije nije bitan: 
HR = RH, VH = HV itd. Kažemo da je nadovezivanje 
transformacija komutativno.  
3) Svake transformacija se može zameniti 
uzastopnom primenom preostale dve transformacije: HR 
= V, VH = R, RV = H itd. Ako sa grafa iznad izostavimo 
strelice označene istim slovom, dobijamo graf koji opisuje 
promene između bilo koja dva stanja primenom preostale 
dve osnovne transformacije.  
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Primenom zakonitosti RR = I, VV = I i VR = RV računamo vrednost bilo kog izraza 
sastavljenog od vertikalnih obrta i rotacija. Na primer,  
RVRV = RRVV = IVV = VV = I. Ova jednakost znači da je uzastopna primena redom 
transformacija R, V, R, V istovetna „mirovanju“, tj. identičnoj transformaciji. 
Slično pokazujemo da je VRVRV = V 
 
Navikli smo da transformacije opisujemo početnim i krajnjim stanjem. Promena 
perspektive je ovde od ključnog značaja. Svako stanje se može opisati 
transformacijama koje su izvršene na nekom unapred izabranom početnom 
stanju. Dobijeni graf se naziva Kejlijev graf i označava svojevrsnu tablicu 
nadovezivanja transformacija. Identitete RVRV = I i VRVRV = V možemo pročitati 
sa Kejlijevog grafa. Uvek polazimo od I i pratimo gde se završava odgovarajuća 
putanja. Putanja RVRV se završava u I, a VRVRV u V. 
 
Indukcija i dedukcija 

 
Indukcija i dedukcija zauzimaju posebno značajno mesto u matematici. 

Naime, i sama matematika se, na sebi specifičan način, bavi ovim konceptima, a 
rezultati su zaista impresivni. Indukcija i dedukcija su zapravo bazični pojmovi 
matematičke logike. Princip matematičke indukcije, koji suštinski određuje 
strukturu prirodnih brojava, prepoznat je kao fundamentalni princip izgradnje i 
structure jezika, posebno tzv. formalnih jezika, među kojima se danas posebno 
izdavajaju programski jezici. Deduktivni sistemi predstavljaju jasno utvrđenje 
mehanizme valjanog zaključivanja unutar nekog induktivno izgrađenog jezika. 
Već ove dve uopštene odrednice ukazuju na jedan od najznačajnijih doprinosa 
matematičke logike – na izgradnju računara i neprekidno pomerenje granica 
njegovih mogućnosti.  

Opšta značenja tremina indukcija i dedukcija su nešto šira od značenja 
koje imaju u matematici. Najrasprostranjenije “definicije” indukcije kao metode 
zaključivanja od posebnog ka opštem, a dedukcije kao metode zaključivanja od 
opšteg ka posebnom nisu mnogo upotrebljive. Ovakve “definicije” bi u 
didaktičkom smislu mogle poslužiti samo za razvoj kritičke diskusije. Mnogo 
bolje značenje ovih termina određuje poreklo ovih reči. Latinska reč inductio 
znači uvođenje, navođenje, pobuđivanje. Latinska reč deductio znači izvlačenje. 
Indukcija i dedukcija imaće mnogo veću vrednost za didaktički razvoj neke 
teorije, kada im se značenje približi matematičkom smislu i poveže se sa 
analitičko-sintetičkim metodom.  

Indukcija bi se mogla posmatrati kao misaona operacija svojstvena za 
postepenu izgradnju nekog sistema, pri čemu se u svakom koraku te izgradnje 
vodi računa o svojstvima koja ostaju sačuvana i onima koja prestaju da važe. 
Osobine čitavog sistema obično nisu poznate, i pokušaj prenošenja osobina 
uslosnažavanjem sistema predstavlja upravo suština induktivne metode. Pažljiv 
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induktivni način razmišljanja očuvanje svojstava teži da poveže sa samim 
koracima usložnjavanja sistema, čime će idealno stići i do samih osobina ssitema. 
Uverenje da se izvesna osobina sa jednog nivoa izgradnje sistema prenosi na 
naredni nivo može biti i pogrešno, što kaže da “indukcija nije pouzdana”. Ovakva 
izjava potpuno iskrivljuje suštinu indukcije. Kao što analiza problema može da 
dovede do starnputice u rešavanju, tako može biti pogrešna i pretpostavka da 
neke osobine ostaju očivane usložnjavanjem sistema. Ovo svakako ne treba 
posmatrati kao mane ovih metoda, već neminovnosti svake kreativne delatnosti 
koje približavaju rešenju.  

Dedukcija izvodi osobine o zatvorenom, već konstruisanom sistemu i o 
njoj je već bilo reči. Dedukcijom se izvode zaključci iz polaznih osobina, aksioma 
primenom pravila koja poštuju osnovno načelo “ne sme se nanositi šteta 
istinitosti”; iz tačnih pretpostavki izvode se tačne pretpostavke. Deduktivna 
metoda čini osnovu sintetičke metode u matematici. U tom smislu, euklidovski 
način prezentovanja geometrije, baziran na dedukovanju posledica polaznih 
aksioma, naziva se i sintetičkom geometrijom.   
 
Grupe simetrija pravilnih poliedara 
 

 Ista istraživanja mogu se sprovesti za dušeke različitih oblika. Posebno 
su važni slučajevi pravilnih mnogouglova. (Umesto dušeka može se koristi 
providni papir izrezan u obliku pravilnog mnogougla, a okvir kreveta može 
zameniti podudaran pravilan mnogougao nacrtan na listu papira.) 
Postavljanje trougla u trougaoni okvir; obeležene tačke sa obe 
strane i postavljanje u trougaono postolje. Bez posebnih teškoća se 
može ponoviti rešavanje problema pravougaonog dušeka.  
            
 a) Nacrtati graf čiji su čvorovi svi mogući položaji 
„dušeka“ povezani strelicama koje odgovaraju 
transformacijama: preokretom oko jedne unapred 
izabrane ose rama (O) i rotacijom za karakterističan 
ugao tog mnogougla (R). 
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b) Nacrtati odgovarajući Kejlijev graf. U Kejlijevom 
grafu svaki položaj dušeka se opisuje 
transformacijom kojom se taj položaj dobija polazeći 
od izabranog početnog položaja. Da bi se 
pojednostavilo zapisivanje, više uzastopnih primena 
iste transformacije skraćeno se zapisuje 
navođenjem broja ponavljanja u gornjem indeksu; 
RR, RRR, RRRR itd. skraćeno zapisujemo R2, R3, R4 
itd. Nije teško odrediti kojim se tranformacijama 
mogu opisati svi položaji dušeka 
 
c) Otkriti neke zakonitosti o nadovezivanju transformacija. U svim gornjim 

slučajevima nadovezivanje transformacija nije komutativno; npr. RO  OR. Tačne 
su i sledeće zakonitosti. OO = I, R3 = I, OR = R2O. Spisak ove tri zakonitosti definiše 
svojevrsni račun sa transformacijama. Na primer, OROR2OR3O = … = R 
 
d) U računima poput ovog prirodno se nameće pitanje rešivosti jednačina. Na 
primer, odrediti, ako postoji, transformaciju $X$ kojom se dušek iz položaja R2O 
prevodi u R, tj. da je R2OX=R. Nije teško pročitati rešenje sa grafa. 
 
Međutim, graf pomaže da se uoči mnogo opštiji pristup rešavanju jednačina 
AX=B, gde su A i B neke poznate transformacije. Rešenje X nalazimo tako što na 
putanju suprotno usmerenu putanji A nadovežemo putanju B. Zato bi 
„preusmeravanje strelica“ bila posebno korisna operacija nad transformacijama. 
Takva operacija bi se mogla nazvati  ‘undo’, ali je uobičajen naziv inverz, jer se 
njome poništava dejstvo neke transformacije, tj. menja se smer strelicа у графу: 
O-1 okreće smer strelice O i R-1 okreće smer strelice R. Pošto je O dvosmerna 
strelica, dејство obrta poništava još jedna primena istog takvog obrta, pa je 
zapravo O-1=O. Nije teško uočiti i da je R-1=R2. Inverz bilo koje putanje jeste 
zapravo suprotno usmerena putanja.  
 
Za svaki pravilan mnogougao moglo bi da se sprovede isti istraživački scenario. 
Na sličan način se može razviti račun kada zamislimo da je dušek drugačijeg 
oblika. 
 
Za zadato $n$, odgovarajući račun se naziva diedarskom grupom reda $n$. 
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Slika Prikazani su Kejlijevi 
grafovi dve diedarske 
grupe. Diedarska grupa  
kvadrata je određena 
jednakostima: OO = I, R4 = 
I, OR = R3O. Diedarska 
grupa petougla je 
određena jednakostima: 
OO = I, R5 = I, OR = R4O. 
   

 
 
 
 
 
 
 
 

 
Apstrakcija i konkretizacija  
Apstrakcija je izdvajanje određenih karakteristika skupine predmeta, uz 
zanemarivanje nekih drugih svojstava koja se odbacuju kao nebitna. [abstrahere 
= izdvajati, odvajati; trahere = vući] Apstrakcija je misaoni proces na kome se 
temelje fundamentalni procesi karakteristični za čoveka – govor i mišljenje. 
Konkretizacija je suprotno usmerena, ka konstrukciji pojedinačnih primera 
apstraktnih pojmova [concretus – stvaran, predmetan]. 

 
Za računanje i rešavanje jednačina u nekoj diedarskoj grupi zadatog 

reda, uopšte nije potrebno razmišljati o simetrijama odgovarajućeg pravilnog 
poligona, niti gledati u odgovarajući graf. Zanemarujući potpuno kontekst u 
kojem su razvijene dijedarske grupe, možemo dati sebi priličnu slobodu u 
definisanju različitih računa. Na primer, možemo proučavati apstraktan račun  

< a, b; a3=I, ab=b2a > 
bez neke posebne polazne motivacije.  
Generalizacija i specijalizacija  
 
Generalizacija ili uopštavanje sastoji se u povezivanju apstrakcijom izdvojenih 
karakteristika u jednu celinu, a uz znanje da se te odvojene odlike mogu naći i u 
drugim slučajevima i da ćemo uvek kad budu te karakteristike zajedno date, 
imati posla sa istom vrstom predmeta ili pojava. 
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Grupe permutacija  
Diedarske grupe na izvestan način „mere“ simetričnost objekta. Ista ideja se 
prilično opšta i mogla bi se razviti u sasvim različitim kontekstima. Kako bismo 
poređali sledeće polinome od tri promenljive prema simetričnosti: 
𝑥1 + 𝑥2𝑥3, 𝑥1𝑥2 + 𝑥2𝑥3, 𝑥1𝑥2 + 𝑥2𝑥3 + 𝑥3𝑥1? 
Intuitivno, izraz je simetričniji što je manje „osteljiv na permutacije 
(pretumbavanje) promenljivih“. Za svaku permutaciju promenljivih, npr.  

(
𝑥1 𝑥2 𝑥3
𝑥3 𝑥2 𝑥1

) 

transformišemo i izraze na odgovarajući način:  

(
𝑥1 + 𝑥2𝑥3 𝑥1𝑥2 + 𝑥2𝑥3 𝑥1𝑥2 + 𝑥2𝑥3 + 𝑥3𝑥1
𝑥3 + 𝑥2𝑥1 𝑥3𝑥2 + 𝑥2𝑥1 𝑥3𝑥2 + 𝑥2𝑥1 + 𝑥1𝑥3

) 

 
Matematika u nastajanju, slikovito nazvana i živa matematika, jeste 

induktivna i konkretna, sa izrazitim analitičkim pristupom problemima. 
Konsolidovana matematika je deduktivna i apstraktna, sa pretežno sintetičkim 
pristupom uobličavanja znanja. Nastava bi trebalo da bude stalna borba između 
ova dva polariteta.  
 

Aktivno mišljenje je jedini pokretač aktivnog učenja.  
 

Navedene misaone operacije su osnova ljudskog mišljenja. 
Predstavljanje su kroz naizgled suprotstavljene parove koji su neophodni kako 
sa rešavanje problema tako i za stvaranje pojmova. Stvaranje pojmova mora biti 
spontano, produktivno, nikako reproduktivno.  
 
Ričard Skemp (1919–1995) je pionir u proučavanju psihologije učenja 
matematike. Balansirajući između matematike i psihologije, i sa teorijskog i sa 
praktičnog stanovišta, publikovao je veliki broj knjiga za osnovne i srednje škole, 
ali je razvio i opštu teoriju složenog učenja čoveka.  
… deca neće biti uspešna u učenju matematike ukoliko se ne podučavaju na 
način koji im omogućava da upotrebe svoju inteligenciju umesto da uče 
napamet. 
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Dr Nebojxa Ikodinovi�

NAPREDNI KONCEPTI NA ELEMENTARNOM NIVOU
— TEOREME NEMOGU�NOSTI1

Apstrakt. Napredne koncepte matematike treba pa¼ǉivo planirati i sistemat-
ski razra±ivati od ranog xkolovaǌa. U qlanku je nekoliko naprednih koncepata, koji
izlaze iz okvira xkolske matematike, razmatrano sa elementarnog stanovixta odre±enog
nastavnim programima. Najve²a pa¼ǌa je posve²ena poznatim teoremama nemogu²nosti
(o nesamerǉivosti, nekonstruktibilnosti, nedokazivosti, neodluqivosti itd.) koje imaju
veliki metodiqki znaqaj i popularizatorski potencijal, jer spadaju u fundamentalne
rezultate moderne matematike, a i posebno su atraktivne za xiru javnost. Osnovu qlanka
qine specifiqni zadaci (projekti) prilago±eni osnovnoxkolskoj, odn. sredǌoxkolskoj
matematici. Za rexavaǌe ovih zadataka je dovoǉan xkolski nivo matematike, a rexeǌa
omogu²avaju analizu i diskusiju usmerenu ka naprednim nivoima.

1. Uvod

Nastavne teme uglavnom planiramo i obra±ujemo poxtuju²i princip nauqne
zasnovanosti, koji je baziran na apstraktnom, formalnom, opxtem sadr¼aju,
prevashodno postavǉenom u okvire strogo deduktivnog rezonovaǌa. Naravno,
nauqni pristup se nadovezuje na konkretna, neformalna, pojedinaqna iskustva
i zapa¼aǌa, oblikovana intuitivnim i zdravorazumskim razmixǉaǌem. Ovi
naizgled suprotstavǉeni polariteti predstavǉaju nose²i stub nastavnog proce-
sa koji bi trebalo neprekidno da balansira izme±u ovih krajnosti. Isto se mo¼e
re²i i za sam nauqno-istra¼ivaqki proces. Kao ilustraciju navodimo citat iz
qlanka Otkri�e forsinga (2002. god.), u kome Pol Koen2 opisuje svoju revo-
lucionarnu metodu dokazivaǌa nezavisnosti nekih tvrdǌi od aksioma teorije
skupova: Da bi se razmixǉalo produktivno, moraju se koristiti sve intu-
itivne i neformalne metode rasu�ivaǌa koje su na raspolagaǌu.

Prelaskom na vixe nivoe obrade neke matematiqke teme, intuicija sve vixe
,,bledi“, a heuristiqke komponente nastave, nadovezane na razumǉive problemske
situacije, sve se vixe zanemaruju, te proseqnom uqeniku postaje sve te¼e da

1Qlanak je zasnovan na plenarnom predavaǌu Napredni koncepti na elementarnom nivou
{ teoreme nemogu�nosti, odr¼anom na Dr¼avnom seminaru Druxtva matematiqara Srbije, 2024.
godine. Snimak predavaǌa se mo¼e pogledati na YouTube kanalu Druxtva matematiqara Srbije,
https://www.youtube.com/@user-vo1ec2re7w

2Pol Koen (1934–2007), ameriqki matematiqar, najpoznatiji po dokazima nezavisnosti konti-
nuum hipoteze i aksiome izbora od aksioma Cermelo-Frenkelove teorije skupova (ZF).
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uqi i razvija odgovaraju²e kompetencije. Danas je opxteprihva²ena teza da
heuristiqke vextine tako±e treba planski razvijati. Svaka nastavna tema tre-
ba da se oblikuje i usmerava ka naprednom sadr¼aju koji ²e se na ǌu nadovezati.
Kao jedna od najznaqajnijih karakteristika programa se uzima jaka povezanost i
uskla±enost srodnih nastavnih tema na razliqitim nivoima xkolovaǌa. Heuris-
tiqka organizacija nastave omogu²ava i realizaciju najva¼nijih opxtih ishoda
obrazovaǌa: uqeǌe sa razumevaǌem, logiqko pam²eǌe, funkcionalnu primenu
znaǌa i vextina.

Pojmovi su proizvod dugog i slo¼enog procesa razvitka mixǉeǌa koje po-
qiǌe opa¼ajnim i praktiqnim mixǉeǌem. Odavno su veliki, stari autoriteti
psihologije obrazovaǌa poput Aha, Pija¼ea, Vigotskog3 i mnogih drugih, po-
kazali da je stvaraǌe pojmova skoro uvek produktivno, a ne reproduktivno, i
da pojam nastaje u toku slo¼ene operacije usmerene ka rexavaǌu nekog zadat-
ka [4]. Zato je pripremu za napredne sadr¼aje najprirodnije ostvariti kroz
zadatke i projekte, za qije rexavaǌe je dovoǉan elementarni nivo, ali koji mogu
otvoriti diskusiju o naprednijim temama sa ciǉem da se uqenici sa ǌima in-
tuitivno upoznaju.4 Glavna ideja vodiǉa za sastavǉaǌe ovakvih zadataka mogla
bi se opisati reqima Lava Vigotskog [1]: Neophodno je pred uqenike postavi-
ti zadatak koji se ne mo�e rexiti drugaqije nego stvaraǌem pojma. Taj
inicijalni zadatak predstavǉa kamen-temeǉac na kome �e se izgra�ivati
pojam. Naredni odeǉci ²e biti posve²eni xkolskim zadacima i projektima us-
merenim ka tzv. teoremama nemogu²nosti, koje su imale veliki znaqaj za nastanak
moderne matematike.

2. Teoreme nemogu�nosti

Svaka matematiqka teorema koja pokazuje svojevrsnu nemogu�nost da se
nexto uradi (konstruixe, doka¼e, odluqi itd.), po pravilu, imala je ogro-
man znaqaj za razvoj moderne matematike i ra±aǌe novih disciplina (videti
npr. [4]). Ovakve teoreme, poznate i kao teoreme nemogu�nosti, spadaju i u
najpopularnije matematiqke rezultate koji privlaqe pa¼ǌu xire javnosti, in-
spirixu nove nauqne rezultate izvan matematike, filozofske rasprave, umet-
niqku fikciju itd. Me±utim, u nastavi matematike se uglavnom navode samo kao
zanimǉivosti, bez bilo kakvog detaǉnijeg prikaza i xire diskusije.

Uopxteno govore²i, samu matematiku je stvorila nemogu²nost direktnog,
neposrednog rexavaǌa problema. Geometrija – ,,mereǌe zemǉe“ – jeste naziv za
matematiku antiqkog doba. Me±utim, prava geometrija se ra±a bax iz nemogu²-
nosti direktnog mereǌa, rexavaǌem problema odre±ivaǌa visine piramida i
stubova, xirine reka, pa do odre±ivaǌa me±usobnih rastojaǌa izme±u Zemǉe,
Meseca i Sunca i veliqine ovih nebeskih tela.

3Narcis Ah (1871–1946), nemaqki psiholog; ´an Pija¼e (1896–1980), xvajcarski razvojni psi-
holog i filozof; Lav Vigotski (1896–1934) sovjetski psiholog i sociolog

4Treba ista²i i da ovakva nastava podrazumeva da matematiqko obrazovaǌe nastavnika znatno
izlazi iz okvira xkolske matematike.
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Prvom znaqajnom teoremom nemogu²nosti smatra se otkri²e nesamerǉivosti
dijagonale i stranice kvadrata. Koriste²i savremenu terminologiju, centralno
pitaǌe, koje je dovelo do ovog otkri²a, mo¼e se formulisati na slede²i naqin.

Problem samerǉivosti. Mogu li merni brojevi dijagonale i
stranice kvadrata, pri mereǌu istom jedinicom mere, istovremeno biti
prirodni brojevi?

Negativan odgovor na prethodno pitaǌe je poqetak pokuxaja da se usklade
du¼i (objekti koje merimo) i brojevi (kojima izra¼avamo rezultat mereǌa).
Uskla±ivaǌe je trajalo vekovima, sve do 19. veka i radova Dedekinda i Kan-
tora.5

Najpoznatije teoreme nemogu²nosti odnose se na drevne antiqke konstruk-
tivne zadatke.

Problem trisekcije ugla. Leǌirom i xestarom proizvoǉan
ugao podeliti na tri jednaka dela.

Problem udvostruqavaǌa kocke. Leǌirom i xestarom kon-
struisati stranicu kocke qija je zapremina dvostruko ve²a od zapremi-
ne zadate kocke.

Problem kvadrature kruga. Leǌirom i xestarom konstruisati
kvadrat qija je povrxina jednaka povrxini datog kruga.

Smatra se da su ovi drevni problemi formulisani oko 430 pre n. e. Nemo-
gu²nost da se leǌirom i xestarom obave ¼eǉene konstrukcije je pokazana tako±e
u 19. veku, kada su algebra i matematiqka analiza razvile dovoǉno mo²ne metode.

Vekovima su trajali pokuxaji da se Euklidov peti postulat izvede iz os-
talih aksioma euklidske geometrije, naravno uz uvereǌe da se to mo¼e uqiniti.
Peti postulat, odn. aksiomu paralelnosti danas formulixemo po uzoru na
Hilbertove6 ,,Osnove geometrije“ [7]:

Neka je a proizvoǉna prava i A taqka van a; tada postoji, u ravni
odre±enoj pravom a i taqkom A, najvixe jedna prava koja prolazi kroz
A i ne preseca a.

Rezultati koje je dobio Lobaqevski7, istra¼uju²i dokazivost aksiome pa-
ralelnosti, doveli su do neeuklidskih geometrija koje istoriqari matematike
smatraju otkri²em od epohalnog znaqaja i velikom promenom u filozofiji same
matematike.

5Rihard Dedekind (1831–1916), nemaqki matematiqar; Georg Kantor (1845–1918), nemaqki ma-
tematiqar. Posebno su znaqajni Dedekindovi prilozi aksiomatizaciji aritmetike i zasnivaǌu real-
nih brojeva. Dva Dedekindova rada prevedena su na mnoge jezike i qesto zajedno xtampana kao Eseji
o teoriji brojeva: (I) Neprekidnost i iracionalni brojevi (1858); (II) Priroda i znaqeǌe broje-
va (1888). Qlanak (I) je preveden u publikaciji Zasniva�e nastave matematiqke analize,
Druxtvo matematiqara Srbije (2019).

6David Hilbert (1862–1943), nemaqki matematiqar
7Nikolaj Lobaqevski (1792–1856), ruski matematiqar
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Raqunar, simbol modernog doba, u izvesnom smislu se mo¼e smatrati proiz-
vodom koji je osmixǉen u razmatraǌima ,,nemogu²ih“ problema. Req je o prob-
lemima koje je u prvoj polovini 20. veka postavǉao quveni nemaqki matematiqar
Hilbert. Na 2. Svetskom matematiqkom kongresu, 1900. godine, on je odr¼ao
quveno predavaǌe na kome je vidovito predstavio 23 problema za nastupaju²i
vek. Jedan od tih problema ostao je poznat kao

10. Hilbertov problem. Za datu Diofantovu jednaqinu sa bilo
kojim brojem nepoznatih i celobrojnim koeficijentima, na²i postupak
kojim se mo¼e odluqiti, koriste²i konaqan broj operacija, da li ta
jednaqina ima ili nema rexeǌa.

U danaxǌoj terminologiji, tra¼i se algoritam koji ²e za ulaz oblika
F (x1, . . . , xk) = 0, gde je F polinom sa nepoznatim x1, . . . , xk i celobrojnim
koeficijentima, vratiti odgovor DA, ako jednaqina ima celobrojna rexeǌa, a u
suprotnom odgovor NE. Na primer, za ulaz x2

1+x2
2−x2

3 = 0 algoritam daje odgovor
DA, a za ulaz x3

1 +x3
2−x3

3 = 0 daje odgovor NE.8 Nexto kasnije, na matematiqkom
kongresu u Boloǌi, 1928. godine, Hilbert je formulisao opxtiji problem, i
tra¼io postupak za rexavaǌe bilo koje dobro definisane klase problema. Ovaj
opxtiji problem, poznat kao problem odluqivosti, ubrzo je dobio negativan
odgovor. Velike zasluge u rexavaǌu problema odluqivosti pripadaju Gedelu
i Qerqu, ali je svakako suxtinski doprinos dao Tjuring9 koji je tragaju²i za
neodluqivim problemima zamislio apstraktnu maxinu za rexavaǌe odluqivih
problema. Ta apstraktna maxina danas se naziva univerzalna Tjuringova max-
ina, a ǌena (u izvesnom smislu slabija) fiziqka realizacija se naziva raqunar.
Deseti Hilbertov problem je du¼e qekao na odgovor. Definitivan odgovor je
dao Matijaseviq10, 1970. godine, dokazavxi da ne postoji postupak koji se tra¼i
u 10. Hilbertovom problemu. Vixe detaǉa o rexeǌu ovog Hilbertovog problem
mo¼e se prona²i u [6].

2.1. Zadaci za zagrevaǌe
Sasvim uopxteno govore²i, osnovne metode na kojima se zasnivaju dokazi teo-

rema nemogu²nosti jesu: 1) indirektno rezonovaǌe i 2) nala¼eǌe kontraprimera.
Ove metode svakako zahtevaju napredni naqin razmixǉaǌa i treba ih sistemats-
ki negovati od ranog xkolovaǌa. Navodimo nekoliko jednostavnih zadataka koji
bi mogli poslu¼iti kao uzor za zadatke koji podstiqu razvoj pomenutih vexti-
na. Zadaci prate program za osnovne xkole i rimski brojevi ispred formulacija
preporuquju razred u kome bi se zadatak mogao rexavati.

Zadatak 1. [Indirektno rezonovaǌe]
IV Ako je a + b > 100, onda je a > 50 ili b > 50. Objasnite.

8Rexeǌa jednaqine x2
1 + x2

2 − x2
3 = 0 su tzv. Pitagorine trojke. Prema Velikoj Fermaovoj

teoremi, za n > 3, ne postoje celi brojevi x1, x2, x3 takvi da je xn
1 + xn

2 = xn
3 .

9Kurt Gedel (1906–1978), austrijsko-ameriqki matematiqar; Alonzo Qerq (1903–1995), ame-
riqki matematiqar; Alan Tjurnig (1912–1954), engleski matematiqar

10Jurij V. Matijaseviq (1947–), ruski matematiqar
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V Ako je ab neparan broj, onda i a i b moraju biti neparni. Objasnite.
VI Trougao mo¼e imati najvixe jedan prav ugao. Objasnite.

VII Ako je ab iracionalan broj, onda je bar jedan od brojeva a ili b iracionalan.
Objasnite.

Rexeǌe. U svakom od navedenih zahteva, indirektno razmixǉaǌe se prirodno
name²e. (IV) Ako nijedan od brojeva a i b nije ve²i od 50, zbir ne mo¼e biti
ve²i od 100. (V) Ako bi jedan od brojeva a ili b bio paran, i proizvod ab bi
bio paran. (VI) Ako bi trougao imao dva prava ugla, onda bi zbir svih uglova
tog trougla morao biti ve²i od 180◦. (VII) Ako su i a i b racionalni brojevi,
ǌihov proizvod bi tako±e bio racionalan. ¤
Zadatak 2. [Kontraprimeri]
IV Na±ite dva pravougaonika istih povrxina i razliqitih obima.
V Na±ite dva broja qiji je zbir deǉiv sa 7, a nijedan od ǌih nije deǉiv sa 7.

VI Na±ite dva trougla koji pokazuju da trougao ve²eg obima ne mora imati i
ve²u povrxinu.

VII Konstruixite petougao qije su sve stranice me±usobno jednake, a koji nije
pravilan.

Rexeǌe. Za svaki od navedenih zahteva, postoji vixe mogu²ih odgovora. U
takvim sluqajevima, korisno je potra¼iti xto vixe mogu²nosti. Naravno, naj-
va¼nije je iz kontraprimera izvu²i odgovaraju²i zakǉuqak. (IV) Pravougaonik
2 cm × 6 cm ima istu povrxinu kao pravougaonik 3 cm × 4 cm, ali su obimi
ova dva pravougaonika razliqiti. Zakǉuqujemo, pravougaonici istih povrxina
ne moraju imati jednake obime. (V) Zbir 10 + 11 je deǉiv sa 7, ali 7 - 10
i 7 - 11. Zakǉuqujemo, delilac zbira ne mora da deli nijedan od sabiraka.
(VI) Posmatrajmo dva pravougla trougla, trougao ∆1 qije su katete a1 = 100 cm
i b1 = 0,1 cm i trougao ∆2 qije su katete a2 = 3 cm i b2 = 4 cm. Neka su c1

i c2 redom hipotenuze trouglova ∆1 i ∆2. Procenimo obime ova dva trougla
(koriste²i, u drugom sluqaju, nejednakost trougla):

O1 = a1 + b1 + c1 > 100,1 cm i O2 = a2 + b2 + c2 6 2(a2 + b2) = 14 cm.

Dakle, O1 > O2. Me±utim,

P1 =
a1b1

2
= 5 cm2 i P2 =

a2b2

2
= 6 cm2,

odakle sledi P1 < P2. (VII) ´eǉeni petougao se mo¼e dobiti od kvadrata i
jednakostraniqnog trougla koji imaju jednu zajedniqku stranicu i nemaju zajed-
niqkih unutraxǌih taqaka. ¤

2.2. Nesamerǉivost
Problem nesamerǉivosti dijagonale i stranice kvadrata prate dva veo-

ma suptilna koncepta: indirektno mixǉeǌe i pojam konvergencije. Oni pred-
stavǉaju osnov za mnoge va¼ne matematiqke teme i treba im posvetiti poseb-
nu pa¼ǌu. Naravno, neophodne su postepene pripreme za svaki koncept poseb-
no. Naredni zadatak je osmixǉen tako da uqenicima (osnovnih xkola) predoqi
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fenomene koji prate mereǌe dijagonale kvadrata ǌegovom stranicom. Pogodno
je problem mereǌa du¼ine prevesti u problem mereǌa povrxine, jer ovaj drugi
pristup pru¼a vixe mogu²nosti da se osnovne ideje oqigledno predstave. Shodno
tome, slede²i zadatak se odnosi na mereǌe povrxine pravougaonika qija je jedna
stranica jediniqna du¼, a druga stranica je dijagonala jediniqnog kvadrata.

Zadatak 3. [VII] a) Nacrtajte proizvoǉan kvadrat koriste²i kvadratnu mre¼u
u svesci. Konstruixite zatim pravougaonik qija je jedna stranica jednaka stra-
nici kvadrata, a druga stranica je jednaka dijagonali kvadrata. Crtajte tako
da se jedna kra²a stranica pravougaonika nalazi na liniji kvadratne mre¼e.

b) Koriste²i kvadratnu mre¼u sveske, procenite povrxinu pravougaonika
ako je jedinica mere polazni kvadrat.

v) Uporedite svoju procenu sa procenama ostalih uqenika. Zapixite svoja
zapa¼aǌa.

Rexeǌe i diskusija. a) Na slici 1 su prikazane dve mogu²nosti.

Slika 1. Procena povrxine pravougaonika pomo²u kvadratne mre¼e

b) Za procenu povrxine pravougaonika koristimo kvadrati² mre¼e nacrtane
u svesci. (Standardno, kvadrati² jeste kvadrat stranice 5mm, ali to nije
relevantno.) ,,Kvalitet“ procene povrxine pravougaonika zavisi²e od veliqine
polaznog kvadrata. Xto je ve²i polazni kvadrat (tj. sadr¼i vixe kvadrati²a
mre¼e), procena povrxine pravougaonika ²e biti preciznija. Neka je n merni
broj stranice polaznog kvadrata merene stranicom kvadrati²a. Na slici 1 levo
je n = 4, a na slici 1 desno je n = 6. Povrxinu pravougaonika P , uzimaju²i da
je jedinica mere polazni kvadrat, proceǌujemo odre±ivaǌem:

• najve²eg broja kvadrati²a koji se mogu nadovezati du¼ du¼e stranice pra-
vougaonika, tako da se ne ,,iza±e“ iz pravougaonika; ako je m dobijeni broj,
onda je P > mn

n2 = m
n ;

• najmaǌeg broja kvadrati²a koji se mogu nadovezati du¼ du¼e stranice pra-
vougaonika, tako da se ,,pokrije“ qitava stranica; ako je M dobijeni broj,
onda je P < Mn

n2 = M
n .

Navodimo neke procene u zavisnosti od broja n.
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n procena povrxine P

4 5
4 < P < 6

4 tj. 1,25 < P < 1,5 (slika 1, levo)

5 7
5 < P < 8

5 tj. 1,4 < P < 1,6

6 8
6 < P < 9

6 tj. 1,3333 < P < 1,5 (slika 1, desno)

7 9
7 < P < 10

7 tj. 1,2857 < P < 1,4286

8 11
8 < P < 12

8 tj. 1,375 < P < 1,5

v) Va¼no je primetiti da se sa porastom broja n dobija sve preciznija pro-
cena. Geometrijski softveri pru¼aju velike mogu²nosti da se efektno prika¼u
procene za veliki broj vrednosti n (slika 2).

Slika 2. Geogebra prilog za mereǌe povrxine pravougaonika:

https://www.geogebra.org/m/ndeng7ff

Pove²avaǌem vrednosti n uoqavamo da se ne dobija taqna vrednost povr-
xine. Zaista, ispostavǉa se da ne postoji n za koje se izjednaqavaju povrxine
najve²e unutraxǌe mre¼e i najmaǌe spoǉaxǌe mre¼e. Drugim reqima, povrxina
pravougaonika, merena polaznim kvadratom, nije racionalan broj. To svakako
ne mo¼emo proveriti postupkom koji je opisan u ovom zadatku. Svrha zadatka
je samo da se takav rezultat nasluti. Dodatno, prikazani postupak motivixe i
neke baziqne koncepte teorije mere, prevashodno unutraxǌu i spoǉaxǌu meru. ¤

Pravougaonik iz prethodnog zadatka ima jedno zanimǉivo svojstvo koje je
naxlo i praktiqnu primenu pri standardizaciji dimenzija papira.

Zadatak 4. [VII] A-format papira se definixe slede²im svojstvom: Ako se
papir presavije na pola, dobija se pravougaonik istog oblika, tj. ostaje
saquvana razmera du�e i kra�e stranice. Za poqetni A-format, oznaqen A0,
uzima se pravougaonik povrxine 1m2 koji zadovoǉava navedeno svojstvo; A1 se
dobija polovǉeǌem du¼e stranice A0 formata; A2 se dobija polovǉeǌem du¼e
stranice A1 formata, itd. Odredite pribli¼no u milimetrima dimenzije A0,
A1, A2, A3, A4 i A5 formata.
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Rexeǌe i diskusija. Jednakost koju nam daju poznati obrasci za povrxinu

kvadrata,
d2

2
= a2, mo¼emo da zapixemo i na slede²i naqin:

d

a
=

a

d/2
. Ovaj

zapis ima zanimǉivu geometrijsku interpretaciju:
(∗) kada prepolovimo du¼u stranicu, dobijamo pravougaonik istog oblika (sli-

qan) xto znaqi da je saquvana razmera stranica.

Slika 3. Pravougaonici A-formata

Ako nastavimo da polovimo du¼u stranicu, dobijamo niz pravougaonika is-
tog oblika (slika 3).

d

a
=

a

d/2
=

d/2
a/2

=
a/2
d/4

= · · ·

A-format papira se definixe upravo osobinom (∗), uz dodatni dogovor da je
format A0 pravougaonik povrxine 1m2. Potra¼imo najpribli¼nije celobrojne
vrednosti stranica A0 formata, u milimetrima, koje zadovoǉavaju date uslove.
Drugim reqima, A0 format odre±uju du¼i a i d takve da je

d2 = 2a2, ad = 1 000 000mm2.

Jednostavna posledica prvog uslova je jednakost d4 = 2a2d2, pa uzimaju²i u
obzir i drugi uslov dobijamo

d4 = 2 000 000 000 000mm2.

Potragu za (pribli¼nom celobrojnom) vrednox²u broja d mo¼emo obaviti cifra-
po-cifra. Broj d je sigurno izme±u 1000 i 2000, jer je

10004 < d4 = 2 000 000 000 000 < 20004.

Nastavimo sa potragom izme±u koje dve stotine (unutar druge hiǉade) se nala-
zi d. Kako je

11004 = 1 464 100 000 000; 12004 = 2073 600 000 000,

zakǉuqujemo da je 1100 < d < 1200. Na isti naqin odre±ujemo cifru desetica.
Iz

11804 = 1938 777 760 000; 11904 = 2 005 339 210 000
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sledi 1180 < d < 1190. Najzad, odre±ujemo i cifru jedinica. Iz

11894 = 1998 607 065 841; 11904 = 2 005 339 210 000

dobijamo 1189 < d < 1190. Uzimamo da je pribli¼na celobrojna vrednost du¼e
stranice 1189 mm, odakle jednostavno nalazimo i pribli¼nu celobrojnu vred-
nost kra²e stranice:

a =
1000 000

1189
≈ 841

Umesto dobijenih vrednosti, uglavnom se uzimaju najbli¼i maǌi parni brojevi,
jer se maǌi A formati dobijaju polovǉeǌem du¼e stranice. Kada se to uzme
u obzir dobijamo da su dimenzije A0 formata 1188 × 840. Odredimo dimenzije
nekoliko maǌih formata:

(A1) kako je 1188 : 2 = 594, dimenzije A1 formata su 840× 594;
(A2) kako je 840 : 2 = 420, dimenzije A2 formata su 594× 420;
(A3) kako je 594 : 2 = 297, dimenzije A3 formata su 420× 297;
(A4) kako je 420 : 2 = 210, dimenzije A4 formata su 297× 210;
(A5) kako je11 296 : 2 = 148, dimenzije A5 formata su 210× 148 itd.

Posebno treba naglasiti odnos stranica dobijenih pravougaonika:

1188
840

≈ 1,4142857,
840
594

≈ 1,4141414,
594
420

≈ 1,4142857, . . .

Ovaj (projektni) zadatak nagovextava problem odre±ivaǌa odnosa izme±u dijag-
onale i stranice kvadrata. ¤

Prethodni zadaci predstavǉaju dobar uvod u razmatraǌe glavnog pitaǌa o
samerǉivosti dijagonale i stranice kvadrata.

Zadatak 5. [VII] Mogu li merni brojevi dijagonale i stranice kvadrata is-
tovremeno biti prirodni brojevi? Za odgovor i obrazlo¼eǌe iskoristite sle-
de²i tekst i slike koje ga prate.

Pretpostavimo da je odgovor potvrdan! Neka je n najmaǌi prirodan
broj sa slede�om osobinom: u kvadratu stranice n jedinica mere, merni
broj du�ine dijagonale je tako�e prirodan broj.

Slika 4. Dokaz nesamerǉivosti stranice i dijagonale kvadrata

11Umesto 297 uzima se prvi parni broj maǌi od ǌega.
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Rexeǌe i diskusija. Postoji veoma mnogo dokaza da se odnos dijagonale i
stranice kvadrata ne mo¼e predstaviti kao racionalan broj. Dokaz prikazan
u ovom zadatku je verovatno najbli¼i dokazu iz antiqkih vremena. U ǌemu se
koristi posebno va¼an princip dobrog ure±eǌa prirodnih brojeva: ako postoji
prirodan broj sa izvesnom osobinom, onda postoji i najmaǌi prirodan broj sa
takvom osobinom. Drugim reqima, skup prirodnih brojeva ne dozvoǉava beskona-
qan spust. Ako, iz pretpostavke da tvrdǌa va¼i za neki prirodan broj, poka¼emo
da tvrdǌa mora da va¼i i za neki strogo maǌi prirodan broj, onda zakǉuqujemo
da tvrdǌa ne va¼i ni za jedan prirodan broj.

Odgovor nadovezujemo na dati tekst i sliku 4. Neka je ABCD kvadrat qija
je stranica dugaqka n jedinica mere, prema pretpostavci u navedenom tekstu.
Na dijagonali AC (qija je du¼ina prirodan broj) odre±ena je taqka E takva
da je CE = CB. Tada je du¼ina du¼i AE = AC − CE tako±e prirodan broj.
Nije texko primetiti da je AB > AE (tj. da je dijagonala kvadrata kra²a od
dvostruke vrednosti stranice). Taqka F , na stranici AB, izabrana je tako
da 4AEF bude jednakokrako pravougli trougao, sa pravim uglom u temenu E.
Iz podudarnosti trouglova CEF i CBF (CE = CB, CF ≡ CF , ^CEF =
^CBF = 90◦) sledi EF = FB. Dakle, AE = FB, xto znaqi da je du¼ina du¼i
FB prirodan broj, pa je prirodan broj i du¼ina du¼i AF = AB − FB. Du¼
AF je jednaka dijagonali kvadrata stranice AE i du¼ine obe du¼i su prirodni
brojevi, xto je u suprotnosti sa polaznom pretpostavkom, jer je AE < n. ¤

2.3. Nedokazivost

Lobaqevski je pokuxavao indirektnim rasu±ivaǌem da doka¼e Euklidov
peti postulat iz ostalih aksioma euklidske geometrije. Pretpostavio je ne-
gaciju (jednog ekvivalenta) petog postulata i uz ostale aksiome poqeo da izvo-
di posledice, oqekuju²i da ²e u jednom trenutku do²i do kontradikcije. Ne
otkrivxi nikakvu protivreqnost, smelo je pretpostavio da peti postulat nije
posledica ostalih aksioma i da se osim euklidske geometrije mo¼e na sliqan
naqin razviti sasvim drugaqija geometrija. Ova ,,indirektna metoda“ je samo
nagovestila nedokazivost, dok je konaqna potvrda tog nagovextaja dobijena kon-
struisaǌem kontraprimera. Da bismo xto jednostavnije objasnili o kakvim
kontraprimerima je req, posmatra²emo znatno jednostavniji sluqaj. Sledi-
mo Hilbertove Osnove geometrije [7] i, uz odgovaraju²a pojednostavǉeǌa, za-
mixǉamo dva razliqita sistema stvari: stvari prvog sistema naziva-
mo taqkama, a stvari drugog sistema pravim, i zamixǉamo ih u izvesnom
odnosu pripadaǌa. Izdvajamo samo qetiri aksiome pripadaǌa:
(I1) Za svake dve taqke uvek postoji prava kojoj pripadaju obe ove taqke.
(I2) Za svake dve taqke ne postoji vixe od jedne prave kojoj bi pripadale obe

taqke.
(I3) Svakoj pravoj pripadaju najmaǌe dve taqke.
(I4) Za svaku pravu postoji taqka koja ne pripada toj pravoj.
i slede²u varijantu aksiome paralelnosti:
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(V ) Za svaku pravu i svaku taqku koja ne pripada toj pravoj, postoji samo jedna
prava kojoj pripada data taqka i nema zajedniqkih taqaka sa datom pravom.
Kako pokazati da se tvrdǌa (V ) ne mo¼e dokazati iz pretpostavki (I1), (I2),

(I3), (I4)? Naredni zadatak ilustruje suxtinu metode kontraprimera kojom se
razmatraju pitaǌa nedokazivosti.

Zadatak 6. [ISX] Zamixǉamo dva razliqita sistema stvari: stvari prvog
sistema nazivamo qlanovima, a stvari drugog sistema timovima, i zamixǉamo
ih u izvesnom odnosu pripadaǌa. Timovi su formirani tako da va¼e slede²i
uslovi:
(I1) Za svaka dva qlana uvek postoji tim kome pripadaju oba qlana.
(I2) Za svaka dva qlana ne postoji vixe od jednog tima kome bi pripadala oba

qlana.
(I3) Svakom timu pripadaju najmaǌe dva qlana.
(I4) Za svaki tim postoji qlan koji ne pripada tom timu.
Data je tvrdǌa:
(V ) Za svaki tim i svakog qlana koji ne pripada tom timu, postoji samo jedan

tim kome pripada dati qlan i nema zajedniqkih qlanova sa datim timom.
a) Polaze²i od samo tri qlana formirajte timove tako da va¼e uslovi (I1),

(I2), (I3), (I4).
b) Proverite da li je taqna tvrdǌa (V ), za tri qlana i timove formirane

pod a).
v) Oslaǌaju²i se na rexeǌa zahteva pod a) i b), objasnite zaxto tvrdǌa

(V ) nije posledica uslova (I1), (I2), (I3), (I4).

Rexeǌe i diskusija. a) Ako qlanove obele¼imo sa A, B i C, jednostavno
dobijamo da treba formirati tri tima: {A,B}, {B, C}, {C,A}.

b) Direktno se proverava da tvrdǌa (V ) nije taqna za sisteme formirane
pod a). Izaberimo, na primer, tim {A,B} i (jedinog) qlana C koji ne pripada
tom timu. Da li postoji tim kome pripada C ali nema zajedniqkih qlanova sa
{A,B}? Naravno, odgovor je negativan. Do istog zakǉuqka se dolazi i u ostalim
sluqajevima.

v) Ako je neka tvrdǌa posledica izvesnih uslova, onda je ta tvrdǌa sigurno
taqna u svim situacijama u kojima su ispuǌeni svi navedeni uslovi. Pod a) je
odre±ena jedna situacija u kojoj su istiniti svi uslovi (I1), (I2), (I3), (I4), a
pod b) je pokazano da tvrdǌa (V ) nije taqna u toj situaciji.

Korisno je ispitati i da li je mogu²a situacija koja ispuǌava uslove (I1),
(I2), (I3), (I4), a taqna je i tvrdǌa (V ). Nije texko proveriti da ²e to biti
sluqaj ako od qetiri qlana A, B, C, D formiramo timove {A, B}, {A,C}, {A,D},
{B,C}, {B, D} i {C,D}. ¤

Posebno znaqajni ,,sistemi stvari“ su uvedeni u slede²em zadatku. Req je
tzv. Poenkareovom12 poluravanskom modelu hiperboliqke planimetrije.

12Anri Poenkare (1854–1912), francuski matematiqar
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Zadatak 7. [ISX] Data je (euklidska) otvorena poluravan, tj. poluravan bez
graniqne prave. Posmatrajte slede²a dva sistema stvari: taqke otvorene polu-
ravni i linije koje mogu biti
• poluprave qiji poqeci pripadaju graniqnoj pravoj poluravni i normalne su

na ǌoj, ili
• polukru¼nice te poluravni, qiji su centri na graniqnoj pravoj poluravni,

pri qemu u oba sluqaja linija ne sadr¼i krajǌe taqke sa graniqne prave. Po-
drazumeva se uobiqajen odnos pripadaǌa izme±u taqaka i linija (slika 5).

Slika 5. Poenkareov poluravanski model

Ispitajte koje od slede²ih osobina zadovoǉavaju ovi sistemi taqaka i li-
nija.
(I1) Za svake dve taqke uvek postoji linija kojoj pripadaju obe taqke.
(I2) Za svake dve taqke ne postoji vixe od jedne linije kojoj pripadaju obe taqke.
(I3) Svakoj liniji pripadaju najmaǌe dva taqke.
(I4) Za svaku liniju postoji taqka koja ne pripada toj liniji.
(V ) Za svaku liniju i svaku taqku koja ne pripada toj liniji, postoji samo jedna

linija kojoj pripada data taqka i koja nema zajedniqkih taqaka sa datom
linijom.

Rexeǌe i diskusija. Oqigledno je da su taqni iskazi (I3) i (I4). Ispitivaǌe
istinitosti preostalih iskaza pogodno je posmatrati konstruktivno, tj. svesti
na rexavaǌe slede²ih konstruktivnih zadataka.

1. Za zadate dve taqke poluravni konstruisati liniju (odgovaraju²u polupravu
ili polukru¼nicu) koja sadr¼i te dve taqke.

2. Za zadatu liniju (polupravu ili polukru¼nicu) i taqku koja ne pripada
toj liniji, konstruisati liniju koja sadr¼i datu taqku i nema zajedniqkih
taqaka sa datom linijom.
Prvi konstruktivni zadatak uvek ima jedinstveno rexeǌe, odakle sledi da

su iskazi (I1) i (I2) taqni. Zaista, ako zadati par taqaka pripada normali
na graniqnu pravu poluravni, onda je tra¼ena linija odgovaraju²a poluprava.
Ako zadati par taqaka ne pripada normali na granicu poluravni, onda treba
konstruisati simetralu du¼i koju odre±uju te dve taqke i tra¼ena linija ²e
biti polukru¼nica qiji je centar presek simetrale i granice poluravni.

Drugi konstruktivan zadatak tako±e uvek ima rexeǌa, ali ono nikada nije
jedinstveno. Bez obzira na izbor linije i taqke koja joj ne pripada, uvek mo¼emo
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Slika 6. Iskaz (V ) nije taqan za Poenkareov poluravanski model

konstruisati neograniqeno mnogo linija koje sadr¼e datu taqku i nemaju zajed-
niqkih taqaka sa datom linijom (slika 6).

Rexeǌe drugog konstruktivnog zadatka pokazuje da iskaz (V ) nije taqan za
Poenkareov poluravanski model. Xtavixe, za svaku liniju i svaku taqku koja
ne pripada toj liniji, postoji beskonaqno linija kojima pripada data taqka i
koje nemaju zajedniqkih taqaka sa datom linijom. ¤

2.4. Trisekcija ugla
Napori da se rexe drevni konstruktivni problemi, posebno problem kvadra-

ture kruga, qesto se slikovito opisuju uvereǌem da je utroxeno vixe intelek-
tualnog napora da se rexi problem kvadrature kruga nego da se qovek poxa-
ǉe na Mesec. Prve potpune dokaze da se problemi trisekcije ugla i udvostruqa-
vaǌa kocke ne mogu rexiti leǌirom i xestarom dao je francuski matematiqar
Vencel13, 1837. godine. Za problem trisekcije ugla, Vencel dokazuje slede²u
teoremu.

Teorema. Leǌirom i xestarom nije mogu�e konstruisati ugao od 20◦.

Iz prethodne teoreme direktno sledi da je problem trisekcije ugla nerexiv
leǌirom i xestarom, jer bismo u suprotnom, trisekcijom ugla od 60◦ dobili ugao
od 20◦.

Dokaz Vencelove teoreme izostavǉamo, ali predla¼emo nekoliko zadataka
kojima se istiqu veoma znaqajni aspekti Vencelovog rezultata. Zadaci su in-
spirisani jednim problematiqnim YouTube prilogom. YouTube, TikTok i druge
popularne platforme obiluju (edukativnim i ,,edukativnim“) prilozima razli-
qitog kvaliteta. Postoje odliqni prilozi koji pru¼aju izuzetne mogu²nosti
za osve¼eǌe standardnih modela organizacije nastave i kreativno planiraǌe.
Me±utim i loxi primeri imaju didaktiqki potencijal, jer se mogu iskoristiti
da izoxtre mo² zapa¼aǌa uqenika i jaqaju ǌihovo kritiqko mixǉeǌe. Upra-
vo ova ideja je opredelila nax izbor videa za problemsku situaciju. Video
prikazuje jednu sasvim jednostavnu, lako razumǉivu geometrijsku konstrukciju,
koja se zavrxava nekorektnom tvrdǌom da je konstruisan ugao od 110◦. Tvrdǌa
se direktno suprotstavǉa Vencelovom rezultatu. Prav ugao je mogu²e konstru-
isati leǌirom i xestarom, pa bismo konstrukcijom ugla od 110◦ jednostavno
dobili i ugao od 20◦. Slede²a tri zadatka su osmixǉena tako da usmeravaju is-
tra¼ivaǌe korektnosti konstrukcije, otvaraju²i prostor za diskusiju o samim
metodama opovrgavaǌa.

13Pjer Vencel (1814–1848), francuski matematiqar
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Na YouTube-u je dostupno nekoliko video priloga koji svojim naslovima
najavǉuju konstrukciju ugla od 110◦. Slika 7 prikazuje najva¼nije scene jedne
od pomenutih video-konstrukcija. Polaze²i od poluprave, oznaqimo je Oa, prvo
je konstruisano xest lukova jednakog polupreqnika r (slika 7, levo), a zatim i
sedmi luk qiji je polupreqnik dijagonala kvadrata stranice r (slika 7, sredina).
Presek xestog i sedmog luka odre±uje polupravu Ob (slika 7, desno).

Slika 7. Scene problematiqnog YouTube-videa

Video se zavrxava scenom kojom je autor
,,pokazao“ da je konstruisan ugao od 110◦. Oz-
biǉnija analiza video-konstrukcije bi mogla
zapoqeti slede²im zadacima.

Zadatak 8. [IISX] Konstruixite ugao
podudaran uglu aOb iz videa. Izmerite ovaj
ugao. Ukoliko mereǌe poka¼e da veliqina ug-
la odstupa od 110◦, xta bi mogli biti ra-
zlozi odstupaǌa? Nepreciznost konstrukcije
ili vaǉanost same metode?

Slika 8. Zavrxna scena

problematiqnog YouTube-videa

Rexeǌe i diskusija. Na slici 9 prikazana je odgovaraju²a konstrukcija
pomo²u Geogebra-e. Mereǌem je utvr±eno da je mera konstruisanog ugla ve²a od
110◦.

Da li su ovo dovoǉni razlozi da se konstrukcija odbaci? Kao xto se
mereǌem ne mo¼e pokazati korektnost konstrukcije, ova metoda nije pouzdana
ni za odbacivaǌe konstrukcije. ¤

Zadatak 9. [IISX] Uoqite qetvorougao OABC dobijen prikazanom konstrukci-
jom (slika 10).

a) Odredite uglove i stranice qetvorougla OABC.
b) Odredite (pribli¼no) veliqinu ugla koji dijagonala OB zaklapa sa

stranicama qetvorougla OABC.
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Slika 9. Prikaz problematiqne YouTube-konstrukcije Slika 10. Qetvorougao OABC

u Geogebra-i i mereǌe konstruisanog ugla

Rexeǌe i diskusija. a) Qetvorougao OABC je sastavǉen od dva jednakokraka
trougla OCA i BAC, sa zajedniqkim krakom du¼ine r. Uglovi i stranice ovog
qetvorougla se jednostavno raqunaju: ^O = 30◦, ^A = 120◦, ^B = 45◦, ^C =
165◦; OC = AB = r, BC = r

√
2, OA = r

√
3.

b) Primenom kosinusne teoreme na 4OAB i korix²eǌem jednakosti
cos 120◦ = − 1

2 dobijamo:

OB2 = AB2 + AO2 − 2AB ·AO · cos ^OAB

= r2 + 3r2 − 2
√

3 r2 cos 120◦ = r2
(
4 +

√
3
)
.

Daǉe, jox jednom primenom kosinusne teoreme na isti trougao imamo:

cos ^AOB =
OA2 + OB2 −AB2

2OA ·OB
=

3r2 + r2
(
4 +

√
3
)− r2

2r2
√

3 ·
√

4 +
√

3

=
6 +

√
3

2
√

3
√

4 +
√

3
=

2
√

3 + 1

2
√

4 +
√

3
≈ 0, 9322857809.

Najzad, upotrebom kalkulatora raqunamo, naravno pribli¼no, veliqinu ugla
AOB, ^AOB ≈ 21,2060231208◦. Ovaj rezultat pojaqava sumǌu u polaznu kon-
strukciju. Da je polazna konstrukcija korektna, ugao AOB bi trebalo da bude
jednak 20◦, a raqun je pokazao odstupaǌe ve²e od 1◦. Ipak, jox uvek nemamo qvrst
dokaz da konstrukcija nije korektna. Razlog je naravno nepreciznost pribli¼nog
raqunaǌa (dva puta smo upotrebili znak ≈ umesto =). ¤

Zadatak 10. [IISX]
a) Dokazati identitet cos 3α = 4 cos3 α− 3 cos α.
b) Dokazati da je cos 20◦ rexeǌe jednaqine 4x3 − 3x− 1

2 = 0.
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v) Dokazati da broj 2
√

3+1

2
√

4+
√

3
nije rexeǌe jednaqine 4x3 − 3x− 1

2 = 0.

Rexeǌe i diskusija. a) Identitet je jednostavna posledica poznatih for-
mula: sin2 α + cos2 α = 1, cos(α + β) = cos α cosβ − sin α sin β i sin(α + β) =
sin α cosβ + cos α sin β.

b) Tvr±eǌe sledi iz a) za α = 20◦, i jednakosti cos 60◦ = 1
2 .

v) Nexto zahtevniji dokaz, i to samo u tehniqkom smislu, potreban je za
deo v). Pretpostavimo da broj 2

√
3+1

2
√

4+
√

3
jeste rexeǌe jednaqine 4x3− 3x− 1

2 = 0.
Iz jednakosti

x(4x2 − 3) =
2
√

3 + 1

2
√

4 +
√

3

(
4 · (2

√
3 + 1)2

4(4 +
√

3)
− 3

)

=
2
√

3 + 1

2
√

4 +
√

3

(
13 + 4

√
3− 3(4 +

√
3)

4 +
√

3

)

=
2
√

3 + 1

2
√

4 +
√

3
· 1 +

√
3

4 +
√

3
=

7 + 3
√

3

2
√

4 +
√

3(4 +
√

3)

sledi da bi moralo biti

7 + 3
√

3

2
√

4 +
√

3(4 +
√

3)
=

1
2
, tj. 7 + 3

√
3 =

√
4 +

√
3(4 +

√
3).

Posle kvadriraǌa obeju strana posledǌe jednakosti dobijamo 24 + 9
√

3 = 0.
Posledǌa jednakost je netaqna, jer je

√
3 iracionalan broj. Va¼no je ista²i

da se i intuitivno moglo naslutiti da kubnu jednaqinu ne mo¼e da zadovoǉi
neki broj predstavǉen brojevnim izrazom u kome se osim osnovnih raqunskih
operacija koristi samo kvadratni koren.

Tek sada izvlaqimo nepobitan zakǉuqak: polazna konstrukcija nije korek-
tna; YouTube-video ne pokazuje konstrukciju ugla od 110◦. Internet obiluje
nekorektnim konstrukcijama koje mogu biti polazixte za sliqne zadatke. ¤

Qiǌenica da se leǌirom i xestarom ne mo¼e izvrxiti trisekcija proiz-
voǉnog ugla inspirixe potragu za novim spravama i trikovima kojima bi se ovaj
konstruktivni zadatak mogao rexiti. Takozvana origami trisekcija mo¼e biti
posebno zanimǉiva za analizu. Origami trisekciju je otkrio japanski matema-
tiqar Hisaxi Abe, 70-ih godina 20. veka.

Zadatak 11. [ISX] a) Isprobaj origami trisekciju ugla prikazanu na sli-
ci 11.14 1) Na pravougaonom papiru nacrtati oxtar ugao aOb tako da se teme
O poklopi sa vrhom doǌeg levog ugla papira, a krak Oa bude nacrtan du¼ doǌe
ivice. 2) Nacrtati prave p i q paralelne kraku Oa, tako da jedna prava (q) bude
jednako udaǉena od druge prave (p) i prave na kojoj se nalazi krak Oa. Nacrtati

14Umesto slike, uqenicima se mo¼e pokazati video koji prikazuje origami trisekciju. YouTube,
TikTok i sliqne platforme sadr¼e veliki broj dobrih animacija ovog postupka.
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Slika 11.

podno¼je P normale iz O na pravu p. 3-4) Doǌi levi ugao papira presaviti
tako da taqke O i P redom ,,padnu“ na q i Ob, ostavǉaju²i ,,tragove“ O′ i P ′.
5) Poluprava OO′ odre±uje tre²inu polaznog ugla aOb.
b) Da li je prikazanim postupkom poqetni ugao zaista podeǉen na tri jednaka
dela? Detaǉno obrazlo¼ite odgovor.

Rexeǌe i diskusija. a) Po¼eǉno je koristiti providan (tzv. paus) papir
i nacrtati sve objekte koji su od znaqaja (slika 12, levo). Dodatno, trebalo
bi ista²i i liniju presavijaǌa, jer ²e osobine osne simetrije biti va¼ne u
obrazlo¼eǌu postupka.

Slika 12. Analiza origami trisekcije

b) Trouglovi OO′P ′ i O′OP su osnosimetriqni u odnosu na liniju presa-
vijaǌa (slika 12, sredina). Shodno tome, uglovi O′OP ′ i OO′P su jednaki, tj.
^OO′P = ^O′Ob.

Trougao OO′P je jednakokrak i prava q polovi ugao pri vrhu OO′P . Prema
poznatoj teoremi o uglovima na transverzali paralelnih pravih, oxtar ugao
koji q zaklapa sa OO′ jednak je uglu O′Oa. Zakǉuqujemo da je ^O′Oa jednak
polovini ugla OO′P , pa je prema ranije pokazanom

^O′Oa =
1
2
^O′Ob.

Iz posledǌe jednakosti direktno sledi da poluprava OO′ odre±uje tre²inu ugla
aOb. ¤

Qiǌenica da se leǌirom i xestarom ne mo¼e izvrxiti trisekcija proiz-
voǉnog ugla inspirixe potragu za pribli¼nim rexeǌima ovog zadatka. ,,Pro-
izvoǉno dobre“ pribli¼ne konstrukcije se mogu iskoristiti kao motivacioni
primeri graniqnih procesa.
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Zadatak 12. [IIISX]
a) Opixite konstrukcije prikazane na slici 13 i odredite veliqine osen-

qenih uglova.

Slika 13. Pribli¼na trisekcija ugla

b) Nastavǉaǌem prethodnog postupka, dobijaju se uglovi:
(

1
2
− 1

4
+

1
8
− 1

16
+

1
32

)
· 60◦,

(
1
2
− 1

4
+

1
8
− 1

16
+

1
32
− 1

64

)
· 60◦, itd.

Xta prime²ujete?
v) Mo¼e li se leǌirom i xestarom konstruisati ugao qija se veliqina

razlikuje od ugla od 20◦ za maǌe od 0, 01◦? Mo¼e li se razlika uqiniti jox
maǌom?

g) Ako je ε bilo koji pozitivan broj, mo¼e li se leǌirom i xestarom kon-
struisati ugao qija se veliqina za maǌe od ε stepeni razlikuje od 20◦?

Rexeǌe i diskusija. a) Pribli¼na trisekcija ugla s0Ot se sastoji od
niza konstrukcija simetrala uglova. Induktivno definixemo niz polupravih
(Osn)n>0 na slede²i naqin:
• Os0 je jedan krak datog ugla s0Ot, a Os1 je simetrala ugla s0Ot;
• za n > 2, poluprava Osn je simetrala (oxtrog) ugla sn−2Osn−1.

Posle svake konstruisane poluprave Osn, jednostavno mo¼emo odrediti veliqinu
ugla s0Osn. Ugao s0Ot se prvo deli na dva jednaka dela, zatim se od polovine
oduzima qetvrtina, pa se dodaje osmina, pa oduzima xesnaestina itd. Ako je
veliqina polaznog ugla s0Ot jednaka 60◦, onda se svakom novom simetralom do-
bijaju slede²i uglovi: 1

2 ·60◦ = 30◦,
(

1
2 − 1

4

)·60◦ = 15◦,
(

1
2 − 1

4 + 1
8

)·60◦ = 22,5◦,(
1
2 − 1

4 + 1
8 − 1

16

) · 60◦ = 18,75◦.
b) Nastavǉaju²i prethodni postupak, daǉe dobijamo:

(
1
2 − 1

4 + 1
8 − 1

16 + 1
32

)·
60◦ = 20,625◦,

(
1
2 − 1

4 + 1
8 − 1

16 + 1
32 − 1

64

) · 60◦ = 19,6875◦ itd. Prime²ujemo
da svakom novom simetralom dobijamo ugao koji se sve maǌe razlikuje od 20◦.
Uopxte, uzimaju²i u obzir formulu za zbir konaqno mnogo qlanova geometrijskog
niza, dobijamo:

^s0Osn =
(1

2
− 1

4
+

1
8
− · · · − (−1)n

2n

)
· 60◦

=
1
2
·
(

1 +
(
−1

2

)1

+
(
−1

2

)2

+ · · ·+
(
−1

2

)n−1
)
· 60◦
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=
1
2
· 1− (− 1

2 )n

1 + 1
2

· 60◦ =
(
1− (−1

2
)n

)
· 20◦.

Dakle, konstrukcijom simetrale Osn dobijamo ugao s0Osn koji je za 20◦
2n ve²i

ili maǌi od 20◦.
v-g) Broj 20◦

2n se mo¼e uqiniti proizvoǉno malim, za dovoǉno veliko n. Na
primer, za n = 11 imamo

20◦

211
=

20◦

2048
= 0, 009765625◦ < 0,01◦.

Uopxte, za bilo koje ε > 0, postoji prirodan broj n takav da je 2n > 20
ε . Neka

je n0 najmaǌi prirodan broj za koji va¼i posledǌa nejednakost, tj. 20
2n0 < ε.

Veliqina ugla s0Osn0 razlikuje se od 20◦ za 20◦
2n0 , tj. za maǌe od ε stepeni. ¤

3. Zakǉuqak

Veliki broj fundamentalnih nauqnih rezultata je potpuno izvan okvira
xkolske nastave. Veliki broj odliqnih rasprava o nastavi, na¼alost, nika-
da se ne uzdigne do masovne realizacije u xkolskoj praksi. Velika udaǉenost
od aktuelnih nauqnih istra¼ivaǌa i neprilago±enost savremenom dobu smatra-
ju se velikim problemima nastave uopxte. U ovom qlanku su predlo¼eni neki
prilozi xkolskoj nastavi matematike koji su inspirisani navedenim problemi-
ma savremene nastave matematike. Osim toga, predlo¼eni zadaci ostvaruju i
mnoge druge opxte zahteve savremenog obrazovaǌa: omogu²avaju aktivno uqeǌe
i funkcionalnu primenu znaǌa, razvoj kritiqkog mixǉeǌa, pove²aǌe informa-
tiqke i informacione pismenosti.
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