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1 Teopeme o nzomopdusMuma rpyia
Heka je ¢ : G — H xomomopdusam rpyna. ledururemo:

ker¢p ={g € G| ¢(g9) =€} jesrpo xomomopdusma o.
im¢ ={¢p(g) | g € G} cmmra xomomopdusma o¢.

IIpumeTnmo 13 BazKu:

¢ je 1-1 ako u camo ako je ker ¢ = {e}.

¢ je HA aKO U camo ako je im¢ = H.

Teopema 1.1 (IIpsa Teopema o nzomopdusmy). Heka je ¢ : G — H xomomopduzam rpyma.
Tama je ker ¢ < G u Baxku
G/ ker ¢ = im ¢.

IIpBy Teopemy o mzomopdusmy hemo HajIernrhe KOPUCTHTH Y CIAYIAJy KA j& XOMOMOP-
duzam ¢ CypjeKTUBAH W T8 WMAMO

G/ker¢p = H.
Banmarak 1. /lokasaru ja 3a cee n > 2 paxu GL,(R)/SL,(R) = R*.

Pewmeme. [locmarpajmo mpeciukapame gerepmunante det : GL,(R) — R*. To npecn-
KaBame je Ha (CBAKM HEHyJa peajian T OpOj je JIeTePMUHAHTA HOP. JUjArOHAJHE MATPHIIE
ca jeJJHAM X W CBe OCTAJIO JeIMHUIAMA [0 JUjarOHAJHN) U XoMoMopdu3aM Ha 0CHOBY Bune-
Komujese Teopeme,

det(AB) =det A-det B 3a A, B € GL,(R).

Iberopo jearpo je
kerdet = {4 € GL,(R) | det A =1} = SL,(R).

Ha ocuosy llpBe Teopeme 0 n3omopdpusMy OHIA CJIEIH TPAXKEHO
GL,(R)/SL,(R) = R*.

OJ

Bagarak 2. Ilokazatu 1a je 3a cBe n > 2 ucnyweno Z/nZ = Ly,

Peweme. Ilocmarpajmo mpecnukaBamwe ¢ : Z — 7, nedunucano ca ¢(x) = x (mod n),
x € Z. OBo npecnukaBame je ounrieao Ha. Takobe, 3a cBe x,y € Z Baxu

¢z +y) = (r+y) (modn)
=2 (modn)+,y (modn)

= QZ)(SU) +n ¢(y)7



qmMe je ToKa3aHo 1a je ¢ xomomopduzam. Fheroso jesrpo je:

ker¢p ={x € Z | ¢(x) =0}
={r€Z|z (modn)=0}

={x € Z |z = na 3a weko a € Z} = nZ.

Ha ocnoBy lIpee Teopeme o uzomopdusmy cienu Tpaxkeno Z/nZ = Ly,
O

Bagarak 3. Heka je U = {z € C | |z| = 1}. Tama je U rpymna y ofHOCY Ha MHOKEHE
komIiekcHux Gpojesa. Jlokazatu na je R/Z = U.

Pememe. Tlocmarpajmo npeciukasame ¢ @ R — U pedunncano ca ¢(x) = e'* = cosx +
isinz, x € R. Tpuronomerpujcku 0b6JMK TPOU3BOHHOT KOMILTEKCHOT Opoja u3 U je cos € +
isinf 3a meko 0 € R, na je mpeciukaBame Koje TOCMATPaMO Ha. 3a Tpou3BOJbHE T,y € R
Ba>XKH"

B +y) =
= e = ¢(z)P(y),

qmMe je moKa3aHo ja je ¢ xomomopdumsam. Ha ocuoBy [IpBe Teopeme 0 m3omopduszmy oHma
cieqm R/ ker p = U.
Oapemmmo jorr ker ¢ :
kergp ={z e R| ¢(z) =1}
={zcR|e" =1}
={aeR|a=2krkecZ}={2kr|kecZ}.
Caga aucmo Gamr nobunm ker ¢ = Z, amm Baxn ker ¢ = 7 (jenan mzomopduszam ker g — 7

je onpeben ca 2km — k, k € Z). Onatne cieau Tpaxeno R/Z = U.
O

Sanarak 4. Heka je G Abemosa rpyma.
a) Jlokazatn nacy K ={g€ G | g> =e} u H = {¢° | g € G} nse noxrpyne o G.
6) Jdokazarn ma je G/K = H.

Pememe. a) 3a mpomssosbie g1 U go B3 K mMamo g2 = g3 = e, omakae je

(9192)* = 9193 (jep je G ABemnosa rpyma)

= 67
omakuie cieqm g1gz € K. Takobhe je u
—1\2 2\ —1
(gl ) = (gl) =6

I1a 3aTo gl_1 € K. 3akmyuyjemo ja je K moarpyna o G.



Canuno, 3a npousBojbHe hi u he uz H umamo hy = t% u hy = t% 3a Heke t1,ty € G.
Oparne je

hihy = t%t% = (t1t2)2 € H
hl=3) = () e H.

Tako mobujamo na je u H moarpyna ox G.
6) IlocmaTpajmo npecaukapame ¢ : G — G gedunncano ca ¢(g) = g%, g € G. o nedunu-
muju je im ¢ = H. Takobe, 3a cBe g1, g2 € G Baxu

?(9192) = (g192)°
= g3 95

= ¢(91)9(92),

ma je ¢ xomomopduzam. Hberoro jearpo je:

kerp ={g € G| ¢(g) = e}
={9eGlg’=e} =K

U3 Ilpse Teopeme o uzomopdusmy onma cieau G/K = H.
O

Teopema 1.2 (Ipyra teopema o uzomopdusmy). Heka je H < G u K<G. Tanaje HK < G,
K<HK, HN K < H n numamo n3oMopduzam

H/HNK ~ HK/K.

Teopema 1.3 (Tpeha Teopema o mzomopduszmy). Heka je H m K HOpMasiHe TIOATpyE OF
G takse ja je H < K. Tana je H< K, K/H <G/H u Baxu

(G/H)/(K/H) =2 G/K.

Bagarak 5. Heka je H < Gu K< G. Ako je G = HK w HN K = (e), nokazaru ma je
G/K = H.

Pemewe. Ha ocuoBy [Ipyre Teopeme o uzomopdusmy umamo
H/HNK =2 HK/K.

[omro je HN K = (e), cnemu H/HN K = H, mro y3 G = HK naje tpaxkeno Tepheme.
O

3amarak 6. Heka je H moarpymna ox S, Koja cajipxu 6apem jeiaHy HEMapHY HEPMYyTAIHA]y.
HokazaTu jma je
H/HNA, =2S,/A,.



Pemieme. [lpumenumo [pyry Teopemy o mzomopduzmy wa H < S, u A, <S,,. Tako mobu-
jamo

H/HNA, = HA,/A,.

Kaxko je H ca ocobumnom ma cagpxku GapeM jeny HeTapHy mepMyTaIujy, Baxn 1a je HA, =
S, (3aro mro y HA,, numamo GapeM jeJiHy HEApHY U CBE MApHE MEPMYTAIMjE, a CTOTA U CBE

nepmyranuje). Oparie JuPeKTHO CJIeu TPAKEHO TBPheme.
0

Banarak 7. JokazaTu ga 3a cBe MpUpoIHE OpojeBe M, N BaXKH
(m,n)[m,n] = mn,
npu demy je (m,n) oznaka 3a H3/, a [m,n] o3naka 3a H3C Gpojesa m u n.
Pememe. Ilocmarpajmo moarpyne mZ u nZ on, Z. I'pyna Z je Abenosa, na cy obe oBe mMo-

rpyme ¢cBaKako HOpMaJtHe. 360T Tora MoXKeMo npuMmeHuTH /pyry Teopemy o mzoMopdusmy
Ja 106mjeMo

mZ/mZ N nZ = mZ+ nZ/nZ.

Capa je

mZNnZ = [m,n|Z
mZ + nZ = (m,n)Z,

o J1aje
mZ/[m,n]Z = (m,n)Z/nZ.

NsjepavasameM peoBa IMOCMATPAHUX IPYIIa KOHATHO JOOHjaMO % = (n:n) 1. (m,n)[m,n] =
mn.
Il

Bagarak 8. I'pyna G ce nazuba meraabenosom ako nocroju N <G taksa na cy rpyne G/N
u N Ab6enose. Jokasarn 1a je cBaKa IOArpyIa MeTaabesioBe IPyIe U caMa MeTaabesoBa.

Pemieme. Heka je G meraabenopa rpyna u H < G. Taga nocroju N <G Takea jia cy rpyie
G/N u N AbGenose. U3 JIpyre Teopeme o mzomopdusmy 3namo ga je H NN < H, kao n sia
BaXKMU

H/HNN = HN/N. (1)

ITpumerumo ja je H NN AbGesnoBa rpyia, jep je cagpxkana y Abesopoj rpynu N. Takobe,
HN/N je noarpyna A6esiose rpyne G/N, na je n ona Abenosa. Ha ocHoBy mzomopduzma
(1) sarmbyuyjemo na je Abesmosa u rpyna H/H N N.

Haxute, 3a noarpyny H nocroju HopMmasHa moarpymna M = H N N raxksa jga cy H/M u

M Ab6enoge. Ilo nedunuruju je onga H meraabesiosa.
OJ



2 Pemmuse rpyme

Hedbunnnuja 2.1. Heka je G rpyna u x,y € G. KomyTrarop enemenara x u y, y O3HAIN

[,y] je nedbunucan ca
1

-1 —

[z,y] = zyz™y .

Hedunanmuja 2.2. [logrpyna rpyne G reHepucana KOMyTATOPUMA CBUX ejieMeHaTa u3 G
ce HasuBa u3BoA, rpyne G u osnadasa ce G'.

ITpumep 2.3. Hexka je G AGenosa rpyna. Tama csu enemenTn u3 G MeljycobHO KOMYyTHPA]y,
ma 3a cBe &,y € G BaXu

1 1

2, y] = xya~ly T =z lyy T =
Oparne 3akmpydyjemo na je G = (e).
Il

3agarak 9. OxpenuTy U3BOJ, CUMETPUIHE TPyIE Sy, 1 > 3.

Pemtewe. IIpumernmo mpBo 1a je 3a IPOU3BOJLHE T,0 € S, HUCIYIHEHO

sgn[m, o] = sgn (ror o) = 1.
Kako ¢y mpousBojm u MHBEP3M HAPHUX MEPMYTAIMjA IOHOBO IAPHE IIEPMYTAIM]E, 3aKIbY-
ayjemo na je S, C A,,.
IMokaxumo na Baxku u obparHa uakiy3uja A, C S . Tlonrro 3-mukaosu rerepumy A,
JIOBOJHHO j€ JIa OKAKEMO JIa Ce IIPOU3BOJHHU 3-IUKJI MOXKE IIPEJICTABUTH IIPEKO KOMYTATOPA
HEKUX eJIeMeHaTa u3 S,. 3aucra, 33 NPOU3BOJbHU 3-1MKJ |a, b, ¢| umamo:

[Tpema Tome, mpobujamo S, = A,,.
O

3amarak 10. Oxpenuru uzpoy anrepaupajyhe rpyme A,, n > 5.

Pememe. Cpakako nmamo ma je Al C A, JTokaxxnmo ja Baxkn obparha nakirysuja. Coamd-
HO Ka0 Y TPETXOTHOM 33JIATKY, JOBOJHHO je JIa MPOM3BOGHA 3-1TUKJI TIPEJICTABUMO MTPEKO KO-
MYTaTOPa HEKHX MEepMyTaluja. Jeauna pasJimka je mro caja Te nepMyTanuje Mopajy ouru
TmapHe, 113, MPeJICTABIHAIHE U3 MPETXOIHOT 3aATKA HE MOXKEMO JUPEKTHO 3 UCKOPUCTHMO.

Younmo npoussosbhu 3-1ukia |a,b, c]. [Tomro je n > 5, nocroje d, e & {a, b, c} raksu na
je d # e. O3naanmo:

f=1Ta,b][d,e] u g=[a,cl|[de].



[Mpumermmo ma cy mepmyTanmje f u g mapHe, Ka0 W & BaXKW

Jobujamo A, C Al mro naje Al = A,,.
U

Hanowmena. Ilpumerrmo ma je mpu pemaBaimy MPETXOTHOT 331aTKA OMO KJbYUaH YCJIOB
n > 5. HapasHo, y ciydajeBuma n = 2 u n = 3 je rpyna A,, Abenosa, ma oaMax Kopuctehn
ITpumep 2.3 nobujamo A, = (€). BaTo HaM ocTaje camO HeTpHBHjaJaH caydaj n = 4 Kojum
hemo ce mozabapuTn MaJio KacHuje.

Bamarak 11. Oxpeauru uspos jpuegapceke rpyne Dy, n > 3.

Pemreme. Oapeanmo 3a movyeTak KOMYTaTOPe MPOU3BOJBHUX ejieMenara u3 D,. Kako T
eJleMeHTH Mory 6wty potarmje n pedJekcrje uzasajamo ciaemehe ciayaajese:

e Komyrarop ase porarmje p' u pl:
(P 0 =p'pp ' =¢
e Komyrarop porarmje p' u pediexcuje op’:
(o' 0p’) = plop’p™"p o = plop~lo = p'ploo = p* € (7). (2)
e Komyrarop jBe peduiekcuje op! u op’:
[0, 0p’] = op'op’piop o =p i = p*iT) € (p%).
3akByIyjeMo Ja cy KOMyTaTOPHW TPOU3BOBHUX ejeMeHaTa w3 1)), CajgpKaHW y TOATCPYTH
(p?), ma je D!, C (p?). Ca apyre crpame, m3 (2) umamo p?> = [p,o], mTo naje obparmy

mnkaysujy (p?) C DY,. Ilpema Tome, D, = (p?). IlpuMeTEmo joIn ¥ ja 3a HEIApHO N BasKH
(p?) = (p), na nobujamo u Mao upernu3HLje

D — (p), ako je n HEmAPHO
" (p?), axo je n mapmO.
O
Bagarak 12. Oxpemurn uzpox rpyne GLo(R).

Pememe. 3a npoussomsue marpure A, B € GLy(R) Baxu

det[A, B] = det(ABA™'B™1) = 1.



Onarine z3akmwyuyjemo aa je GLy(R) C SLa(R). Tokaxumo jomr u 06paTHy WHKIIY3H]Y.
b
3a movyeTak, yOUMMO HTPOU3BOJbHY MATPHUILY [Z d} u3 SLo(R). derepmunanTa mocma-

TpaHe MaTpIHje je jeannaka 1, ma Baxu ad — bc = 1.
Axko je a # 0, Baxmn )
[a b] _ [1 ab] [a 0]
= -
& d g CLd_ _0 ol

Ocmamajyhu ce Ha ycsioB ad — be = 1, najbe mobujamo
a bl |1 ab | [a O]
c d " |¢ be+1] [0 1

B 0| [1 ab| |a O

Tle 1o 1o i

Axo je a = 0, orga mopa 6utu b # 0 u Baxku bc = —1. Camvo kao 3a a # 0 y 0BOM cJiry4aj

e =15 ol L)

[Tpema Tome, na 6ucmo nokazamu ja je SLa(R) C GLy(R)', 10B0/bHO je j1a npou3Bo/bHE

1 =z 10 y 0 0 1
MATPHIIE [O J, LC J 3a r € R, [0 ﬂ 3ay € R\ {0} n [_1 0] U3PA3UMO MPEKO
komyTaropa einemeraTa u3 GLo(R). imamo tpeo

1 B e i |

2

0
|1 2z |1 —x
0 10 1

1

0

2o — 2l

[ T
L 1 ’

. 10
a TPAHCIIOHOBAHEM MTPETXOIHOT padyHa no0ujamMo m m3pas 3a LU J .

JlaJjbe ce cIUIHO TOKa3yje a3 BaXKu

y 0] [y o]fo 1] [y o] ‘o 117"
0 7o 11 o]0 10

0 1] [t 2][-1 o] [t 2] '[-1 o]"
-1 0/ Jo 1|1 2/[0o 1] [1 2

IITO 3aBpIIaBa 3ajatak y3 3akbydak GLa(R) = SLa(R).
g

<= O
()

L =

3amarak 13. Hexka je H moarpyna rpyne G. Taga H cajap>xu KoMmyTaTope cBUxX ¢i,ge € G
ako u camo ako je H <G u G/H AbGenosa rpymna.



Pemieme. llpernocragumo ga H cajp:ku KOMyTaTope Tpon3Bo/bHUX ejemenara u3 G. [lo-
kaxumo 1peo ja je H < G. Ilomro je H noxarpyna ox (G, JOBOJBHO je Jia MOKAXKEMO Ja
je OHA WHBAPWJAHTHA Y OJHOCY HA KOH]YTalWjy TPOW3BOJbHUM ejieMeHTrMa u3 G. YOurnMo
npousBosbHo € H u g € G. Taya je

grg ' = grg el = [g,2] _x € H,

omakie caequ H < G. Ocraje jom ja mokaxkemo jia je rpyna G/H A6emosa. Youumo npou-
3BOJbHA JBa Kocera g1 H w goH w3 G/H. thuxos komyTtarop je

(g1 H, goH] = g1 Hgo H (g1 H) ' (92H) ™' = g1 HgoHgy 'Hgy ' H = [g1, go] H = H,

jep je [g1, g2) € H. Bakmyuyjemo na g1 H u go H komyTupajy, na je 360r bUXOBE IPOU3BOIb-
Hoctu rpyna G/H AGesosa.
Hexka je cama H<G u G/H AbGenosa rpyna. Tana 3a cBaka asa kocera g1 H u go H Baxu

[91H792H] =H.
Iomro, kao mro ¢cmo Beh Bugesn, Baxu (g1 H, goH| = [g1, go]| H, 3aksmyqyjemo ja je
91, 92| H = H.

ITpema Tome, 3a npousBosbHE esieMeHTe g1 U g2 u3 G Baxu [g1, g2] € H.
O

Kako je, o pedunuruju, uzsoq rpyne G jejiHa HeHA MOATPYIIA KOja CAJIPKU CBE KOMY-
TaTope ejleMenaTa u3 G, oamMax gobujamo ciegaehy mocae uLy.

ITocaenuua. Heka je G rpyna. Taga je G' <G u G/G' Abenosa rpyua.

Hedbununuja 2.4. Komnunuuka rpyna G/G’ ce nasusa abenusanuja rpyne G u 030a9aBa
ce ca G&P,

IIpumep 2.5. 3a n > 3, u3 3azarka 9 umamo ga je S, = A,,. Kaxko je [S, : A,] = 2,
nobwujamo
Seb =S, /A, = Zs.

Cauuno, 3a n > 5, u3 3agarka 10 umamo ja je S), = A, na je
AP = (¢).
O
ITpumep 2.6. U3 Bagarka 12 umamo na je GLa(R) = SLy(R). 3aro je
GL2(R)*” = GL(R)/ SLo(R) = R,

Ha OCHOBY 3ajaTka 1.
O



3aaarak 14. Ogpenvtu 3o rpyme Ay.

Pemreme. I[locmarpajmo nosckyu

V= €, {172J {374J7 [LBJ [274J7(174J (273J

f g h

rpyne Ay4. [Ipumerumo, ga cy ocuMm HeyTpaJa €, CBU eJeMeHTH u3 V pena 2, Kao U Jia BaxKu

fg=9f=h,gh=hg=fuhf=fh=g

36or Tora je V moarpymna ox A4. Tlomro ce KoHjyranujom He Mema, O0JIUK MUKIUIHE JEKOM-
nosunyje nepmyTanuje u f,g u h cy (jeaune) gaymie TpaHcnosunmje us A4, BaXKU J1a je Ta
noArpyna mopmasiaa. [Ipumernmo u 1a je
[Aq] _ 12
Ay:V]=—F=— =3,
na je Ay/V = Zs. Hakne, saxku V <Ay u Ay/V je Abesosa rpyna. Ha ocrory 3azarka 13
ouza caegu A C V.

Ca apyre crpane, rpyna A4 je neaGesosa, na je A) # (¢). To 3ma4m na nocroju Gapem
jemna HerpusujasHa mepmyTammja y A). Kako je A} C V. ta mepmyranuja mopa 6Gurn
Jyma tpancnosunuja. Mehyrum, A <Ay, na ce y A} Mopajy HAIA3UTH U CBU KOHjyraTH Te
JIyTUIEe TPAHCIO3UIHjE, TITO Cy YIPABO CBE MPEoCcTase JIyiie Tpancnosunuje u3 Ay. Omarie
3akibyuyjemo jia je A, = V.

O

Hanowmewna. [Tpumerumo ga je rpyma V' AbGesosa, nzomopdua Kiajaoroj rpymm, V = Zs X
Zo.

Ussone pumer peja rpyne G pedunumenmo uujpykrusuo ca G = (G'), G = (G") n
reHepaJTHO,

Gt = (G(")>/ 3an € N.
Ha osaj mauyun mobujamo HM3 HOPMAJHUX TIOATPYIIA
GoG oG, .G (3)
Hedununuja 2.7. Ako mocroju (HajMamu) NpupoJaH 6poj n Takas ja 3a HU3 (3) BaxKu
GoG'>G">...GM = (e)
3a rpyny G ce Kake Jia je permBa. ¥ CYNpOTHOM, 33 rpymy ce G Kaxke Ja HUje PeInBa.

IIpumep 2.8. Heka je n > 5. Ha ocroBy 3amaraka 9 u 10 umamo j1a cy HU30BH U3BOIA 34
S, 1 A,, perom

Sp,>A,>A, DA, >. ..

A, A, > AL DA, D> ...



36or Tora rpyme S, u A, HuUCy pemiuBe.
Crhnano, 3a n = 4 ce ociamamo jorn Ha 3ajarak 14 u [lpumep 2.3 ma nobujemo HU30BE
n3BOAA 3a Sy m Ay:

Si>Ag> Vi (e)
Ay Vi (e).

Taxobe, au3 u3Boa rpyne S je Sg>As>(e), a 3a Az, So m Ay ce oMax TpuBUjaTHO 3aBPIIABA
HeyTpaJIoM, IOIITO ¢y Te rpyue Abesose. Jakie, rpyne Sy, Ss, So, Ay, Ag u Ay cy peruse.

Ha cymupamo, rpyte S, u A, cy pemmpe ako u camo ako je n < 4.
O

IMpumep 2.9. Heka je n > 3. Ha ocHoBy 3agmarka 11 u Ilpumepa 2.3 mmamo ga je Hu3
n3Boaa 3a D),

Dy {p2) > ().

3akspyuyjemo na cy rpyne D, pemuge.
OJ

OBaj ofe/pak 3aBPIIIABAMO jEJIHOM TEOPEMOM K0ja je 9eCTO KOPUCHA 33 TOKA3UBAE JIA
je HeKa rpyma peruBa.

Teopema 2.10. I'pyna G je pemmpa ako u camo ako nocroju H <G taksa na cy H u G/H
pemuse rpy1e.

3 JlejcTBa rpyna

Hedbununuja 3.1. [ejctBo rpyne G Ha ckyn S je npeciukapame - : G X S — S ca
ocobunama;:

sec-xr=x3acBexTES.
e g-(h-x)=(gh)-z3acBeg,heGuxes.

Nmamo u expuasientny medununmjy: lejecrBo rpymne G Ha ckym S je xomMmoMOpdu3am
u3 G y rpymy Sym S, v7e je

SymS={f:5— S| f je 6ujekuuja} .
V3 aejereo rpyne G Ha ckyn S gedwaumemo cienehe ckymnose:

O, ={g-z|g€ G} opbura enemenra = € S.
Stab(z) ={g € G| g-x =z} crabumusarop esementa r € S.

Fix(9) ={x € S| g-x = x} dukcuu cryn enemenra g € G.
Ckyn cBux opbura oznauasamo ca S/G.

Bagarak 15. Ilokazatu ga je ca n - (a,b) = (n 410 a,n +gb), n € Z,a € Zyp,b € Zg
nedbuHUCAHO AejcTBO Tpyte Z Ha ckyn Zig X Zs m ucnuratu Koju ce o esemenara (1,0) u
(1,3) namasu y opburu 3a (2,3) mpu OBOM JIjCTBY.

10



Pemere. Jlokaxkumo 1pBo aa je - AejcrBo. 3a npoussosbae m,n € Z u (a,b) € Zio X Zg
HUMAaMO:

0-(a,b) =(0+10a,0+gb) = (a,b)
n-(m-(a,b)) =n-(m+i0a,m+gb)
= (n 410 (m+10a),n+s (m+gb))
= ((n+10m) +10a,(n+sm) +gb)
((n+m) +10a,(n+m)+gb)
=(n+m)-(a,b).

OBuM €MO TIOKA3AJIH JIa, - jecTe JIEjCTBO.
Hame je mo geduHUIjT

O3y ={n-(2,3) | n € Z}
={(n+102,n+83) | n€Z}
={(z,y) €ZioxZg | x =n+102,y =n+g3 3a HeKO n € Z} .
IIpema Towme, (1,0) ce namasu y O 3) axo nocroju n € Z Takso jaje 1 = n+i102u 0 = n+g3.
Opase gobujamo cucrem:

n+2=1 (mod 10)
n+3=0 (mod ).

Omn je ekBUBaJIEHTAH Ca

n=9 (mod 10)
n=5 (mod ).

N3 npse jeqnaunne umamo n = 10k + 9 3a neko k € Z. Bpahamwewm y jipyry jejiHa4uuny oHIa
Jobujamo

10k4+9=5 (mod 8)
2k=4 (mod 8).

Nmamo ma je jesiHo pereme OBe jeqHadunae k = 2, ofgakJiie je n = 29 jeHO pelleme cucTeMa
(Huje Heomx0HO 12 HADEMO CBA Pellemna, TOIITO HAC CYIITHHCKA CAMO 3aHUMA, JIA JIU CUCTEM
uMa perera). 3aksbyayjemo qa je (1,0) € O 3).

Camano, 3a (1,3) umamo cucrem

n=9 (mod 10)
n=0 (mod ).
U3 mpyre jennauune ciequ na je 6poj n mempus ca 8, ma je, cuerujasnano, napan. MehyTum,

[PBa jeJIHAYNHA UMILIUIUPA Jia ce n 3aBpmapa nudpom 9, mro Huje Moryhe uCTOBpeMeEHO

ca Tum. Jlakiie, 3aKibydyjemo Jia cucrem Hema pemema, na (1,3) € O 3.
O
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3agarak 16. [locmarpajmo tpyny G = { {0 d} | a,b,d € R,ad = 1} y OJIHOCY Ha yobuyva-
jeHO MHOXKeme MaTpuIa. JlokazaTu Ja je ca
a b L +b Ja b
0 d - d |0 d

Hedunucano jeHo nejcrso rpyme G Ha ckyn komiuiekcaux 6pojesa C. Oapenuru opbuty u

]GG,ZE(C

crabmmm3aTop 3a esement ¢ € C mpu oBoM sejcTBy .

b
Pemteme. 3a mpousBosbHE MATPUIE [a }, [6 f} m3 G u z € C umamo:

0 d|”’|0 h
1 0 1-z+0
0o 1] *~
a bl (le f L) =
0 d 0 h
B ez+f+b
T4
_aeztaf +0bh
N dh
_ |ae af +bh|
“lo an |7

_(la bl le [\
“\lo 4|0 n)~?
Jobujeno mokazyje ja je - nejcrso. Cajta je no nedununmju:
Jla b
o={[o o {[a 2 =)
b
{“” la,b,d € R, ad — 1}

={d’i+ab|a,beR,a#0}
={2eC|3(z2) >0}.

CrunyHo, 3a cTabUIN3aTOP UMaMO:

Stab(z‘)—{_ N eq [g Z}z—z}

o

e

=
-~
+
S
.
—

edG

QLo Ao Ao
ale _
I
\:—‘
S
I
o
N——

eqG a:d}

01

{i F 0] } (momrro mmamo u ycsios ad = 1 3a marpune un3 G).
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O

Bagarak 17. I[Tocmarpajmo noarpyny G rpyne Sg renepucany nepmyranujama | 1,2, 3][7, 8|
u [4,5] xoja aejcrByje Ha ckyn S = {1,2,...,8} kao rpyna mepMmyTarnmja,

o-n=o(n), ceG,nes.
Onpemuta O1, O, O7, Stab(2),Stab(4), xao n Fix([4,5]) n Fix([1,2,3][7,8]) npu oBom
JIejCTBY.
Pemieme. 1IpBo moxkemo ofpeutu cee ejemente rpyme G,
G = {57 “’ 2, 3J (7’ 8J7 (17 3, 2J7 (77 8J7 [17 2, 3J7 H’ 3, QJ (7? 8J7
[4,5],11,2,3|[4,5][7,8],[1,3,2|[4,5],[4,5][7,8],[1,2,3][4,5],[1,3,2]|[4,5][7,8]}.
Cama o j1epMHUII M TMAMO
01:{0'-1|0'€G}
={oc(1) [0 G}
={1,2,3}.
CrmaHo je oHza
O ={6} u O;={7,8}.
Jaspe 3a cTabHIN3aTOPE HMAMO
Stab(2) ={c € G|o-2=2}
={oceG|o(2) =2}
= {57 [77 8J7 (47 5J7 (47 5J ’—77 8J}
= <(475J7 [77 8J>7
Kao u
Stab(4) = {e, [1,2,3][7,8],[1,3,2],[7,8],[1,2,3],[1,3,2][7,8]}
=([1,2,3][7,8]).
Konauno 3a ¢dpukcae ckymose mmamo

Fix([4,5]) = {n € S| [4,5] -n=n}={1,2,3,6,7,8}

Fix([1,2,3]]7,8]) = {4,5,6}.
O
3anarak 18. Heka je G rpyma koja nejcryje Ha ckymose X u Y. Taza je ca
g-(@y)=(9-2,9-y), geGreXyeY
JgeduHUCAHO jemHo nejcreo rpyne G Ha Jlekapros mpomsson X X Y koje ce HAa3WBa JUjaro-

HaJTHO JejcTBo. Oapenuru crabumusarop 3a (z,y) € X X Y mpu oBoM JejcTBy.
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Pememe. Pauynamo aupexrro mo mpedunuimju:

Stab(z,y) ={g € G | g (z,y) = (z,y)}
={9€G|(9-7,9-y) = (z,9)}
={9eGlg-z=z,9-y=y}
={g € G| g e Stab(z),g € Stab(y)}
= Stab(z) N Stab(y).

d

Heka je - mejctso rpyme G ma ckyn S. Tana je 3a mpomssosbhe T,y € S ca  ~ ¥y
aKo ¥ caMoO akKo mocToju g € G Takeo 1a je y = ¢ - x jedWHUCAHA jeJIHA pesamuja Ha S.
[Trapurme, Ta penamnuja je peaiyja eKBUBAJICHITH]E, dUje CY Kjace OpOouTe mpu J1ejCTBY KOje
nocmaTpamo. QnaTie 3aKibydyjeMo Jia CKyIl cBuX opOuTa YUHU jeJHY HTAPTHIH]Y CKyma S.
Axo je T jemna Tpancsep3ana Te naprunmje (TO je CKyI KOjU CAJPKU TAYHO 1O jeJTHOT
pPEJICTABHAKA CBAKe KJace Tj. opbuTe), OHJIa U3 MPETXOJIHOT 3aKJbyUKa, UMAaMO:

Z |0, =S| (xnacHa jenmauunna).
zeT

Tephewe 3.2 (Teopema o opburu u crabunmmsaropy). Heka je G rpyma koja mejcTyje Ha
ckyn S. Taya 3a cBako x € S Baxu:

e Stab(z) je moarpyna ox G.
e [G : Stab(x)] = |Oy).
e Ako je G konauna rpyna, ouga je |G| = | Stab(z)||Og|.

Tephewe 3.3 (Bepucajaosa nema). Heka je G KoHauHA rpyna Koja JIejCTBYje HA KOHAYAH
ckyn S. Tama Baxu:

15/G] = @Z | Fix(g)].

geG

Bagarak 19. OapenuTn Ha KOJTUKO HATHHA, C& MOTY OO0JUTH TeMEeHA, TPABUIHOT MECTOYTIIa
ca n 60ja ako cy zBa 60jema MCTa KA Ce JeqHOT OJ JAPYTOr MOXKE JI00uTH:

a) POTAIMjOM IIIECTOYTJIA.

6) MPOU3BOJHLHOM M30METPH]OM IIECTOYTJIA.

Pememe. a) Heka je S ckyn ceux moryhux Gojema Temena miectoyrsia. Taja MOXKEMO
3aIIUCATH:
S - {(a07a17a27a3)a4)a5) | 1 S a; S n}a

npu demy a; = k 3Ha4M ga je i-To Teme o6ojeno k-tom Gojom. Ilpmmernmo ma je |S| = nS.

Curayanujy MOXKeMO TPEeJCTABUTH U IMIECTOYTIIOM Ha, CJIUITH:
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a4 a3
as as

ag ay

IMoxrpyna cBux poramuja (p) rpyue Dg aejcryje Ha ckyn S porupajyhu Temena mecroy-
ria. Ilpu Tome cy aBa 60jema MCTa aKO W CAMO aKO Ce HAJIA3€ Y MUCTO] OpOMTH TpH OBOM
nejerBy. Jlakie, Tpeba jJa nzpadynamo 6poj opbura |S/(p)|. VI3 Bepucajuose seme je

1
[S/(p)l = = > | Fix(g)|
o)l =2

1 & ‘
=5 Z Fix(p")] .
=0

Cee mrTo je jorm moTpebHO Ja ypaauMo je Ja W3PadyHaMO KOJHKO Ce eJleMeHATa HAJIa3’ y
GUKCHUM CKYIIOBHMA KOj€ CMO JTOOUIIH.

Ba i = 0 umamo 12 je p' = €, na cBu enaeMenTu ckyma S ocrajy duxcupanu. Jlaxie,
| Fix(e)| = n®.

3a i = 1 uMaMo eJileMeHT p KOjU MPEJCTaBIba poranujy 3a 60° 0KO meHTpa MecToyTiia
y CMepy CYIPOTHOM OJi CMepa KpeTama Ka3asbke Ha caTy. Hberoso jiejcrBo MoxkeMO mpeji-
CTaBUTHU CJUKOM ucoj. Bojema y puKCHOM CKyily Cy OHA KOja IIPU OBOM JI€]CTBY OCTAjy

a4 as as a2

ao ai as ao

MHBAPHjaHTHA. 10 3HAYM 13 IpBa U APYyTa CJIUKA MOpajy OUTH UCTe, OAKIIE TOOMjaMO YCI0BE
ag = as, a1 = ap, a2 = a1,a3 = a2, 04 = a3, a5 = 4.
3akJbydyjeMo Ja BaKu

ap=a1=ay=a3=a4=a5=0qa, 1 <a<n,
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ua je | Fix(p)| = n.
CudHo Jlasbe 32 N = 2, IMAMO JIejCTBO €JIEMEHTa p° KOTa MPEJICTABILAMO CITHKOM:

a2 a

a4 as
2
P
_—
as a as a
ao a

a4 as

VI3 jenmakocTH IpBe U Jpyre Cauke J00HjaMoO yCIoBe
ag = a4,a1 = as5,a2 = ag, 43 = 1,04 = A2, 05 = G3.
3akJpydyjemo Ja je
w=a=a=a ag=a3=a;=0, 1<a,f<n,

ma je | Fix(p?)| = n?.
Ba n = 3 je AejcTBO eIeMeHTa p° HPEICTABHLEHO CIHKOM:

ay ag

aq as
3
P
e
as as a9 as
ao ai

as Q4

W3 jenmakocTu IpBe U Apyre CIuke J00MjaMo yCIOBE
apg = az,al] = a4,0a2 = a5,0a3 = ap, a4 = a1, a5 = Aa3.
3akJbydyjemMo Ja je
a=a3=qa, a1 =ag=P,aa=a5=7 1<, f,7<n,

ma je | Fix(p®)| = n3.

Ba n =4 je gejcrBo erementa pt HPECTABHLEHO CITHKOM:
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Qq as ao as
as a2 ai aq

ap ai az as

VI3 jenmakocTH IpBe U Jpyre Cauke J00HjaMo yCIOBe
ap = az,a1 = az, a2 = a4,0a3 = a5, a4 = ag, a5 = Aa1.
3akJbydyjemMo 1a je
a=a=as=0a, ag=a3=a5=p0, 1<a,f<n,

ua je | Fix(p*)| = n?.
KonauHo 3a n = 5 je /1ejCTBO ejleMeHTa, p° TPeJICTAB/BEHO CIIMKOM:

aq as as a4
5
P
_—
as az ao as
ag ai ai az

VI3 jenmakocTH mpBe U Jpyre Canke J00HjaMo yCJIoBe
apgp =4ai,a1 = az2,a2 = a3,a3 = a4,04 = a5, a5 = ag.
3akJbydyjeMo Ja BasKu
ap=a1=a=a3=a4=a5=0qa, 1 <a<n,

ma je | Fix(p®)| = n.
Kama cse cymupamo, mobujamo na je 6poj Tpaxennx 6ojema jeanak

(n6 +n3 +2n% + 2n) .

| =
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6) Cse je mcTo Kao y Jiesy a), CaMo IITO CaJa yMECTO JejCTBa MOArpyle (p), moCMaTpaMo
nejerso meste rpyne Dg. Ha ocmopy Bepmacajzose Jsieme pobumjamo ma je 6poj TpazKeHHX

B 3 1Pkl = 5 - [Fix(g)|.

g€Dg g€Dg

Oojema jeanak

Kapmuuagnoctn dukcHux ckynosa poranmja cMo sehi ojpemam y aeiy a), na ocraje camo
JOII 13 UX OJPETUMO 33 pedieKcuje.

Pedaexcuja o je y oaHOCY Ha BEPTHKAJIHY OCY IIECTOYTJIA, 1A, j€ HEHO JI€jCTBO IMPeacTa-
BJbE€HO CJIMKOM:

a4 as as ay
g
_—
as as a9 (4759
ag aj aj a

N3 jepnakocTn mpBe m JApyTre CIAUKe 3aKJbYyUyjeMo Jia BaXKu

aw=ar=qa, ag=a3=0, ag3=a4 =7, 1< a,B,7<n,
ma je | Fix(o)| = n?.
LejcrBo pedpiekcuje op je mpecTaB/beHO CIAUKOM:

a4 as

a3 a2
P o
_ _
as a2 a4 a a
as ago

agp ay

a2

ao

W3 jenmakocTu mpBe  mpehe CAUKe 3aK/bydyjeMO J1a BaxKu

aw=0o, g =a5=0, ag=as =7, az =9, 1 <o, B3,7,0 <n,
ma je | Fix(op)| = n?.
Jejcrso pediexcuje op? je IpeaCTAB/HEHO CIIMKOM:
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ayq as a9 al al ag
as a2 a3 ao agp ag

ap ay Q4 as as a4

N3 jepnakocru npse n Tpehe cimke 3aK/bydyjeMo Jia BaXKu
ap = a5 = «, CL1:CL4:B, az = az =17, 1§O‘a67’7§n>

ua je | Fix(op?)| = n.

JejcrBo peditekcuje op® je IpeacTAB/HEHO CITMKOM:

ag ai

a4 as ai ao
3
p o
_— _—
as a9 a as as a9
ao ai as aq

aq as
W3 jenmakocTu mpBe n Tpehe cimke 3aKJ/byIyjeMO 13 BaXKu
ag = a4 = @, a1:a3:/87 a2 =17, CL5:(5, 1 Savﬁaf}/75§n7

ma je | Fix(op?)| = nt.
Jejerso pedarexcuje op? je mpescTaBILEHO CIUKOM:
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ag as as ao

a4 as
4
p o
as a9 aq a4 a4 al
aop ai

as as as a9

N3 jepnakocru npse n Tpehe cimke 3aK/bydyjeMo Jia BaXKH

ap = a3 = «, a1:a2:/87 a4 = a5 =7, 1§a7577§n7
ma je | Fix(op?)| = n3.
Konauno, fejcreo pediiekcuje op° je mpeiCTaBbeH0 CIIUKOM:

as a4 a4 as

a4 as
5
P o
as a2 ao as as ag
agp ax

ai a2 a2 ay

W3 jenmakocTu mpBe u Tpehe cianke 3aK/by9IyjeMO 113 BaXKu
ap = a2 = «, alzﬁa az = a5 =7, CL4:5, 1§OK,B,"}/,5§TL,

ma je | Fix(op®)| = nt.
Kauma cse cymupamo, jnobujamo na je 6poj rpaxennx 6ojema jeagHak

1
' (n6 +3n* +4and + 202 + 2n) .

g

Bagarak 20. Heka je G xonauna rpyna Koja JiejcrByje Ha KOHa4UaH ckyn S, |S| > 2, npnm
geMy TP TOM JIJCTBY TOCTOJU camo jeana opbuta. /lokasaTu ja mocroju g € G TaKBO Jia
je Fix(g) = 0.

Pemewe. U3 Bepucajmrose sreme mmanmo

15/G| = @Z | Fix(g)].

geG
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Kaxko je camo jenna opbuta mipm /iejcTBY KOje TTOCMATPAjMO, U3 TIPETXOMHOT J100mjamo

Gl =) |Fix(g)]. (4)

geG

Axo 6u 3a ce g € G 6uno Fix(g) # 0, ouma 6u cBaku o1 cabupaka ca JeCHE CTPAHE
jennakocru (4) 6uo 6apem 1. Kako je tux cabupaka tauno |G|, To je moryhe camo ako cy
cu jennaku 1. Mehyrtum, 3a g = e umamo Fix(e) = S, ma je | Fix(e)| = |S| > 2. Onarne
3aKsbydyjeMo ja je Hemoryhe ma 3a cse g € G Baxkw Fix(g) # (), ma mocroju Gapem jemHo
g € G Takso na je Fix(g) = 0.

O

3agarak 21. Heka je G rpyna pena 21 koja jejecrByje Ha ckyn X KapawHasgHocTu 11.
Jokazaru ja moctoju © € X TakBo Ja je g-x = x 3a cBe g € G.

Pemewe. IlpernocraBumo cympoTHo, HeKa 3a c¢Bako z € X mocroju g € (G TakKBO 14 je
g-x # x. To 3HaYM 13 TpU OBOM JIejCTBY HeMa, jeaHowranux opbura. U3 Teopeme o opburn
¥ cTabUIN3aTOpy Ciienm Jia 33 cBe & € X BaxXKu:

O] | |G| ). |Oxl | 21.

Beh cmo Bunenu ga opbute me Mory OutHu jeaHoUsIaHe, a TOIITO je CBaKa opbuTa caaprraHa
y ckyny X kapaunasgHocT 11, one He Mory umartu HU 21 enemeHT. 3aKJ/bydyjeMo Ja opobure
MOTY UMaTH 3 UIu 7 ejleMeHaTa.

W3 knacue jemuauwae nobmjaMo gasbpe

Z |Oas| = |X| Tj. Z ’OI‘ =11.

zeT xeT

[Tpema Tome, mobusum cmo 118 ce 6poj 11 morxke mpeICcTaBUTH KAO HEKA CyMa TPOJKU U CEJIMUIIA.
To je memoryhe, ma mobujeHa KOHTPAJIUKIIA]A MOKA3yje Ja MOCTOjU TpaxkeHo © € X TaKBO
Jgaje g-x =x 3acee g€ G.

0

Saparak 22. /lokazatn ma 3a mpow3BOJpHY KOHAYHY Tpyny (G BaxKwm

|G|
G| =1Z(G)|+ ,
=120+ X o
a¢Z(G)

rjie je T rpancsepsasia naprunuje rpyne G Ha kiace koHjyranuje, Z(G) nenrap rpyne G u
Ca(a) ={g € G | ag = ga} nenrpasmsarop enementa a € G.

Pemreme. [locmarpajmo gejcreo rpyme G Ha camy cebe KOHjyrarmjoM,
g-a=g ‘tag, g,a€q.
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Opbura n cTabuauzaTop 33 TPOU3BOLHO ¢ € (G IPHU OBOM JIEJCTBY CY PeioM

O,={g9-a|geG}
= {97 'ag | g € G} — xnaca xomjyrammje 3a a
Stab(a) ={g€G|g-a=a}
={9eGlglag=1a}
={9 € G|ag=ga} = Ccl(a).

‘G| = Z ‘Oa|a

a€eT

N3 kmacHe jegHAYMHE TMAMO

rje je 1’ TpancBepsasia maprunuje rpyne G Ha Kjace KoHjyramuje. [Ipumerumo ja cy Kiace
KOHjyTallfje eJIleMeEHATa, U3 TIEHTPa je JHOWIaHE, IOMITO OHU KOMYTHPA]Y Ca CBAM eJIEeMEHTHMA,

n3 (G. 3aT0 jajbe mMaMo
Gl= > 1+ ) [0

acZ(G) acT
afZ(G)
=1Z(@)|+ > 10Ol
acT
agZ(G)
Konauno, u3 teopeme o opburu u crabusimzaropy Baxu Oy = ‘Stﬁ‘(aﬂ = |C‘ci|ll)|’ ITO

3aMEHOM y TOCJIEIbY JeTHAKOCT Jaje TPaskeHo TBpheme.

O
Hedunnuuja 3.4. Heka je p mpoct 6poj. I'pyma pena p™, n € N ce Hazusa p-rpyia.

Sagarak 23. /lokasaru g3 p-rpyle UMajy HETPUBHjAJAH IEHTAP.

Pememwe. Heka je G jequa p-rpyna, |G| = p" 3a meko n € N. U3 mperxojmor 3ajarka
UMAMO
' > o ®)
P =12(G)| + T
2 [Cola)
agZ(G)

Ipumerumo na 3a cse enementre a ¢ Z(G) Baxu Cg(a) # G. Kako je u cBaku nenrpaiausa-
Top moarpyna ox G, 3akibydyjeMo jia ¢y penoeu cux rentpanmnsaropa Cg(a) 3a a € Z(G)
HeKM cTenenn 6poja p, mamu on p". Ilpema Tome, y cymu

V2

p
2 |Ca(a)l

a€T
a2 Z(Q)

Cy CBH YWIAHOBW JIEJbUBU Ca P, Ma je W Ta cyMa JesbuBa ca p. U3 (5) omma cuenm ja u
p | |Z(G)|. 360r tora je Z(G) nwerpusujasna.
O

Hedbununuja 3.5. I'pyna ce HazuBa MpocToM ako HEMA MPABUX HOPMAJIHUX MOATPYIIA.
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Tephewe 3.6 (Kommujepa nema). Heka je G konauna rpyna u p upocr 6poj koju aenu |G|.
Tama y G mocToju ejieMeHT pejia. p.

Bamarak 24. Hexa je G jemna p-rpyna taksa ja je |G| > p?. Jokasarn qa G Amje mpocTa.

Pememwe. Ha ocoBy 3azarka 23 umamo sia je |Z(G)| > 1. Baro, y cayuajy jgaje Z(G) # G,
umamo Jia je Z(G) npasa HopmasHa noarpyna on G. Ilpema Tome, y Tom ciydajy rpyna G
HHUje 1POCTA.

Ocraje jorr a mcouTamo IIta ce Jemasa Kaaa je Z(G) = G. Y toMm cayaajy je G Abemosa
rpyiia, 1a je CBaKa meHa noArpyna sopmasaaa. Ha ocaoBy Kommjese seme moxkemo niponahu
enementT a pena py G. Taga je noarpyna H = (a) on G pena p, na IpecTaBiba je/Hy IPaBy
HopMaJtHy moarpyny on G. Jlaknie, Hu y oBOM ciyuajy rpyna G HEje MPOCTa.

g

Bamarak 25. /lokazaru ma cy p-rpyIe perruse.

Pewmeme. Heka je G jenna p-rpyna, |G| = p™ 3a neko n € N. JIoka3 u3BOJMMO MH/LYKIMjOM
1o n.
6a3a mHAYKIHjE:
Ba n = 1, mmamo 1a je |G| = p, ma je G = Z,. 3ato je, cnenmjanuo, G Abesosa rpyma, a
THME K PEIIuBA.
HHIyKOMjcKa xumoTesa: [Ipermocrasumo a cy cBe rpyme pema p* pemmse 3a cse 1 <
k <n.
MHAYKIUjcKu Kopak: Jlokazyjemo aa je onga u npoussosbHa rpyna G pemga p" ! pemmsa.
Ha ocumoBy 3amarka 23 nmamo ma je |Z(G)| > 1.

Axo je Z(G) = G, onya je G Abenosa rpyna, 1na je u pemnmsa.

Axo je Z(G) # G, u3 Jlarpamxese Teopeme mmanmo ja je |Z(G)| = p¥ zameko 1 < k < n.
Ha ocnoBy mamyknujcke xunorese onga caeau ja je Z(G) penmsa rpyna. Takobe,

G| p" ! +1-k
G/2(G)| = R
z(@)] P
Kako je 1 <k <mn,cnemm 1 <n+1—Fk < n, naje u rpyna G/Z(G) pernmBa Ha OCHOBY
unykpjcke xunorese. [Ipema Tome, rpyne Z(G) u G/Z(G) cy pemuse, na je Ha OCHOBY
Teopeme 2.10 permmusa u rpymna G.
Ha ocnoBy npunnmia MmareMaTrydke WHJYKIMje 3aK/bY1yjeMO Ja CYy CBE p-Ipylie peliuse.

O
Bagarak 26. Hexa je p mpoct 6poj. Oapemuru, 10 Ha n3oMopdu3am, cBe rpyme peaa p2.

Pememe. Heka je |G| = p?. Ha ocnosy 3azarka 23 smamo aa je |Z(G)| > 1, na mam ocraje
2(G)] € {p. 7).

[Tpernocrasumo upso xa je |Z(G)| = p. Tapa je n |G/Z(G)| = p, na je ra koJM4HMYIKA
rpyna tukanana. O3naunmo ca aZ(G), a ¢ Z(G) HeKu HBeH reHepaTop. 3a IPOU3BOIHHO
y € G, ouga nocroju k € Z taxso ga je yZ(G) = af*Z(G). OnaTie MOXKeMO 3aKIbyIUTH 12

y~la¥ € Z(G). Capma, 3a KOMyTaTOp ejieMenaTa y u a NMaMo:
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3aKBYIYjeMO 73 €JIEeMEHTH 4§ U @ KOMYTHPA]y. 300T TPON3BOJHHOCTH €JIEMEHTA Y OHIIA CIIeIH
na je a € Z(G). To maje KOHTPaJUKIHM]y Koja mokKasyje ga je memoryhe ma Z(G) wma p
€JIeMEHATA.

Ocraje mam camo moryhnocr |Z(G)| = p?. Tama je Z(G) = G, na je G Abenopa rpyma.
36or Tora K06ujaMo Jia, 10 Ha n30MOP(hU3AM, IIOCTOje TATHO JABE IPYIe Peja P> U TO Cy

Zp u Zyx Ty

0

Hedbunnnuja 3.7. Hexa je G rpyna. Jearpo moarpyne H on G nedunurmemo ca

Core H = ﬂ aHa ',
a€eG

Tephemwe 3.8. Heka je H nmoarpymna rpyme G. Tagna:
e CoreH < H
e Core H <G
e Akoje N < Hu N<G, ouma je N < Core H.

[Ipumerrmo na u3 nperxomaor TBphema cienn fa je noarpyna H wopmanua y G ako u
camo ako je H = Core H.

Teopema 3.9 (n!- reopema). Heka je H noarpyna rpyne G taksa ja je unjekc (G : H] =n
koHauaH. Taga [G : Core H] | nl.

Tephewe 3.10. Heka je H noarpyna rpyne G, taksa jia je unjekc [G : H| Hajmamy 1poct
6poj koju menum |G|. Tana je H < G.

3anarak 27. Heka je G rpymna pena pq, rie cy p < q nupocrtu 6pojepu. lokazaru na G Huje
pOCTA.

Pememse. Ha ocaoBy Kommjere jreme moxkemo nponahn ejgement a pena q y G. O3naummo
H = (a). Tana je H noarpyna pega q ox G, 9uju je WHIEKC

G| _ pa

[G:H|=—=—=

H| ¢
Kako je p najmamu npoct 6poj koju genn |G|, 3aksmbyuyjemo na je H < G. 36or Tora rpyna
G Huje mpocTa.
O

4 Teopeme CusioBa
Hedununuja 4.1. Heka je G konauna rpymna u p upoct 6poj koju menu |G|. Iloarpyna o

pena p*, tae p* | |G| u p*T! { |G| ce nasusa Cusossmesa p-noprpyma miw S, TOArPyNa Of
G.
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IIpumep 4.2. Y rpyunu pena 500 = 22 - 53 moxemo nocmarparu So u Sy moarpyme. Ilos
YCJIOBOM JIa TIOCTOje, Sy mojarpyie cy pena 4, a Sy mnojarpyme cy pena 125.
O

IIpumep 4.3. VY 1mukiauuHoj rpynu Zis MOCTOjU jeiuHCTBEHA So HMOArpyla Koja je peja 4 u
jennaka {0,3,6,9}, kao u jeaunacreena S3 noarpyuna koja je peaa 3 u jeamaxa {0,4, 8}.
g

Teopema 4.4 (IIpsa reopema Cusosa). Heka je G KoHauHa Tpyma u p mpocT 6poj KOju
nean |G|. Taga mocroju S, noarpyna ox G.

Teopema 4.5 (/pyra Teopema Cunosa). Heka je G koHauna rpyna u p mpoct 6poj KOju
jgemn |G|. Tana:

e Cpaka p-moarpymna ox G je cajapxaHa y HeKoj .S, noarpymu ox G.
e Csake age S, noarpyue ox G cy mehycobno konjyrosase.

Hpyra reopema CusioBa he nam 6utu on Hajseher 3Hauaja y jeIHOM CIEIHjAJTHOM CJIy-
gajy. IIpermocraBumo ma 3a Heky rpymy G mocToju jemmHCTBeHa S, moarpyma H. Tama
mam JIpyra teopema CuioBa ToBopu Ja ce KOHjyrammjoMm noarpyne H ysex nobuja meka .Sy,
noarpyna ox G, mTo y oBoM ciydajy mopa 6utu moroo H. IIpema Tome, mogrpymna H je
WHBAPHWjAHTHA Yy OJHOCY Ha KOHjyrammjy, ma mmamo H < G. Tume cmo moxrazamm ciemehy
3HAYAJHY TOCJEeIuIly Kojy hemo decTo KOpHCTHTH.

ITocnenumna. Heka je G konauna rpyna u p nupoct 6poj koju genu |G|. Ako je S, moarpymna
H on G jenuucreena, oxjya je H < G.

Teopema 4.6 (Tpeha reopema Cuiosa). O3naunmo ca s, 6poj Sy HOArPyIIa KOHAYHE IPYIIe
G w zammmnvo |G| = pPm, p{m. Tana:

e 5, =1 (mod p).
® s, | m.
Bagarak 28. Vcouratu ga au CuoB/beBe MOArpPyIe o1 Sy X Z3 MOTY OUTH IMKJIAIHE.

Pememe. Umamo ma je [Sy X Zz| = 72 = 2332, ma mokemo mocmarparu Sp u S3 oArpyTe
o1 Sy x Zs. Ilpso, Sy moarpyme (koje mocroje ua ocuoBy llpse Teopeme Cutora) cy pema 8,
ma he 6uTH NUKIWYIHE aKO Y TPpynm Sy X Zg noctoje enementn pega 8. Cauano, Ss mogrpyme
cy pema 9, ma he one 6uTu nmuKIUYHE aKO y Sy X Z3 mocToje egemeHTH pena 9. MehyTum,
pesoBu ejemanara y Sq X Zs mory 6urm {1,2,3,4,6,12}, na 3aksmyuyjemo na Sy X Zs nema
mukanaanx CUJIOB/EEBUX TIOATPYTIA.

g

Bagarak 29. Hexka je G rpyma pena pg® rae cy p u g mpoctn 6pojeBn Taksu 12 je p < q.
Hoxazaru jia rpyna G HEje IPOCTA.

Pememe. Ha ocnoy Ilpse Teopeme Cumosa moxemo yountu S, moarpyny H ox G. Tana
je |H| = ¢*, na je [G : H] = p. Ilomto je p majmamu mpoct 6poj koju nemu |G| 3axmyayjemo

na je H < G. Oparne cienu a rpyna G HEje IPOCTA.
O
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3agarak 30. OapenuTu, 10 Ha n30MOphU3aM, CBE TPYIE PEIa Pq, TAe CY P U ¢ PASNAIATH
npoctu 6pojeBr TakBu fa je p < qu pfq— 1.

Pememe. Heka je |G| = pg. Ha ocuosy Ilpse Teopeme CumiioBa MOXKeMO youutu S, IOJ-
rpyny H on G. Taga je |H| = ¢, na je H = 7Z,. IlIpumerumo u ga je |G : H| = p, na nomro
je p Hajmamu poct 6poj Koju Jeau |G| 3akmydayjemo ma je H < G.

Hame uz Tpehe reopeme CuiioBa uMamMo

sp=1 (mod p)
sp | q-

IMourro je ¢ mpocr 6poj u3 apyror ycjaosa uMaMo S, € {1, ¢}. Axo 6u 6uso s, = ¢, U3 Upsor
ycaoBa, bucmo jobumu g = 1 (mod p), omakie 6u caenmino p | ¢ — 1. To je memoryhe wu3
HPETIOCTABKE 33J1aTKa, 11 3aK/bydyjeMo ja je s, = 1. Ha ocuosy JIpyre teopeme Cusoba
(Ipenu3HEje HA OCHOBY IbeHe HOCJEIHIE KOjy CMO BHIEN), 100ujaMo J1a je jeauHcTseHa Sy,
noarpyua K wopmanua y G. Ilpumernunvo u ja je | K| = p, na axu K = Zy,.

Hame, moxemo nocmarpajmo moarpyny H N K om H nw K. Ha ocuoBy Jlarpamxkese
TEOpEMe CJIE TN

HAK]|||H], K| v |HOK||q.p.

Kako cy p u ¢ paznuauTu npoctu 6pojeBu, OHU CY y3ajaMHO IPOCTH, ma gobujamo |[HNK| =1
Tj. HN K = {(e).

IMocmaTpajmo caga oarpyny HK ox G (mrrasuine, oBa noArpyna je HopMaJiHa, jep cy
u H u K wopmasue y GG). imamo
[HI[K|] _ qp

= =pq=|G|.

’HK’: =
HNK| 1

Mosxkemo 3armyunTn na Baxun HK = G.
Haxute, ma cymupamo, ummamo H<G, K<G, HNK = (e¢) u HK = G. Ha ocuoBy Teopeme
0 pasJiaramy CJeiu
G=2HXKZZyxLy= Ly

[Ipema ToMme, moa JaTWM yCJAOBHMA, [0 HA H30MOPpH3aM, HOCTOJU CAMO jeIHa Ipyla peaa
PQ ¥ OHA je MUKJINIHA.

O

Bagarak 31. Heka je G rpyna peza p’q, Tie ¢y p U ¢ pa3anduTyu npocTu 6pojesu. Jokazaru
Jga rpyna G HEje TPocTa.

Pemewe. Paznukyjemo nBa ciiydaja y 3aBUCHOCTH OJ, TOTA Ja JU je p > q uiau p < ¢q. Y
IPBOM CJIy4ajy uMmamo ja rpyna G Huje mpocTa Ha ocHOBY 3ajarka 29, ma ocraje camo ia
ce 1103a06aBUMO JIPYTHM CJIyUajeM.

U3 Tpehe reopeme CuioBa uMamo:

sq=1 (mod q)
sq | P2

IomTo je p mpoct 6poj us apyror yejosa gobujamo s, € {1,p, p*}.
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Axo je s, = 1, ma ocoBy [Ipyre Teopeme Cuinopa cieau ja je jefuncTBeHa S HOAIPYTIA
wopMaJtHa y GG, ma ogmMax umamo Jia rpyna (G Huje mpocTa.

Ako je sq = p, u3 upsor ycnosa ciaegu p = 1 (mod ¢). Omasae mobujamo ¢|p — 1, mro
Huje moryhe, jep je p < q.

[penocragumo ga je s, = p°. Onga je p?> = 1 (mod q), omaxie caegu g|p? — 1 j.
ql(p — 1)(p + 1). Towro je ¢ upoct 6poj 3akmydyjemo aa q|p — 1 mwnu g|p + 1. Beh cmo
BUeN Ja g 1 p — 1, ma Ham ocTaje q|p + 1. Jomr jemHoM ce ocnamajyhiv Ha YMHEHHUITY 1A Cy
p 1 q pocTu OpojeBu TakBu 13 je p < ¢, mobujamo ma je p =2 u ¢ = 3.

Ha cymupamo, umamo ja wiu rpyna G amje mpocra win je |G| = 12, na 3agaTtak 3a-
BpIIABAMO 13 JAOKAXKEeMO 13 rpyma pema 12 #e moxke 6butu npocra. To hemo m3noBujuru y
nocebaH 3aJaTaK.

O
3anarak 32. J/lokaszaru na rpymna pena 12 muje mpocta.

Pemiemse. Heka je G rpymna pema 12. Ozmaunmo ca H mHeky meny So moarpymy. Tama je
|H| =4, ma je [G : H] = 3. Ha ocroBy n!-teopeme onma cienn

[G : Core H| | 3! = 6.

Axo 6u 6uso Core H = (e), onjia 6u Baxknio [G : Core H] = |G| = 12, na 6ucmo j106msm 12|6.
To je mapapuo memoryhe, na 3akspyuyjemo na je Core H jemara mpaBa, HOPMAJIHA, TOATPYTIA
ox G. 360r Tora rpymna G HEje TIPOCTA.

O

3anarak 33. Heka cy p < g < r paznuuurtu npoctu 6pojepu. Hokazaru jna rpyna G pena
PQT HUje TIPOCTa.

Pemtemse. N3 Tpehe teopeme CuioBa mMamo:

sp=1 (mod p)
sp | qr (6)

s¢q=1 (mod gq)
Sq | pr (7)

s, =1 (mod r)
s | pg- (8)

IMomro cy 6pojesn g u r mpoctn, 3 ycaosa (6) mobujamo s, € {1,q,r,qr}. Cauano, u3
ycaoBa (7) mobujamo s, € {1,p,r,pr}. Mehyrum, ako 6u 6mwio s, = p, onga 61 BaKUIO
p=1 (mod q). Opnarse 6u caequio g | p— 1, mrro nuje moryhe, jep je p < g. IIpema Towme,
ocraje HaM caMo S, € {1,7,pr}. Ha normyno ucru nauun gobujamo s, € {1,pq}.

[Tpernocrasumo caga aa je rpyna G mpocta. Taga mMopa 6uTm sy, S¢, 5, > 1, Ha 3aKIbY-
qyjeMo Ja BaxK’ S, > ¢,Sq > T U S, = pq. O3Haummo ca H; cse S, ca K; cBe Sq n ca L;
cse Sy, noarpyne ox G. [Tpumernmo ja je 3a cee @ ucnymweno |H;| =p, |K;|=qu |L;| =7, a
AMaMO U JIa BaxKu cienehe:
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e HiNH;j =K;NK;=L;NLj=(e)3acneiFj
Cpakako Baxu Ja je H; N H; noarpyna u ox H; m on H;. Kaxo cy H; u H; obe pena p,
IUXOBE jeJIMHe TIOArPYIIe Cy TPUBHUjaIHa noarpymna (e) u one came. ITomro je H; # Hj,

npyro je nemoryhe, na crenu H; N Hj = (e). llotnyno amasorno ce pagu 3a K; N K;
ul;N Lj.

] HiﬂKj:KiﬂLj:LiﬂHj: <€> 33 CBe 1 U j
Baxmu na je H; N K; noarpyna ox, H; n K, ma na ocnoBy Jlarpankese Teopeme cjieun

|H; 0 K| | |Hil, | K| . [Hi 0Kl | p,q.

Kako cy p m g pasamauru npoctu 6GpojeBH, OHM CY y3ajaMHO IIPOCTH, IIa J00HjaMO
|H; N K;| =1 1j. HiN K; = (e). Ha mornyso uctn waums pagumvo u 3a K; N L; u
L;N Hj.

ITocmaTpajmo cayia ckyn S y KojeM cy cBu ejiemeHTH rpyne (G KOju ce HAJIa3e y jeIHO] O
noarpyna H;, K; wim L;. Ca jenne crpane, csakako je S C G, na sBaxu |S| < |G|. Ca apyre
CcTpaHe, IIOIITO CMO BuIeH Ja ce ¢Be moarpymne H;, K; u L; mehycobHO ceKy TpHUBHjaJTHO,
Jobujamo 11a je

S| =sp(p—1) +84(qg— 1) +sp(r —1)+1
>qp—1)+r(g—1)+pg(r—1)+1
=pg—q+qr—r—+pgr—pg+1
=pgr+ (g —1)(r = 1)
> pgr = |G|.

ITpema Tome, j100MIIM CMO KOHTPAIMKIIM]Y U OHA YIIPABO MOKa3yje Ja rpymna G Huje npocTa.
g

Bagarak 34. Heka je G rpyna pema p’q?, tae cy p < ¢ upoctu 6pojesu. Jlokazaru ja
rpyna GG Huje mpocTa.

Pememe. U3 Tpehe reopeme CutoBa umamo:

s¢=1 (mod gq)
sq | P2

ITomrTo je p mpoct 6poj u3 apyror ycjosa gobujamo s, € {1,p, p?}.

Axo je s, = 1, ma ocroBy [Ipyre Teopeme Cuopa cieau jia je jeunHCTBEeHa Sy MOAIPYTIA
vopMaJtHa y GG, ma ogMax uMamo Jia rpyna (G HHje mpocTa.

Ako je s, = p, u3 npsor ycnosa caegu p = 1 (mod ¢). Ogasne mobujamo g|p — 1, mro
Huje mMoryhe, jep je p < q.

Ipenocrasumo ga je s; = p*. Onga je p?> = 1 (mod q), omakie caeaun g|p* — 1 Tj.
ql(p — 1)(p + 1). Tomrro je g upoct 6poj 3akmydyjemo aa q|p — 1 wim g|p + 1. Beh emo
Bugesn Ja g 1 p — 1, ma mam ocraje q|p + 1. Jom jenrom ce ocaamajylin Ha umHEHUIY 18 Cy
p U q npoctu 6pojeBu TakBU Jia je p < ¢, jobujamo jia je p=2wu q = 3.
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Ja cymupamo, umamo ja wim rpyna G nuje npocra win je |G| = 36, na 3azarak 3a-
BPIIIABAMO JIa, JIOKAXKEMO JIa IpyIia pefa 36 He Moxke butu npocrta. To hemo uznosujutu y
mocebaH 3a1aTaxK.

O

3anarak 35. llokazaru ja rpyna peja 36 Huje mpocra.

Pemieme. Heka je G rpyna pema 36. Ozmaunmo ca H Heky meny Ss moarpymy. Tajza je
|H| =9, na je [G : H| = 4. Ha ocnoBy n!-reopeme onzma cienn

[G : Core H] | 4! = 24.

Ako 6u 6uno Core H = (e), onna 6u Baxuio [G : Core H| = |G| = 36, na 6ucmo j1o6uiu
36/24. To je mapasno nemoryhe, na 3aksyuyjemo jga je Core H jejgna mpasa, HOPMAJIHA
moarpyna ox, G. 36or Tora rpymna GG Huje mpocTa.

O

3amarak 36. Heka je p memapan npoct 6poj. Jokazaru sa rpyna G pega 8p Huje mpocTa.

Pemtemse. N3 Tpehe reopeme CuoBa mmMamo:

sp=1 (mod p)

sp | 8.

3 gpyror ycnosa gobujamo moryhnocru s, € {1,2,4, 8}.
Axo je s, = 1, Ha ocHOBY /Ipyre Teopeme CuoBa ciaeu J1a je jeAUHCTBEHA .S), MOAIPYIIA
Hopmagina y (G, na ogmax mmamo ga rpyna G Hmje npocra.
Ako je s, = 2, m3 mpBor ycioBa nmamo a3 je 2 =1 (mod p), mro Huje moryhe.
Ako je s, = 4, u3 upsor yciaosa umamo 13 je 4 =1 (mod p), mro HaM jaje p = 3.
Ako je s, = 8, u3 npsor yciaoa uMaMo j1a je 8 = 1 (mod p), mTo HaM gaje p = 7.
Jakue, naw rpyna G auje npocra wiu je |G| € {24, 56}. Tpeocrana npa cayuaja |G| = 24
u |G| = 56 uzznBajamo y moceGHe 3a/aTKe.
O

Bamarak 37. /lokazaru ga rpyma pena 24 muje mpocta.

Pemieme. Heka je G rpymna pena 24. Oznaunmo ca H Heky meny S moarpymy. Tana je
|H| =8, ma je [G : H| = 3. Ha ocroBy n!-teopeme onma cienn

[G : Core H] | 3! = 6.

Ako 6u 6usio Core H = (e), ongia 6u Baxkusio [G : Core H] = |G| = 24, na 6ucmo jo6usin 24|6.
To je mapasuo memoryhe, ma 3akmyayjemo qa je Core H jegaHa mpaBa, HOPMAJIHA TOATPYIIA

on (. 36or Tora rpyna GG HEje TpoOCTA.
O

Sanarak 38. Jlokazaru na rpyna peja 56 HUje mpocTa.
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Pemewe. Heka je |G| = 56. 113 Tpehe reopeme Cunosa umamo

sg =1 (mod 2)
52|7

s7=1 (mod7)
s7|8

— S9 € {1,7}

— S7 € {1,8}.

[Ipermocrasumo ma je rpyna G upocra. Tajga mopa butu so = 7 u s7 = 8. O3HaumMO ca
H; cBe S7 nmoarpyne ox G. llopen mux hemo mocmarpaTtu n ase So moarpyme K1 u Ko ox
G. Ilpumerumo ja je |H;| = 7 u |K;| = 8 3a cse i. Imamo cuesehe:
e HiNKj=(e)3acseinj
Baxxu na je H; N K; noarpyna ox, H; n K, na na ocuoBy Jlarpankese Teopeme cjeu

|H; O K| | | Hil, | K| mj. [Hin K[ 7,8.
Kako cy 6pojesu 7 u 8 ysajamuo mpocrn, caemn |H; N Kj| =1 1j. HiNK; = (e).
e HiNH;=(e)3acrei##j
Baxu na je H; N H; nonrpyna u ox H; u o Hj;. Kako cy H; u H; obe pena 7, muxose

jesmme moArpye cy TpuBHMjaJHa moArpyna (e) u one came. Ilomro je H; # Hj, apyro
je memoryhe, ma crenu H; N Hj = (e).

IIpumernmo ma mpecek moarpyma K1 m Ko me Mopa OuTH TpUBHjaJIaH, MOIITO OHE HUCY
npocror pena. Oue cy pema 8 u pazimunte, ma u3 Jlarpauxkese Teopeme caenn (K1 N Kol €
{1,2,4}. Tlomrro je |K1 U Ks| = |Ki| + |K2| — |K1 N K|, nobujamo

|K1UK2’28+8—4:12.

Oznagyumo caja ca S ckyn esieMmenara u3 (G Koju ce Hasiaze y HeKoj oji orpyna Hi, K
wmn K. Taga je S C G, na umamo |S| < |G|. Ca gpyre crpame, noumro ce noaryne H;
Mehycobuo u ca nmoarpymnama Ky m Ko ceky TpuBHjaIHO, ©MAMO JIa, je

|S| = 87(7 — 1) + |K1 UK2|
>8-6+4+12
=60 > |G|.

Jobujamo KOHTPaIMKIK]y Koja moKa3yje Jia rpyna (G HHje mpocTa.
OJ

3anarak 39. Jlokazaru na rpyna pena 48 Huje mpocTa.

Peweme. Heka je G rpyna pema 48. Ozmaunmo ca H meky meny So moarpymy. Tama je
|H| =16, ma je [G : H] = 3. Ha ocroBy n!-Teopeme oHga crenn

[G : Core H| | 3! = 6.

Axo 6u 6usno Core H = (e), onjia 6u Baxknio [G : Core H] = |G| = 48, na 6ucmo j106msm 48|6.
To je mapapuo memoryhe, na 3akspyuyjemo jia je Core H jegna mpaBa, HOPMAJIHA, HOJArPya

ox G. 36or Tora rpymna G HEje TIPOCTA.
O
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IMocnenuna (TTocieauna 1o cana ypalhenux 3amaraka). Ako je G rpyna taksa na je |G| <
60 u |G| Huje mpoct 6poj, oHma rpyna G HEje TPOCTA.

VI3 mpeTxo/iHe MOCIEINIE 3aKbydyjeMo 1, OCHM TPHUBHjAJHHX CIydajeBa, Mehy rpyia-
Ma pena mamer o 60 mema mpoctmx. Hajmama mpocra rpyna Koja Huje mpocTor pejia je
aarepuupajyha rpyna As u oHa je yupaso peja 60.

3agarak 40. Heka je G rpyma pema 5 -7 - 17. Jlokazaru fa je rpyna G MUKJIAYHA.

Pememe. U3 Tpehe reopeme CuoBa mmMamo:

=1 od 5
% (m )}—>$5—1

sy | 7-17

=1 d7
o mod L, ¢ 1,85
S7|5'17

=1 d 17
o (mod IV, e (1,35},
817‘5‘7

OMax MOKEMO 3aKJ/BYIHTH 12 je jequHcTBeHa S5 moarpyna H mopmadna y G. [Ipumernmo
naje |[H| =5, naje H > Zs.

Hokaxxumo jorr ma mopa 6utu sy = 1 wnm s17 = 1. 3a noderak hemo mpermocTaBuTH
cynpoTHO; Taja je s7 = 85 u s17 = 35. Ozmaummo ca K; cee Sy moarpyme u ca L; cBe St
noarpyne ox G. Tana je |K;| =7 u |L;| = 17. Umamo u caenehe:

e K;NLj=(e)3acBeiuj
Baxmu ma je K; N L; nonrpyna ox K; u Lj, na na ocHosy Jlarpanzxese Teopeme CJieIu

[Ki N Lyl [ | Kl (L] omje |KG N Ly | 7,17
Kaxko cy 6pojesu 7 u 17 y3ajamuo npocru, ciaequ |[K; N Lj| =1 1j. K; N Lj = (e).

L4 KiﬂKj:LiﬁLj: <6> SaCBei#j
Baxu ma je K; N K; noarpyna u o K; u on K. Kako cy K; u K obe pesna 7, muxose
jeluHe moxarpylle cy TpUBHjasiHA MOArpyma (e) u oxe caMme. llomro je K; # K, apyro
je memoryhe, na caequ K; N K; = (e). Ilormyno camaro pajgumo u 3a L; N Lj.

Ozmaummo ca S ckyn enemenara n3 G Koju ce Hasiaze y Hekoj on norpyna K; unu L;. Tama
je S C G, na umamo |S| < |G|. Ca gpyre crpane, nomrro ce cse nojaryne K; u L; mehycobHo
CeKy TPHMBH]AJHO, J00MjaMO 113 je

‘S| :87(7—1)+817(17—1)+1
=85-6+35-16+1
= 1071 > ’G‘

Jobujena KoHTpauKIAja moKasyje JAa je sy = 1 wm s17 = 1. Qukcupajmo cajya jeany Sy
nonrpyny K u Si7 nomrpyny L on G. U3 nperxogHor 3HaMo Ja je 6apeM jejHa o) BUX

31



jenmHCTBEHA, a TUMe U HOpMaJiHa, y G. 360r Tora je M := KL noarpyna ox G. [Ipumernmo
Ja je

\K||L|  7-17
IKNLl 1

Kako cy 7 u 17 mpocru 6pojesu Taksu ma 7 1 17 — 1 3akmpydyjemo ga je moarpyma M
mukamanaa, M = 7717 (na ocroBy 3anarka 30). Takobe, Baxu ja je [G : M| = 5, na kako
je b Hajmamu npoct 6poj koju genu |G|, nobujamo na je M < G.

Wcnurajmo jom omuoc noarpyme M ca H. Ilomrro je H N M noarpyma on H u M, u3
JlarpamxkeBe Teopeme caeau

[M| = |KL| = =7-1T.

\H M| ||H|,|M| . |[HAM]||5,7-17.

Bpojesu 5 u 7-17 ¢y ysajamuo mpoctu, ojakie 3akpyayjemo |H N M| =17j. HNM = (e).
Mo2keMo 3aKIby9nuTH u

\H||M| _ 5-7-17

HM| = =
| | |H N M| 1

=5.7-17 =G|

ITomro je HM < G, nobujamo HM = G. Jlakie, ma cymupamo, umamo 1a cy H, M < G,
HNM = (e) u HM = G. 3 Teopeme 0 pazjaramwy OHJIA CJIEIU

G2 HXM®= Z5 X Z7.17 = Z5.7.17.

ITpema Tome, gokazaau cMo A je rpyna G IUKJIAIHA.

O

Bagarak 41. Heka je G rpyna pena 22 - 19 - 37. Jlokazaru jga Taja:
a) G uma HOpMaJsHy noarpymy pega 19 - 37.
6) G uma moArpyIy MHJIEKCA 2.

Pewmeme. a) V3 Tpelie reopeme CutoBa nmamo:

s19 =1 (mod 19)

— S19 = 1.
s19 | 22 - 37 } o

3akibydyjemMo Ja je jemmHcTBeHA S19 moarpymna H wopmasaa y G. O3nauummo ca K Heky
Ss7 moarpyny on GG. Taga je HK < G. U3 Jlarpauxkese teopeme, nomto je H N K < H, K
3aKJBY Iy jeMO

|HN K| ||H|,|K| . |[HNK]|]|19,37.

Hobujamo na je |H N K| = 1, omakne ciemn

|H||K|  19-37

= =19 - 37.
HN K] 1 937

|HEK| =

IIpema Tome, M := HK je TparkeHa moArpyna, yKOJUKO IIOKAXKEMO J1a jeé OHA HOPMAJIHA Y
G. Ilpumerumo na je [G : M| = 4, na ua ocHOBY n!-Teopeme cJiejiu

[G : Core M]|4!.
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Jlakse, uMamo
|G| . 22.19.37
— |24 1. ———
| Core M| | B | Core M|

U3 nocaeamwer 3akspyayjemo ga 19 - 37 | | Core M|, na kako je Core M < M, mobujamo
Core M = M. 36or Tora je moarpyna M mopmamaa y G.
6) Ha ocnoBy Kommjese neme y rpymu G MOXKEMO yOUHTH eJleMEHT a pena 2. O3HAInMO
ca L nmkanany noarpyny ox G renepucany ca a. Taga je |L| = 2. Tlopen L nmocmarpajmo
noarpyny M u3 nena a). Kako cmo mokazanu ja je M < G, saxu ma je LM < G.

W3 Jlarpanxese Teopeme, momto je L N M < L, M 3akmbydyjemo

| 24.

\ILAM|||L],|M] . |LnM]]|2,19-37.
Hobujamo ga je |[L N M| =1, opakise cueau

IL||M|  2-19-37

LM| = =
[EM] |LNM)| 1

=2-19.37.

3aro je LM wunpgekca 2 y G U npeJicTaB/ba TPAXKEHY TOJATDPYITY.
O

3amarak 42. Heka je G rpyma pema 1947 = 3 - 11 - 59.

a) Hokazaru na G uMa HOpMAJHY MOArPYIy peia 3 win peia 11.

6) Jlokasarn na G mma mogarpyny peaa 3 - 11. Jla sm je ona mukawaHa?
B) Hokazaru na G uma moarpymy pega 11-59. Ha su je ona HOpMautHA?

Pewmeme. a) V3 Tpehe teopeme CustoBa umamo:

s3=1 (mod 3)

—> 83 €4{1,11-59
s3] 11-59 } €1 J

S11 = 1 (mod 11)

— e {1,3-59}.
s11|3-59 } s € !

Hokaxumo na mopa 6utu s3 = 1 unwm s11 = 1. Y cynporaom je s3 = 11-59 u s31 = 3 - 5H9.
Osnaunmo ca H; cse S3 mogarpyme u ca K; cse S1; nmoarpyune ox G. Taga je |H;| = 3 u
|K;| = 11. Vimamo u cuepehie:

e HiNKj=(e)3acseinj
Baxwu na je H; N K; noarpyna ox, H; n K, na Ha ocroBy Jlarpan:kese Teopeme cjieiin

[H; 0 K| | [Hql, | K| . [H 0Kl [ 3,11,
Kako cy 6pojesu 3 u 11 y3sajamuo mpocru, crenu |[H; N K| =1 1j. H; N K; = (e).

e HiNH; =K;NK;=(e)3acseiFj
Baxmu na je H; N H; nonrpyna u ox H; m on H;. Kako cy H; u H; obe pena 3, muxose
jesmme moarpyne cy TpuBmjasHa moarpyna (e) u oune came. Iomro je H; # Hj, apyro
je memoryhe, ma crenu H; N Hj = (e). Ilornyno caumuno pagumo u 3a K; N Kj.
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Osnaunmo ca S ckyn esiemenara u3 G Koju ce Hajasze y Hekoj ox norpyna H; wmu K;. Tama
je S C G, ma mmamo |S| < |G|. Ca apyre crpane, nomrro ce cse moarpyne H; u K; meljycobuo
CEeKy TPUBHjaIHO, j0bUjaMo 11 je

‘8| :83(3—1>—|—811(11—1)—|—1
=11-59-243-59-10+1
— 3069 > |G].

Hobujena konrpajuknuja nokasyje ja je s3 = 1 mim s1; = 1. To 3naum ja je 6apem jesna
ox Ss wiau S11 TOATPYIA JeIWHCTBEHA, a TUMe u HopMaJHa y (G. One cy ynpaBo peaa 3 wim
11, ynme 3aBpITABAMO OBaj JIEO.

6) Younmo caga npoussospHy (ukcupany Ss noarpyny H w S1; moarpymy K ox G. Tana
je |H| =3 u |K| =11, a u3 mena a) 3HaM0 Ja je 6apem jemHa ol buX HOpMaaHa y G, Kao
naje |[HNK|=1.36or tora je HK < G u

|H|| K|  3-11

HK| = =
| | |HN K| 1

=3-11.

Haxae, HK npencrasipba Tpaxkeny noiarpyiy. [lomro cy 3 u 11 pazsmmauru nupoctu 6pojesu
raksu jia 31 11 — 1, 3akspydyjemo ja oHa jecre rmukiandHa (Ha ocHOBY 3ajarka 30).
B) Ocyonmmo ce jom jemHom Ha Tpehy Teopemy CutoBa ja mobujemo

ss9 =1 (mod 59)
— 859 = 1.
559 ‘ 3-11
3akJpydyjemMo Ja je jeauHcTBeHa Ssg noarpyma L mopmasaa y G. 36or Tora je KL < G,
rue je K S moarpyna o G w3 nena 6). U3 Jlarpanzxkese teopeme, momro je KNL < K, L
J00mjamMo
|IKNL|||K|,|Ll =j. |[KNL||11,59.

Hobujamo na je |K N L| = 1, onakie caem

IK|[L|  11-59

KL| = =
KLl = T q T 1

=11-59.

Haxne, KL je tpaxena noarpyna. llomro je wen unyerc y G jennak 3, mTo je HajMABU
npoct 6poj koju gesm |G|, 3aKibydyjeMo Ja Ta MOArpyIa jecTe HOPMAJIHA.
0

Hapemnux nap 3amaraka he maMm gaTu join jemam MeTos 33 IMOKA3UBAME T3 HEKa IPYyIa
HHUje 1IPOCTa, KOJU YECTO PA/IM Y CUTYAIUjU Kaia He DYHKIMOHUINE HUIITA IITO CMO JI0 CaJia
BH/IETIN.

3agarak 43. Heka je G mpocrta rpymna u H moarpyma on G umnekca k. Tama je G < Sy.

Pememe. Ilocmarpajmo aejerso rpyne G Ha ckyn G/H nedunucano ca

g-aH =gaH, g,a € Q.
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IMosicernmo ce aa 0BO JI€jCTBO MOXKEMO BUETH U Kao xomomopdusam ¢ : G — Sym(G/H)
JedbrHUCAH ca

o(g) =714, tHEjeTy:G/H — G/H, 174(aH) =gaH,a € G.
Ojipejiumo je3rpo oBor xomoMopdusma,

kerp = {g € G| ¢(9) =idg/u}
={9eG |7 =idg/u}
={9€ G| gaH = aH 3a ce a € G}
={9€Gla'gaH = H3zacseacG}
:{geG|aflga€H3aCBea€G}
={geG|gecaHa ! 3acBeacG}
= Core H.

Iomro je rpyna G npocra n Core H < H, 3akmyuyjemo na je Core H = (e). TIpema Tome,
xoMOMOp(hU3aM ¢ UMa TPUBHJAJIHO JE3TPO, A je yTalame. 360r TOra MOXKEMO CMATPATH
Jga je G < Sym(G/H). Konauno, nomro je [G : H] = k, Baxu Sym(G/H) = Sj, unme
jnobujamo Tpaxkeno G < Sy.

O

Hapenuo tepheme je mocsieuia jokas3a tTpehe reopeme Cuiiosa.

Tapheme 4.7. Heka je K jenna S, moarpyna rpyme G uw NgK nopmasmmsarop 3a Gy K.
Taja je
(G : N¢K] = s,.

Bagarak 44. Heka je p npocr 6poj takas ua p | k! u p? { k! u H jeana S, noarpyna ox S.
Ta o Basku:
[N, H| = p(p—1)(k —p)!.

Peuiewe. Ha ocuoBy Tsphema 4.7 umamo

[Sk : NSkH] = SP7
oaKJIe je
S k!
NoyH| = 24 & )
p Sp

IIpema Tome, cBe mTo Tpeba ma oapeaumo je 6poj s, CunosibeBux p-noarpymna o G. Ilomro
p | k!'u p? t k! mmamo ma cy S, moarpyne ox G pema p. Ome cy cTOra MUKIMIHE, TeHEPHCAHEe
eJIEMEHTUMA PEJIA P.

Bparusmm ce Ha yeiose p | k! u p? { k! 3akmydyjemo na je p < k < 2p, na cy p-IMKIOBH
jesmHn enemenTH pena p y Si. OnpenuMo »Ux0oB 6poj m.

IIpe cBera, cBaku pP-IMKJ MOXKEMO BHJIETH KA0 ypehemy p-TOPKY HEKuX p m3abpaHux
eslemenaTa u3 ckyna {1,2, ..., k}. Bpoj cBux TakBux p-TOpKH je (Z) pl. Meljyrum, ako ce cBu
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€JIEeMEHTH y HEKOj p-TOPIM POTHUPAjy 3a 1,2, ..., p MecTa yIecHO, OAroBapajyhu muks ocraje
uctu. To 3HaUM 78 CBAKOM P-TIUKIIY OJArOBapa p Pa3IMUUTHX P-TOPKH, I je

m= (V2 (B -1
()7 ()

Bparumo ce caza Ha S, nojrpyne. One cy nukiudse, peja p u 6poj BUXOBUX I'eHepa-
Topa je p — 1. HapaBHO, CBU HUXOBU MeHEPATOPU Cy P-IIMKJIOBH, TIa 3aKJbYyIyjEMO Ja CBAKO]
¢ukcupanoj S, noarpynu oarosapa p — 1 pazaudur p-nukia. 36or Tora je

m  (e-D g k!

p—1  p—-1 (k—p)!p!(p_Q)!: (k=p)p(p—1)

Sp =

Bpahamem y (9) mobujamo

k!
———— =p -k —p),
(k—p)'p(p—1)

|NSkH| =

qnme A00mjaMo TPasKeHo.

g

Banmarak 45. Heka je p mpoct 6poj, k € {p,p + 1} u H jenma S, moarpymna ox Si. Taza
BazXKWU:

|Ns, H| =p(p—1).

Pemteme. OBo je camMo JUPEKTHA HOCJIEUA IPETXOIHOT 33ATKA,.
O

Bagarak 46. JlokasaTu ga rpyua peaa 23 -3 - 72 muje mpocra.

Pememe. Heka je |G| = 23 -3 - 72. U3 Tpehe Teopeme CumoBa mMaMo:

s9 =1 (mod 2
2 2( e (1,3,7,21,49, 147}
59 ‘ 3.7

s3=1 (mod 3)
s3] 2372

s7=1 (mod7)
s7]2%-3

} — s3 € {1,4,7,28,49,192}

— sy € {1,8}.
IIpermocraBumo na je rpyna G npocta. Tama mopa 6utu sy = 8. O3nauumo ca K jenny Sy
nogarpyny on G. Ha ocuoBy Tephema 4.7 umamo
[G: NgK]| = s7 =38,
ma HaM 3agarak 43 omoryhasa ga cmarpamo G < Sg. M3 Jlarpanxese TeopeMe OHJIA CJIeId
23.3.7%| 8!,

mTOo je KonTpaaukiuja, jep 72 1 8!. IIpema rome, rpymna G He Moxe 6UTH IPOCTA.
OJ
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3anarak 47. Jlokaszaru na rpymna pena 396 muje mpocta.

Pememe. Heka je |G| = 396. 13 Tpehe Teopeme CumoBa mMamo:

so=1 (mod 2
2 ( N sy € {1,3,9,11, 33,99}
59 ‘ 99

=1 d3
%8 (mo )} — 53 € {1,4,22}

sg | 44

=1 od 11
ou (mod 1N, & {1,12}.
S11 | 36

IIpermocraBumo ga je rpyna G upocra. Tama mopa 6utu s11 = 12. O3naunmo ca H jenny
S11 mouprpyny on G. Ha ocuoBy Tsphema 4.7 umamo

[G : Ngﬂ] = S11 = 12,

na Ham 3azgarak 43 omoryhasa ja cmarpamo G < Spo. [Ipumerumo ga, norrro 11 | [Sio| = 12!
u 112 4 [Sy2| = 12!, mozxemo emarpaTn ga je H u jeqma S11 moarpymna ox Sy2. Kako je G < S1,
ogga je u NgH < Ns,,H, na u3 JlarpaH:keBe TeopeMe cienu

INcH| | |Ns,, H|. (10)

Ocraje camo joITI Ja U3paTIyHaMO PeJIOBe HOPMAJIU3aTOpa Koju ce mojassyjy. Ca jegHe cTpa-
He, kako cMo Beli Bugesn, Baxu [G : NgH| = 12, onakae je
G| 396
NgH| = — = — = 33.
INeH|=T5 = 1
Ca mpyre crpane, u3 3ajarka 45 mupektro ciaemu |Ns, H| =11 (11 — 1) = 110.
Bpahamem y (10)106ujamo KoHTpaMKIHjy

33| 110,
KOja mokasyje sa rpyna (G HUje mpocTa.
O
5 IIpcrenn

5.1 Hedununuja u ocHoBHe OCcOOuUHE IIPCTEHA

Hedunnnuja 5.1. TIpcren je anrebapcka crpykrypa (P, +,-), viae je P Hempas3aH cKyT, a
+ u - buHApHEe omepalnuja Ha P TakBe 13 BaxKu

1. Crpyxkrypa (P, +) je Abesosa rpymna:
e Bacee z,y,2 € PBaxu (x +y)+z2z=x+ (y + 2).

e llocroju eslemenT 0 € P takap yia 3acee x € PBaxkuz+0=04+2 = =z.
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e 3a cBako z € P nocroju —x € P takBo na je v + (—x) = —x +x = 0.

e Jacer,yce Praxnax+y=y+x.
2. Omepaigja - je aconujaTUBHA:
e Bacse x,y,z € Praxu (z-y)-z=x-(y-2).
3. JluctpubyrusHocT - mpema +:
e BacBez,y,z€ Pakuz-(y+z2)=z-y+zx-zu(x+y)-z=z-24+y- 2.

Hedununuja 5.2. Tlpcren (P, +, ) y kome niocroju esiement 1 € P takas ja 3a cse © € P
BaXu T -1 = 1.2 = x ce Ha3WBa IIPCTEH €a, jeTUHUIIOM.

Hedununuja 5.3. Ilpcren (P, +,-) Takas ja 3a cBe x,y € P Baxu T -y = y - & ce Ha3UBa
KOMYTATUBHE TIPCTEH.

Hamame hemo ce 6aBuTr caMO KOMYTATUTBHAM IPCTEHAMA, C& JEIUHHUIIOM W aKO HE Ha-
[JIACUMO JIPyraduje, [0/, TePMUHOM IIPCTEH he Ce 10/Ipa3yMeBaTH KOMYTATUBHU IIPCTEH Ca,
jeTMHUTIOM.

Hedbununuja 5.4. Komyrarursau npcren ca jequaunom (P,+,-) y xome je 0 # 1 u 3a

csako ¥ € P\ {0} mocroju 27! € P takso ma je - x71 = 27! - x = 1 ce masusa mome.

Bagarak 48. Heka je C'(R) ckyn menpekupanx peasnnx (QyHKIM]a PeajiHe MTPOMEHIbUBE
Ha KOMe Cy JedUHUCAHE omepalje cabupama U MHOXKEHA, €,

(f +9)(z) = f(z) + g(z)
(fg)(x) = f(x)g(z), f,g€ CR),zeR.

Hoxkazaru ma je C'(R) xoMyTaTHBHE MPCTEH Ca JeUHUIIOM y OHOCY HA OBE OIEpaIdje.

Pemieme. 3a nouerak umMamo Jia je 36up v mpom3BoJ, JiBe HenpekuaHe (GhyHKImje Takoje He-
IpekuaHa (QYyHKIN]a, [Ia Cy OIepalrja cadupamba U Ody3uMaiba, KOje TIOCMATPAMO KOPEKTHO
nedunrncane. Younmo npoussossre f,g,h € C(R) u z € R. Taza je

na crenu [+ (g+h) = (f+g) + h.
Hedurnmmmo byuknujy 0 € C(R) ca 0(x) = 0 3a cee x € R. Onga 3a cse x € R Baxn

(f+0)(z) = f(2) +0(x) = f(2) +0 = f(z) m (0+f)(z) =0(z)+ f(z) = 0+ f(z) = f(x),

mTo noxkasyje Aa je 0 HeyTpaJ 3a onepanujy —+.
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Ba ceaky byukuujy f € C(R) moxkemo nedunncaru dbyukiujy —f € C(R) ca (—f)(z) =
—f(x) 3a cBe z € R. Onya 3a ce x € R Baxn

(f+ (=) = fa) = fl2) =0=0(z) u (=f+ [)x) =—f(x) + f(z) =0=0(z),

IIITO TIOKa3yje 1a je —f MHBep3 3a IMPOUBOJHGHO [ MpH omepaiuju +.
Honaruo, 3a cee f,g € C(R) u x € R Baxn

(f +9)(x) = f(z) +9(z) = g(z) + f(z) = (9 + f) (=),

mTo faje f+g=g9+ f.
[Tpumerumo jom ga 3a npoussosbre f,g,h € C(R) nu x € R umamo

g
onarne cienu f-(g-h) = (f-g)-h (f+9)-h=
Jakae, nokazanm cmo ga je C'(R) nperen.

Ilomrro 3a ce f,g € C(R) u « € R Baxu

(f-9)(x) = f(z) g(x) = g(x)- f(z) = (g f)(@),

umamo f - g = g- f. Tume je nokazano jga je npcrern C'(R) komyTaTupas.
Konauno, moxemo gedunncarn dynkunjy 1 € C(R) ca 1(x) = 1 3a cee x € R. Onya je

(f- V() = f(2) - 1(z) = f(2) - 1= f(z) m (1-f)(x) =1(2)- fz) =1 f(z) = f(2),

mITo mokasyje Ja je 1 HeyTpast 3a omepanmjy -. Tume cmo mokasamu jga je nperen C'(R) ca
JEIMHUTIOM ¥ 3aBPIIAIA 33IaTAK.

0

-h+g-huaf-(g+h)=f-g+f-h
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3anarak 49. Heka je R ckym cBux MaTpwia [a a]’ rme ¢y a,b € R. Jlokazatu ma

b
je R xoMyTaTWBHU TPCTEH Ca jeIMHUIIOM Yy OJHOCY Ha yoOmdajene omepaiuje cabmpama u
MHOYKETha, MATPHIIA.

a —b c —d
Pememe. IIpso, 3a marpure [b a} 141 [d c] u3 R mmamo
a —b c —d| _ |a+c —b—d
[b a}—i_[d c]_[b—i-d a—l—c}eR
a —b|lle —d ac—bd —ad— be
[b a}[d c]_[ad+bc ac—bd}ER’ (11)

IITO TOKAa3yje Jia Cy omnepaiuje cabupama U MHOXKEHA MATPUIA KOPEKTHO JeduHucane Ha
R. Beh znamo ga je R mpcren y ogHOCY Ha Te omepaimje, ma, 1o Hehemo mokasusatu. Cre
mITo joir Tpeda 13 MOKAXKEMO je Jia je npcreH R KOMYTATHBAH U €A JEJIMHUIIOM.
10

€ R.
0 1

3a jemHUIY OJIMAaX 3HAMO Ja MOCTOJU— TO je yIpaBO jeJIMHUIHA MATPUIA [

c — a —b| |lac—bd —ad—bc
d c||b al| |ad+bc ac—0bd |’
mro y3 (11) moka3syje ma je mpcreH R KOMyTATHBAH.
O

Takobe, Baxwu

5.2 IloTropcrenn

Hedbunnnuja 5.5. Heka je R npcren. Iogckyn A C R je mormperer on R ako 3a cBe
a,b € A Baxm:

ea+be A
e —ac A
e abe A

e 1c A

Bamarak 50. Ilocmarpajmo nperen Z X Z csux ypehenux maposa (a,b),a,b € Z y ognocy
Ha, Omeparyje

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)

(a,b)(c,d) = (ac,bd), a,b,c,d € Z.
Hoxazaru jna je A ={(a,a) | a € Z} norupcren on Z X Z.
Pemremse. 3a npouseosmne (a,a) un (b,b) n3 A nmamo

(a,a) + (b,) = (a+ ba+b) € A

—(a,a) =(—a,—a) € A

(a,a)(b,b) = (ab,ab) € A

(1,1) € A,

40



oakJe cuaenn Ja je A moruperer on Z X Z.
O

Bagarak 51. Heka je S = {22V | 2,y € Z}. [lokazaTu ja je S IOTHIPCTEH MOJbA PEAJHUX
6pojesa R.

Pemneme. Younmo mpousBosbHe esieMenTe 21 = X129 U 29 = x22Y2 u3 S. Ilo gedpununmju
Cy OHJA X1, T2, Y1, Y2 € Z. O3naunmo ca m = min{yi, y2}. Taga umamo

214 20 = 3290 4 222 = 2™ (21297 4 22027

Crakako je m € Z, a takohe 360or m < yi,ys Baxn u x12917 " + 192927 € Z. Oparie
3aK/ByUyjeMo qia 21 + 29 € S. CauvHoO je OHZIA U

— 21 = (—$1)2y1 es
2129 = 1129119292 = ($1$2)2y1+y2 es

1=1-2€ 5,
qMMe je oKa3aHo Jia je S morupcren o R.
O
5.3 XomomopdusMu mpcreHa

Hedunanmuja 5.6. Heka cy R u S jnpa upcrena. Ilpeciukasamwe f : R — S TakBo ja 3a
cBe T,y € R Baxu

o flzty)=f(z)+ fy)
o flzy) = f(z)f(y)
o f(1)=1
ce Ha3MBa XOMOMOP(U3AM [PCTEHA.

CangHo Kao y TeOpHUju Ipymna, CyPjeKTUBHA XOMOMOP(MU3MAM Ce HA3WBA enuMopdu3zam,
WMHjeKTUBHU XOMOMOpP(hHU3aM Ce HA3WBA MOHOMOD(MHU3AM WM YTallakkhe, JIOK ce OUjeKTHUBHU
xoMoMOpduzam HazuBa w3omopduzam. Ako nocroju mzomopduzam mamehy Heka jBa 1p-
crena R u S 3a mux ce kaxe ja cy uzomopduu u nuire ce R = S.

Heka je f : R — S xomomopduzam npcerena. ledururmemo:

ker f ={a € R| f(a) =0} jesrpo xomomopdusma f.
imf={f(a) | a € R} cmuka xomomopdusma f.

CanvHO K40 M KOJI IPyIIa, UMAMO:

f je 1-1 ako u camo axko je ker f = {0}.

f je Ha ako m camo ako je im f = S.

Bagarak 52. ITocmarpajmo upeciukapamwe f : Z[X]| — R nedunucano ca f(p(X)) =
p(v/2), p(X) € Z[X]. Hoxazaru na je f xomomopdusam mpcrena.
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Pemteme. Younmo npoussossie nosmuome p(X) u ¢(X) u3 Z[X|, Ka0 1 Myl TUIIMKATABHI
rveyTpasa 1(X) = 1 ror npcrena. Tana je

Fp+@)(X)) = (p+ 9)(V2) = p(vV2) + q(vV2) = f(p(X)) + f(q(X))
)

F(p-q)(X)) = (p- 9)(V2) = p(V2) - ¢(V2) = f(p(X)) - f(q(X))
f(1(X)) =1,

qHUMe je TIOKa3aHo 13 je [ xoMoMopdu3aM.

0

3agarak 53. [latu cy npcren Ry = {a%—b% | a,b € Z} y OJHOCY Ha cabupame u

a b
3b a+b
n MHOXKeme MaTpuna. okaszarn ga je Ry = Rs.

MHOXKEme peajnnx OpojeBa u npcren Ry = { [ } | a,b € Z} y OIHOCY H& cabupaibe

Pememe. [locmarpajvo mpecaukasame ¢ : Ry — Ry nedunrmncano ca

14++13 a b
¢<a+b2> = [31) a—l—b]’ a,beZ.

OBo mpec/iMKaBambe je OUUIJIeHO CypjeKTUBHO. JJokakuMo jia je xomoMopdu3sam.
3a mpousBoiLbHE a, b, ¢, d € Z Baxku

¢<a+b1+2\/ﬁ+c+d1+r)

¢<a+c—|—(b+d)1+2\/ﬁ>

| a+c b+d _|a b L d

-~ B(b+d) at+c+b+dl  [3b a+b 3d c+d
1413 14++13

:¢<a+b +2\F>+¢<c+d+2\ﬁ>,

2
¢<<a+b1+2\/ﬁ> <c+d1+2\/ﬁ>> ¢>( c+(ad+bc)1+2\/ﬁ—|—+bd (%)
3

a
14+ V13
_¢<“C+3bd+(“d+bc+bd) 2 ) 3(ad + be+ bd) ac + 3bd + ad + be + bd

ac + 3bd ad + bc + bd ]

a b ] [e d 14++/13 1+ V13
:[319 a+b] [3d c+d}:¢<a+b 2 >¢<C+d 2 )’

sw=o 1)

IIITO IIOKa3yje 11 je ¢ XoMOMOp(u3aM.
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Ocraje caMo jor jia MOKaXKeMo JIa je ¢ WHjeKTHBHO MPECIuKaBame. 10 MOKEeMO ypauTh
JIUPEKTHO 10 JebUHUIA)H, 8 MOKEMO U MOKa3aTu Ja je ker ¢ = {0}, mrro je y oBom caryuajy
jennocrauuje. mamo

ker¢:{a+bH2\/ﬁER1|¢<a+bl+2\/ﬁ> = [8 8}}

1+ V13 a b 00
_{“+b > ER”[% a+b}_[0 0]}

1 1
:{a+b+2\/73€R1|a:b:O}

= {0}

3akipydyjemo 1a je ¢ uzomopduszam, dume nobujamo TpaxkeHo ) = Ra.
O

5.4 Wpeanu m KOJUYIHUYKU IIPCTEHU

Hedunanuuja 5.7. llojgckyn I npcrena R ce Ha3uBa uieas u o3HauaBa [ 4 R ako BaxKu:
e3zaceez,ycl:z+ycl
esaceerzcElnuac R:ax el

Hedununuja 5.8. Konavan ckyn S = {z1,22,...2,} C R renepume ujean I npcrena
R ako ce cBaku ejemenT m3 I Moxke 3ammcaTd y oOJHMKY a1T1 + aox2 + ...GnT, 32 HEKEe
ai,az,...,a, € R.Y Tom cayuajy mamemo I = (S).

Heduanmnja 5.9. Uneas I npcrena R je ritaBHE aKO je€ TeHEPUCAH CAMO JETHUM €JIEMEHTOM
u3 R, I = (a) 3a veko a € R.

Bamarak 54. Ilocmarpajmo npceren mosmHOMa Z[ X | Uy HeMy TOACKYI
I'=A{2f(X) + Xg(X) | f(X),9(X) € Z[X]}.
[Mokazatu ma je I naean npcrena Z[X|. Ja s je Taj upeasn rnasan?

Pemreme. Ilokaxknmo mpeo ja je I maean. Youumo npoussossre u(X) u v(X) uz I. Taga
nocroje nosmuomu f1(X), fo(X), g1(X), 92(X) € Z[X] raksu na je

u(X) = 2f1(X) + Xg1(X)
v(X) = 2f2(X) + Xg2(X).

Oparie je
w(X) +o(X) =2(/1(X) + fo(X)) +X (g1(X) + g2(X)) € L.

€Z[X] €Z[X]

43



Comuno 3a npoussosbro o X) € Z[X] umamo

a(X)u(X) =2a(X) (X)) +X a(X)g1(X) € I

€Z[X] €Z[X]

Osum cmo nokazasnu Jja je I wieas upcrena Z[X].

Ocraje jour jga ucuuramo Ja Jid je OBaj UJIeaJ IJIABHU. 3a MOYeTaK MOXKEMO IIPUMETUTH
jnaje I =(2,X). Ako 6u oBaj nueasn 6uo rviasuu, Baxuio 6u I = (f(X)) 3a vexku nosmuom
f(X) € Z[X]. Onarne 6u Baxumno (2, X) = (f(X)), WTo uMIanupa moCTojame MOJHHOMA
a(X),b(X) € Z[X] TakBUX Ja BaXu

2 = f(X)a(X) (12)
X = f(X)b(X). (13)

Uz (12) coemm pa je f(X) =1 wm f(X) = 2. Ako 6u 6usno f(X) = 2, uz (13) 6u cuequio
X = 2b(X), mrro muje moryhe, nomrro je b(X ) € Z[X]. Haxne, ocraje vam f(X) = 1. Onna
je I = (1) = Z[X], na gobujamo (2, X) = Z[X]. Cuenmjanno, ogarie cieaym Ja HOCTOje
nosmaomu m(X),n(X) € Z[X] rakeu na je

2m(X) + Xn(X) = 1.

Jobujamo ja mopa 6uru n(X) = 0 u 2m(X) = 1. Mehyrum, kako je m(X) € Z[X]| uu oo
Huje Moryhe, ma 3ak/pydyjeMo jga umeaa I Huje riiaBHM.

d

a

b 2} | a,be Z} pCTeHa

3apnarak 55. Ilocmarpajmo kKomyTarushu nornpered K = { [
marpuna My(Z).

a) Jdokazaru na je I = { [ 5;[; 5 ] | a,b € Z} ueas npcrena K.

6) Hokazaru na je I = <[_05 é] >

Pewmeme. a) Youumo npon3BosbHE €J1€eMEHTE ba b u be d ws [, kaou | -~
—5b ba —5d  5c¢ ’ —5n m

u3 K. Taga je

[—E)gb 5ba] + [—55061 5dc] = [Eé?bicc)i) 5(ba++d0)} <!

m n||[b b| | bam —5bn bm +5an | | 5(am —bn)  bm+ 5an e
—5n m| |-5b bBa| |—25an —5bm —5bn+5am| |—5(bn + 5an) 5(am — bn) ’
N3 pobujenor ciemu fa je I maeas npcrena K.

b
6) TIpumeTnMo Ja 3a TPOU3BOJLHO { a] € K maxmn

—5b
a b 0 1| [-5b a
—5b al |-5 0|  |—Ba —5Bb|"

44



a b
—5b ba

N

. 0 1
quMe je TIOKa3aHo Ja Baxu [ = < {_5 O} >
0

360r Tora, 3a IPOU3BOJHHO { ] € I umamo

Komunuyanuyku nipcreH

Heka je I wpeasn upcrena R. Ha ckyny R/I = {a+ I | a € R} cBux sieBUX KOceTa Jie-
duHAIIEMO omepaldje cabupama U MHOXKEHa, Ca;

e (a+I)+(b+1)=(a+b)+1
e (a+1I)-(b+I)=ab+1, a,beR.

V3 oBako gedunucane onepamuje R/1 je KoMyTaTMBHU IIPCTEH €A JEJMHUIIOM KOjU C€ HA3UBA
KOJUIHUIKYU IIPCTeH npcTera R mo uneany I.

[Tpumerumo ga je y upcreny R/I meyrpas 3a onepanujy cabupama [, a 3a onepamujy
Muoxema 1 + 1.

Cangno Kao u KO IPyTia, BeoMa TPUMEH/bUB MeTO T opehnBamkha KOJIMIHIIKOT TTPCTEHA
je xopurtheme IIpBe Teopeme o mzomopdusmy.

Teopema 5.10 (IIpsa Teopema o mzomopdusmy upcrena). Heka je f : R — S xomomop-
duzam upcrena. Taga je ker f jenan mneas nupcrena R u Baxku

R/ker f 2 im f.
O maTepeca he mam Gurm J(Be Kiace measia OMUCaHe HAPEIHUM JehUHUIH]aMA.

Hedbunanmuja 5.11. Upgean I upcrena R je npoct ako 3a cBe a,b € R u3z ab € I caean
a€lnmbel.

Hedbuanmnja 5.12. Unean [ npcrera R je MaKCUMAJIAH aKO HUjE CAJPKAH HU Y JETHOM
npasom' maeany ox R.

VY Be3u mpocTux ujeasa, 3Hadajan he HaM OuTn mojaM JIOMEHa KOju je ONMUCAH Y HAPEIHO]
JebrHAIIju.

Hedbununuja 5.13. Ilpcren R je jomMeH ako y HeMy HEMA [IPABUX JIEJUTEHA HYJIE Tj. aKO
3a cBe a,b € Ruz ab=0 cnequ a = 0 uym b = 0.

Lyipasu unean upcrena R je caku uiea TOr LPCTEHA PASIMUHT OLf {0} u R
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IIpumep 5.14. Tlocmarpajmo mosme F' u mpermocraBuMo ja 3a Heke a,b € F Baxw ab = 0.

Axo je a # 0 ouga y F nmocroju mHBep3 a~ ! 3a a, ma jpobujanmo

atab=a"1-0—b=0.

3akJbydyjeMo Jia y [OoJby HEMa IPABUX JEJIUTEIba, HYJIE, 113, je CBAKO I0Jhe JIOMEH.

d

IIpumernmo sia gupektHo wa ocuoBy Hedbununuja 5.11 u 5.12 muje Oamr jegHOCTaBHO
WCIUTATH Ja JW je HeKW ujeas 1npoct/Makcumasal. [locao HaM 3HATHO MOXKE OJIAKIIATH
HapeIHo TBpheme.

Tspheme 5.15.

e Vnean I npcrena R je IpocT aKO W €aMO aKO je KOJMIHUYKHA npcreH R/1 nome.
e Vnean I npcrena R je MAKCHMAJIaH AKO M CAMO aKO je KOJIUIHIIKY npcred R/ mosbe.
[TormrTo je cBako moJbe JIOMEH, OJMAX UMAMO HAPEJHY OCJIEJIUILY.

ITocaeauma. CBaku MaKCHMAJIAH HIAEAJI j€ IIPOCT.

a b

3agarak 56. llocmarpajmo npcren R = {[ 0 a

} | a,b € Q} Yy OTHOCY Ha MHOXKEHhE W

cabupame MaTPHUIIA.

a) Jlokazarm na je nogckyn J = { [8 8} |be Q} njieal upcrena, R.

6) Hdokazaru nma je R/J = Q.

Pemteme. 3a npousBosbHE MATpUIE [0 bl] u [0 bQ] u3 Ju [g (ﬂ n3 R Baxm

0o ol"lo o
0 bl 0 bg . 0 b1+b2
[0 O]Jr[o 0]_[0 0 }EJ

a ,8 0 b1 o 0 Oébl

[o a} [0 0}_{0 0] €”
Oparite 3ak/pyayjemo aa je J ugeas npcrena R.
6) Ilocmarpajmo npecimkaBame ¢ : R — Q nedunncano ca

o = s Jer

. a b c d
OBo mpeciimKaBame je OUnurye Ho Ha. Takohe, 3a MPOU3BOEHE MATPHUIIE [O ] n [O } 3
a c
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(o ol ) =e ([ 3)
mere=o([p o) vl )
(o oo )=+ (15 ")
=ee=e(fs o) (5 )
(o 2) =

Oparie 3ak/bydyjeMo 1a je ¢ xoMoMopdu3aM mpCcTeHa.
W3 Ilpee Teopeme o n3oMOppHU3MY OHIA CJIEIU

R/ker ¢ = Q.

“rio(fs o) =)

ER[&—O}

Ounpepumo jorr ker ¢:

ker ¢ =

———

8 o 8 o

o o

|
l
{

Jakae, nobujamo tpaxeno R/J = Q.
O

===

Ibe@}z

3anarak 57. Heka je S npcren peasHux (pyHKIK]a peajHe MPOMEHJbUBE Y OJIHOCY HA
onepanyje cabuparma u MHOXKema Tadky 10 tauky u I = {f € S| f(0) = 0} jenan noxckyn
on S.

a) Tlokazaru ga je I maeas npcrena S.

6) Ucmuratu qa s je uaeasa I mpocT/MaKCHMAJIAH.

Pememe. a) Younmo npoussosbte dyukiuje f,g € I. Tama je f(0) = ¢g(0) = 0. Omazie
creny

(f +9)(0) = f(0) +9(0) =0+ 0=0,
ma pobujamo ma je f + g € I. Coimaro, 3a Tpou3BO/bHY (bYHKIH]Y o € S UMaMO

(af)(0) = (0)f(0) = a(0) - 0 =0,

ma je af € I. Tume je nokazano na je I uyeas npcrena S.
6) TTocmarpajmo npecsmkasame ¢ : S — R pedbunucano ca

¢(f) = f(0), feS5.

47



Kako 3a nmpoussosbre dpyuruuje f,g € S Baxku

(f+g) (f +9)(0) = f(0) + g(0) = o(f) + ¢(9)
o(fg) = (f9) ) f(0)g(0) = o(f)#(9)
o(1 ) 1(0)

“MaMo 113 je ¢ xomomopduzam mpcrena. Taj XoMoMOpP(U3aM je OUUrJIeIHO CYDjeKTUBAH, 114,
Ha ocHoBy IIpBe Teopeme 0 mzoMopdu3IMy Ciaeam

S/ ker ¢ = R.
ITomrro je no pedununumju

kerp = {f € S|¢(f) =0}
={f eS| f(0)=0}
=1,

Jobumjanmo
S/I=R.

Jakae, xommunnaku upered S/ je mosbe, na 3aksbydyjemMo aa je wjeas I MakcuMadiaH, a
THIME U TPOCT.

g

Baparak 58. Ilocmarpajmo nperen nosmuoma R[X, Y] ca ape meonpehene mas npcrenom
R. Jokazaru na je RIX,Y]/(X) = R[Y].

Pememe. Ilocmarpajmo npeciukasame ¢ : R[X, Y| — R[Y| nedbunucano ca
Y(f(X,Y))=f(0,Y), f(X,Y) € R[X,Y]

OBo mpecsmkaBame je Ha, momTo 3a cBako ¢(Y) € R[Y] moxemo medunucatu f(X,Y) €
RIX,Y] ca f(X,Y) = g(Y) uonna je Y (f(X,Y)) = f(0,Y) = g(Y).

[Tokaxumo ja je ¥ xomomopdusam mperena. 3a npoussosbhe f1(X,Y) u fo(X,Y) u3
R[X,Y] Baxu

Y((fi + f2)(X,Y)) = (fi + f2)(0,Y)
= [1(0,Y) + f2(0,Y)
=y (f1(X,Y)) + ¥ (f2(X,Y))
Y((f1f2)(X.Y)) = (f1f2)(0,Y)
= f1(0,Y) f2(0,Y)
=Y([1(X,Y))Y(f2(X,Y))
Y(1(X,Y)) =1(0,Y) = 1(Y).
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3akJbyayjemMo 1a 1 jecre xomoMopduzam npcrera. OppeauMo join meroso jesrpo. Baxm:

keryy = {f(X,Y) [ ¥(f(X,Y)) =0(Y)}
= {f(X, Y)[£(0,Y)=0(Y)}
={f(X,Y)| f(0,Y)=03acee Y}
={f(X,Y) | X nem f(X,Y)}
{ (X,Y) | f(X,Y)=Xf'(X,Y) samexo f'(X,Y) € R[X,Y]}

N3 IlpBe Teopeme 0 u3zoMopdu3My IPCTEHA OHIA CJIEIH
R[X,Y]/(X) = R[Y].
O

Bamarak 59. Vcnuraru jia s je ruasam niean (X) npocr/MakCUMaJaH y IPCTEHY HOJIH-

voma Q[X,Y].

Pememe. 13 nperxoanor 3anaTka nmamo aa je Q[X,Y]/(X) = Q[Y]. Kako je Q[Y] nomen,
a HOje moJbe, 3aKIbyIyjeMo Ja je uaeas (X) mpocT, aju HEje MAKCHMAJIAH.

g

5.5 TI'nmaBHOMOeaJCKU AOMEHU

Hedununumja 5.16. Jomen y koMme je cBakW MpaBW WIEAJ IJIABHHU CE€ HA3WBA TJIABHO HJIE-
AJICKH JIOMEH.

Hajsmagajuauju npumep IJIaBHOKIEAJICKOT JOMEHA KOju heMo ImoCMaTpaTH je MPCTeH II0-
saunoma F[X] nay upoussosbaum nossem F. Y weMy HUje TEIIKO LPEHO3HATH MAKCUMAJIHE
njiease: OHU Cy TEeHEPUCAHW HECBOJJbUBUM TOJMHOMUMA.

Ipumep 5.17 (Koncrpykimja mosba kKommiekcanx 6pojesa). ITocmaTpajmo nosmmom X 2 4
1 € R[X] xoju je HecBOI/bHB HAJ NOJbeM peasinux Opojesa R. 36or Tora je riaBHEH uijeas
(X? 4+ 1) makcumagsan y pcreny R[X], na xomaurmaku nperer R[X]/(X? + 1) mopa 6urn
nosbe. OIpesIuMo TO TIOJbE.

JupekTHo 110 1edVHAUIN]Y KOTUIHUIKOT TPCTEHA UMaMO:

RIX]/(X? 4+ 1) = {/(X) +(X* +1) | f(X) e RIX]}
_{q X2+1 ) +r(X) + (X% +1) | ¢(X),r(X) € R[X],degr(X) < 2}
={r(X)+(X?+1) | r(X) € R[X],degr(X) < 2}
:{a+bx+<X2+1)\a,beR}
= C,

npy uemy je mocseamu usomopdusam oapehen ca a + bX + (X2 +1) — a + bi, a,b € R.
Jagie, MOXeMO IPUMETHTH 13 IPETXOAHA KOHCTPYKIHja IPECTaB/ba jedaH eKCILIMITUTAH
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HaunH J00Mjama MmoJba KOMILIEKCHUX OpojeBa o mosba peasiamx Opojesa. Ilpumverumo jorn
u 12 3a exemenT X + (X2 + 1) xoju onrosapa exementy i € C Baxn
(X+(X2+1)2 = X2+ (X2 4+ 1) = —1 + (X2 + 1) «— —1,

IIa OH 3aHCTa IIPeCTaBha (KOHKPETHO) peleme jemnaunne t2 = —1 (Kora Hema y 1oy R).

g

Bamarak 60. Ilokasaru ga je kommaamakn nperen Zz[X]/(2X3 + X + 1) jenno mosme,
ozipeanTn 6POj HErOBUX eJeMEHATA U M3PAUYyHATH MYJTHIUIHKATUBHE HHBEP3 33 X2 + 1 +
(2X3 + X + 1) y Tom mosby.

Pememe. Jla 6ucvo mokazanu ma je Zs[X]/(2X3 + X + 1) mosme, T0BOIBHO je /1 TOKAIKEMO
na je mnean (2X° + X + 1) makcumaman. IomTo je Z3 mosbe, TO ce CBOAYM HA TIOKA3UBAIHE
necosgbuBoCTH TosmrHoMa, f(X) = 2X3 + X + 1 nan Zz. Osae umanmo jeay onaxmasajyhy
okosiHOCT— TIosHOM f (X)) je crenena (majsumre) 3, ma he on 6Gurh HeCBOUbYB HaJ| Z3 aKO W
caMo akKo HeMa HyJia HaJ Zsz. 10 HUje TemKo 1a MpoBepPuMO:

fO=1,f()=2-1+1+1=1,f2)=2-22+2+1=1.

Bakmydyjemo na je momaoM f (X ) HecBoabuB Ha Zs3, Ta, je KOTMIHIIKA pered Zz[ X | /(2X 3+
X + 1) jenno noswe.
Oppesiuvo 6poj etemenara Tor nosba. 1o pedbununuju je

ZsX]/(2X° + X +1) = Zs[X]/(f(X)) = {9(X) + (f(X)) | 9(X) € Z5[X]}
= {a(X) f(X) +r(X) + {f(X)) | ¢(X),r(X) € Z3[X],degr(X) < 3}
= {r(X) + (f(X)) [ r(X) € Z3[X], degr(X) < 3}
={a+bX +cX®+ (f(X)) | a,b,c € Z3} .
3akJbydyjeMo Jia MOCMATPAHO MMoJbe uMa 3 - 3 - 3 = 27 ejieMeHaTa.
Ocraje jour ja ofpe Mo MyITHIIMKATHBHA HHBep3 3a X 2 + 14 (2X3 + X 4 1). Tlomro

je mommmoM 2X3 + X + 1 mecBoypus u He jem X2 + 1, umamo ga cy 2X2 + X +1n X2 +1
y3ajamuo upocru. 36or Tora nocroje nosunomu fi(X) u fo(X) uz Zs[X] raksu ja je

AGERX? + X +1) + fo(X)(X*+1) = 1.
[omurome f1(X) u fo(X) Hamazumo EykimaosuM aaropurMom:
2X3 4+ X +1=(X24+1)-2X +2X +1
X241=02X+1)(2X +1)+2X
2X +1=2X-1+1.
Bpahamem ma rope mobujamo:
1=2X+1-2X
1=2X+1—(X?+1-(2X +1)(2X + 1))
1=—(X?4+1)+(2X +2)(2X +1)
l=—(X?2+1)+2X +2) 2X3+ X +1-2X - (X?>+1))
1=02X+2)2X* + X +1) = (X2 + X + 1)(X? +1).
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Jobujamo f1(X) =2X +2u fo(X) = —(X?2 + X +1). Onazae je

T+ 2X3 4+ X+ 1) =2X +2)2X3 + X +1) = (X2 + X + 1)( X2+ 1)+ 2X3 + X +1)
= (X2 X+ DX+ D)+ 2X3+ X +1)
= (-(XP+X+D+ X+ X +1)) (XP+1+(2X° + X +1)).

BakspydyjemMo ja je MyaruimkaTusan uaseps3 3a X2 + 1+ (2X3 4+ X 4 1) jeanax
(X2 X+ 1)+ 2X3 4+ X +1) =2X2 42X + 24+ 2X3 + X +1).
O

Bamarak 61. Oxpemutu cBe elemenTe a € Zs3 3a Koje je KoMmaHmdKE npered Zs[ X /(X3 +
X? 4+ aX + 1) nosme.

Perteme. [locmMaTpaHun KOJMYHUYKH MPCTEH je MOBE aKO U CAMO aKO je TJIaBHU HIeAJ
(X3 + X%+ aX + 1) makcumagan. [omro je Z3 nosbe, Taj naean he 6uTn MaKCHMATAH aKO
je mommmom f(X) = X3 + X2 4+ aX + 1 mecombup Hajg Zz. COMYHO KaO y HPETXOTHOM
3aJIaTKY, JIOBOJLHO je ja Habhemo cBe BpejHOCTH 0 € Z3 3a Koje nosunoM f(X) nema Hysa
"aa Zs. Umamo:

f(0)=1 — oBo jey peny.
f(1)=3+4+a=a — oBo je paznuauro oj Hyse 3a a # 0.

f(2)=8+4+4+2a+1=2a+1 — 0BO je pa3auIuUTO O HYJE 33 a % 1.

3akJbyIyjeMo Ja MOCTOJU CAMO jeJIHA TParXKeHa BPETHOCT U TO je a = 2.

O

Bamarak 62. Vcmmrarn ma s je muean (X2 + Y2 — 1, X) npocT/MakcHMAaIaH y TPCTEHY
C[X,Y].

Pememe. Ucuurajvo kakas je kosmunuaku uperen C[X, Y] /(X2 +Y?2—1, X). 3a nouerax,
MOTITYHO AHAJOTHO Kao y 3aJaTKy 58 mMamMo Ja je

CIX,Y]/(X*+Y?-1,X)=C[Y]/(Y?-1).

3aTo ce Hallle TIOYeTHO MATATHe CBOJIN Ha HCIIHTHBATE J1a JiH je Komaamaku nperen C[Y] /(Y2 —
1) momen/mosme.

[pumeTnmo fa ¢y y Tom ipereny eqementn Y —1+(Y2—1) u Y +1+(Y?2—1) paszmuantn
on myne (1j. o (Y2 — 1)). IIpu Tome, mMaMo

YV -14+@?-1)) (Y +1+(?-1))=Y? -1+ (Y? - 1) = (Y2 - 1).

Jakae, y mpcreny C[Y]/(Y? —1) nocroje mpasu feutesbu HyJie, Tia OH HEje JOMEH, a CTOTa,
HH noJbe. 3akibyayjemo ga muean (X2 + Y2 — 1, X) npcrena C[X, Y] nuje Hu MakcnMamam,
HUTH je 1IPOCT.

O
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Jomr jesan 3HaUajan nIpuMep rVIABHOMIEAJICKOT JIOMeHa, je npcreH [aycoBux nesunx Z[i] =
{a+bi|a,beZ}yonuocy Ha oneparuje cabupaba 1 MHOKEHA KOMIUIEKCHIX OpojeBa. OBO
je takobe u jenan mpuMep eyKJIHUIACKOT jgoMena. Ha eykiaumackum momenuma je jeduHucana
T3B. eYKJIUICKA HOpMa Koja oMoryhaBa ja ce U3BpINH Jie/bembe ca ocTaTkoM. OHmIa MOXKe-
Mo m3pprmmTyu v Bykiunos ajnropuram ga Hahemo H3/ nBa esemenTa, ma oTyaa W HA3UB
eykanycku nomen. Konkperno, y Z[i] je eykuuyicka nopma gedunucana ca

N(a+bi) = a* +b% a,beZ.
Bagarak 63. Ompenura H3/[(11 + 74,18 — i) y mpcreny laycosux memux Z[i].

Pemteme. Cruposogumo EykiujioB ajaropuram Bpiiehu y3acTONHA JE/bEHA Ca OCTATKOM
CJIMYHO KA0 M y KJIACHIHOM ciydajy vasn Z. [Ipu Tome ce amropuwraMm 3aBpiiaBa Kajia CTUT-
HEMO WJIH JIO OCTATKA jeJHAKOT HYJIM WJIM OCTATKA HOpMe 1 (JIaKje 70 HEKOT OJT eJeMeHATa
+1, +3).

IIpe HEero mTo mMoOYEMO MMPBO JIe/beibe, MOPAMO 14 3HAMO KOjH je eJeMeHT Behu ja Omcemo
bera MoJiesinyin MambuM ejemenToM. To ojipeljyjemo Ha OCHOBY HOpMU

N1+ 7i) = 112 4 7% = 121 + 49 = 170
N(18 —i) = 18% + 12 = 324 + 1 = 325,

ma je 3a nare morpebe erement 18 — ¢ Behu. Cazma cBakako mMoxkemo mogesnTu 18 — i ca
1M+7yC:
18—i  (18—4)(11—7i) 191 —-137¢ 191 137

147 170 170 170 170"

3a KonmuHUK y Z[i] GupamMo oHaj eJeMeHT Koju je Hajommxku Gpojy % — %i. [Ipu Tome

je mrra Tavno 3Haun ’Hajbsmku” ospeheHo ynpaBo eykJniCKOM HOpMOM. Y mpcreny lay-
COBHX TIEJIUX KOJU TOCMATPAMO HOPMA je KBajpar (yoOMYajeHOr) eyKIMICKOT PACTOjama y
C, ma he ce mojam Hajb6sMKer MOKJAMATH CA HAIMTOM WHTYUTHBHOM mpeacTtaBoM. To 3HaqIn

Ja he KoymmaHuK y Z[i] 6uTH esleMeHT YMju je peasHu Jieo HajosmKu 1eo 6poj 6pojy %, a

MMaruHapHU Je0 6pojy —%g. Jobujamo ma je Tpaxenn koawaHMK 1 — ¢. OHpma je octarak

jeaHak

18—i— (114 7i)(1—i) =18 —i — 11+ 11i — 7i — 7 = 3i.

Jaxute, ycrmenau ¢MoO Jia TIOAETUMO €a OCTATKOM y Z[i]:
18 — i = (11 + 7i)(1 — i) + 3.

Kako mucmo jiobusin ocrarak 0, HuTH HOpMe 1, mocTymak HacTtaBbamo 3a 11 + 7i u 3i.

Nmamo:
1nm+7% 11 7 7 11,

3. 3 '3 3 3
Haj6smxm nieo 6poj 6pojy % je 2, a 6pojy —% je —4, na je kosmunuk y Z[i] jennak 2 — 4i.
Ocrarak je oHJa

114+7i—3i(2—4i) =11+ 7i —6i — 12 = —1 + .
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TlonoBo mucmo mobwsm ocratak 0, HuTy HOPME 1, TIA MOCTYMaK HACTABHAMO 34 3t u —1 + 4.
Hobwjamo:

3i 3i(-1—4) 3 3.

= = - — —i.
-1+ 2 2 2

CaJia cMO y CHTyaIWju Ja TOCTOje JIBa TOJjeIHAKO YIaJbeHa nesa 6poja 6pojy %, aTocy 1
u 2. Moxemo ce ofuryuntu 3a 6mto koju o wux. CInaHo u 323 —% MOXKeMO omabpaTn 6mT0
koju o1, 6pojea —1 u —2. Omabepumo 3a10 3a KoaUIHUX eseMeHT 1 — . OcraTak je oHja

3i—(—1+i)(1—i)=3i+1—i—i—1=i.

IIpumeTnmo ja je cajia HOpMa OCTATKa jeJIHaKa 1, IMITO 3aBpIIaBa HAIl MOCTyHaK, y3 3a-
KJby4aK

H3JI(11 + 74,18 — i) = .

ITomrro cmo nobunm ma je wuxos H3 /1 Hopwme 1, 3a enemenTe 114 7¢ u 18 — i MOXKeMO Ka3aTn
¥ J1a Cy y3ajaMHO ITPOCTH.
O

6 Ilo/pma

Hedbunnnuja 6.1. Heka cy K u F moma Ttaksa ma je I C K. Y ToMm caydajy KaxeMmo 73
je K pammpeme nossa F' u numemo F' < K wim K/F.

Kipyuna 3a usyvasame nosba he nam 6urtnu cieneha jennocrasua ocobuna: Ako je K/F
pammupeme 1mosba, oA je K BexkTOopcku mpocrop Hax F. OBa ocobuna omoryhasa ja ce
JOCTa, TeOpHje MOJba U3PA3HU jJeIHOCTABHUM jE3UKOM JuHeapHe aJjrebpe.

Hedunannnja 6.2. Crenen pamupena noka K Haa nosbem F' ce jreduHuUIe Kao JuMeH3uja
3a K mocMaTpaHOr Ka0 BEKTOPCKH TPOCTOP HAJ F,

[K : F] =dimp K.

IIperxonua aedunuimja HaM oMoryhapa ma yBeIeMO jeJHY jeIHOCTABHY KJacH(pHKa-
Mjy parmperma nosba: 3a pammpeme K/F kaxeMo na je KoHauHO (GECKOHAYHO) ako je
crenen pammpema [K : F| konauan (6eckonadan). Haname hiemo ce 6aButu camMo KOHATHAM
pPAITTIPEFHUMA TIOTA.

[TocmaTpajmo cafia HEKO KOHAYHO parumpese mosba K /F 1 youuMo mpou3BOJLHHA €JIEMEHT
a € K. Jlepununmremo mBa moackyma o K:

Fla] = {f(a) | f(X) € F[X]}

[ fla) )
Pl = {281 700,00x) € FiXLgta) 20}

Baxwu na je Fa] komyrarusau nperen ca jeauuaunoM u F(a) mosbe.
Bagarak 64. ITocmarpajvo gomen nemux Q[v/2).

a) Ilokaszarm ma je Q[v2] = {a +bv/2 | a,b € Q}.
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6) Tlokazatn ma je Q[v/2] nome.

B) OnpemuTu crenen pammpemsa [Q[v/2] : Q).
Pememe. a) [lo gedununuju je Q[v2] = {f(v2) | f € Q[X]}. Onatue je jacuo xa je

Q2] 2 {a+bv2|a,be Q},

1a je cBe mTo Tpeba /3 ToKasKeMo JIpyra HHKJIy3uja. Younmo nmpoussosho z € Q[v/2]. Tana
nocroju mommuoM f(X) € Q[X] Takas ma je z = f(v/2). Kama pacmmmemo

fX)=an X"+ an 1 X"+ + a1 X +ag, a; €Q,a, #0

nobujamo 1a je

2= an(V2)" + an_1(V2)" 7+ 4 a1 (V2) + ao.

T'pymummyhu winanose ca mapaum magekcnma 0 < ¢ < n, Ka0 ¥ OHE Ca HETAPHUM J00MjaMO
z = (ao 4 2a + 4ag +...) + V2(a1 + 2a3 + 4as + . ..).

Kako cy cBu 6pojeBu a; panuoHaJIHN, TAKBHU Cy U OpojeBu ag + 2as + 4a4 + ... 1 a1 + 2a3 +
4as + ..., 14 MOYXKEMO 3aTHUCATH

z=a+b/2,

e cy a,b € Q. Ha rtaj mauun mobujamo na z € {a + bv/2 | a,b € Q}, uume je noxkazana u
MHKJIy3Uuja

Q[V2] C {a+bvV2]|a,be Q},

a THUME W 3aBPIIEH IIPBU 0.

6) Iomrro 3mamo 1a je Q[v/2] moMen neux, jxa 61 cMO HOKA3aTH JIa je T0Jbe, CBe MITO Tpeba
Jla TIOKasKeMo je Jia 3a csako menyna z € Q[v/2] mocroju mynrunmkarusin useps. 36or
Jleia a) MoxKeMo HpousBosbHO 2z € Q[v/2], 2z # 0 3amucaru y obmuky z = a + bv/2 3a Heke
a,b € Q, a® +b? # 0. Oxaxe je

27l = 71

a+bv2

a— b2

a? — 2b2
a —b

2
a? — 2b2 +a2—2b2\f

. . —b
HomTo cy Gpojesw a w b parmonassu, Takeu cy u 6pojesn A = % n B = 5 (un

HapaBHO, a’ — 2b® He Moxe 6uTH jeqHako Hymu 360r a’ + b% # 0). akspydyjemo 1a je
z'=A+BV2, A,BeQ,

urro 3Haum ga 2z~ '+ € Q[v2]. Tuwme je nokazano sa je Q[v/2] mome.
B) U3 gena a) umanmo ga ckyn {1,v/2} remepume Q[v/2] max momem Q. AKo mokazkemo 1a
je Taj ckyn smneapno nesasucan naj Q, sobuhiemo ja umnu jegny 6a3y sa Q[v2] nan Q, na

crenu ma je [Q[v2] : Q] = 2.
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IIpermocraBumo fa mocToje parmonaHu OPOjeBU €] W Cy TAKBHU A j€
c1 + 02\/5 = 0.

AKko je 6mi10 Koju oI €1 U Co jeAHAK HYJIH, OHJIa TAKaB MOpa OUTH M JADPYIH, I8 MOXKEMO
CMaTpaTH Ja Cy TH OpojeBU pa3awduTH ol mHyse. Tako mobujamo ma je

\/52_6716@7
C2

a 1O je komrpajmukimja. Jlakie, mopa 6urm ¢; = ¢ = 0, mro 3maum ga je ckyn {1,v/2}
smeEeapro HezapucaH Ham Q. Onarie 3aK/bydyjeMO B TPaXKeHO

[QIV2]: Q=2
0

Hedununuja 6.3. Heka je K/F pamupeme noma. Enemenr a € K ce Hasusa asnrebap-
ckuMm Hagi F' ako anymmpa 6apem jeman monwaoM f(X) € F[X]. Y cynpoTHOM ce a HA3HBa
TPAHCIEH/IEHTHIM.

IIpumep 6.4. Exement v/5 € R je anrebapcekn ma Q 3aT0 mTo any/mpa moauHOM X2 —5 €
Q[X]. Camamo je u i € C anrebapcku man Q momro amysmmpa nommmom X2 + 1 € Q[X].

ITpumep 6.5. Peannu 6pojeBu e u m cy TpancrenjaentTan Hag Q (0Bo je Maso Texe JI0Ka-
3aTH).

Bagarak 65. Heka je K/F pammupeme mojba u a € K TpaHCIEHJIEHTAH eJeMeHT Ha F.
[MokazaTu sa Tana Fla] auje noswe.

Pewmeme. IIpermocrasumo cynpoTHo, Heka je Fla] mosme. Tama, crmenmjasiHo, 3a eJeMeHT
a € Fla) mocroju mMyarumymkaTueHn wHBep3, a - = f(a), e je f(X) € F[X]. Onarne je
ouma 1 = af(a), omnocuo af(a) — 1 = 0. Jdobujamo ma a amymupa moauaom X f(X) — 1 €
F[X], mro je KOHTpaJMKIMja ca YUHEHUIIOM /I3 je a TPaHCIeHaeHTan Ha | nojbeM F. Jlakue,
nemoryhe je ma Fla] Gyme nome.

O

Tephemwe 6.6. Heka je K/F pamupeme mosba u a € K anrebapcku esement nan F. Tama
HOCTOj! jeTMHCTBEHN TOJHHOM [iq p(X) € F[X] Takap ma je:

® Ha,F (X)#0
® lg F (a> =0
® /i, (X) je MOHHYAH U HECBOJIJBHUB HaJ, IOJbeM [
[MosmuuoM pig p(X) ce HA3MBA MEHUMAJIHUM MOJIMHOMOM €JEMEHTa ¢ HaJl nojbeM F.

Tephewe 6.7. Heka je K/F pamupeme moba a € K anrebapcku esemMenT Has F, quju je
muHMMasHK 1oJuHOM crenena n € N. Taga je Fla] konauno pammperse nosba F crenena n
u {1,a,a% ...,a" '} je jenna 6aza za Fla] mam F.
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Bamarak 66. Jokazaru ja je Q[v/2] nosme, ojpe/ Ty cTENeHa PAIIMPEHHa, [@Wﬁ] : Q} u
nahu jenmy 6asy 3a Q[v/2] max Q.

Pememe. IIpumerumo ja /2 anymmpa f(X) = X® — 2 € Q[X]. 3aro je v/2 anrebapcku
enement maj Q, ma je Q[/2] nome. Jdomarno, myne nomnoma f(X) (max nomem C) cy v/2,
eV/2 m £23/2, ae je e = €2™/3. Bakmyuyjemo ma f(X) Hema myma max Q, ma je HecBOIBUB
HaJ, THM TIoJbeM (momTo je crenena < 3). Taj moawmHOM je M MOHMYAH, 1A TIPEJICTABIHA
MIHUMAJTHA TIOJTHHOM 32 v/2 naj Q. 3arto je

QI1V2): Q| = deg £(X) = 3
u {1, V2, V4} je jenna 6aza 3a Q[v/2] naz Q.
g

3amarak 67. /lokazatu ja je peasan 6poj a = V3 + V13 anrebapcku Hagm mosbem Q.

Barum mahu jeany 6a3y 3a K = Qo] vag Q w uzpasuTu ejgeMeHT %—&-2 y nobujeroj 6a3u.

Pememe. /lupektan padyH mokasyje 13 BaXu

o’ =3+V13
o’ —3=+13
at —6a%+9=13

at—6a®—4=0.

Jaxkmne, o anymmpa nommaoM f(X) = X4 — 6X? — 4 € Q[X], na je anrre6apcKm eJeMeHT HaJL
nomem Q.

Hokaxumo caga ga je f(X) muaumasan nonwaoMm 3a o Has Q. Kako je Taj mosmaOoM
MOHHUYAH, CBe TITO Tpeba Jia moKaxkeMo je fa je Hecpogbue Hat nmojbem Q. IIpermocraBumo
cynpoTHo, Heka je f(z) compu Hag Q. Tama mocroje mommuomu g(X) u h(X) ca pamnuo-
HAJHUM KOeDUINjeHTUMA TAKBHU 13 je

npu gemy je 1 < degg,degh < 3. To 3maum g3 WMaMO CaMO [IBE CYIITUHCKA PABIATUTE
moryhnocTu:
degg=1,degh =3 nnu degg=2,degh = 2.

[Tpea moryhuoct onmax ornaja, jep umiumnupa jga noauaoM f(X) uMa panuoHasne HyJe,
nrro muje tagno (Hyse nosmuoma f(X) cy £/ 3 £ v/13). 3aro, ucnurajmo apyry moryhinocr.
Iomro je mommuom f(X) MOHMYAH, MOXKEMO CMATDATH Ja Cy TakBu u mojauaomu ¢(X) u
h(X). Kaga sanumemo g(X) = X2 +aX +bu h(X) = X2 +cX +d, rae cy a,b,c,d € Q
Ja00mjamMo

F(X) = (X?+aX +b)(X*+cX +d)

Xt —6X?*—4=X"+(a+ )X+ (b+d+ac)X? + (ad + be) X + bd.
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Tlocnemma jemanaawmna omoryhasa ma koedwurmjente a, b, ¢ m d u3pa3mmo Kao perremna CUCTe-
Ma

a+c=0
b+d+ ac=—6
ad+bc=10
bd = —4.

W3 npse jegHadnHe IMaMoO ¢ = —a, OJaKJe 3amenoM y Tpehy jemmaawmny mobujamo
a(d —b) = 0.

Opasne mobujamo asa caydaja a = 0 mwm b = d.
Axo je a =0, ouna je u ¢ = 0, a IOYETHU CUCTEM C€ CBOJM HA

b+d=—6
bd = —4.

Nzpaxasamem d = —6 — b g06ujamMo KBaJIpaTHy jeaHAUNHY
b(—6 —b) = —4 ommocuo b* 4+ 6b—4 = 0.

OBa jeiHaunHA HEMA PAIMOHAJIHUX PEIIema, IITO y3 yCJoB 1a je b € Q 1aje KOHTpa MKy .
HaxkJge, oBaj ciay4daj je Hemoryh.

[IpernocraBumo cajsia na je b = d. Onja geTBpTa jejiHAYMHA II0JIA3HOT CUCTEMA Jiaje
b? = —4, mTo oaMax jaje KOHTAMUKIH]y, momTo je b € Q. Ha taj maunn oaMax oadairyjeMo
7 0Baj CJIy4aj.

Baksmyuayjemo Ja je mosmaoMm f(X) Heco/ybuB Has Q, ma je 1 MUHHMAJIAH MOJTHHOM 32
o wag Q. 36or Tora je {1,a,a? a3} jenma 6aza 3a K = Q[a] nan Q, a taxohe mobmjamo w
[K : Q] = 4.

Ocradio je joIn ja U3pasuMo eJeMeHT —— y no6ujenoj 6asu. JIpyruM pedrMa, OHO IITO

a+2
TpakuMO cy parnuonanu 6pojesu A, B,C u D TakBu 1a je

1

= A+ Ba+ Co? + Daod.
a+2

MHoxkemeM IpeTxomHe jJeTHAKOCTH ¢a « + 2 mobujaMo

Ala +2) 4+ Bala +2) + Ca?(a+2) + Da(a+2) =1
Ao+ 2A + Ba? + 2Ba + Ca?® +2Ca? + Da* + 2Da® = 1
Aa +2A+ Ba® + 2Ba + Ca® + 2Ca* + Da* +2Da® — 1 =0 (14)

[Mpumernvo je jemmakoct (14) pacmmcama y oamocy Ha ckym {1, a,a?, o ot} koju muje

JIMHEAPHO HE3aBHCAH, I1a He MOXKEMO OJMaX TBPIUTH Ja Cy oArosapajyhu Koeduinujenrn y3
1, o, a2, o2, a* jemmakn mymu. Taj mpobiem permasamo spahajyhin ce HA MEHEMATHY TOITHOM
f(X) = X*-6X2—4. [lomTo je f(a) =0, cieau a je ucnymeno ot — 602 —4 = 0, omaxie
no6ujamo moTpebEE m3pas 3a o,

ot = 6a? + 4.
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Bpahamewm y jemmakocr (14) mobujamo

Aa +2A + Ba? +2Ba + Ca® +2Ca? + D(6a® +4) +2Da® —1 =0
(2A4+4D —1) + (A+2B)a + (B +2C +6D)a* + (C + 2D)a® = 0.

2

Cama, momro ckyn {1, a, a? a3} jecre smueapHo He3aBHCAH, MOXKEMO TOCIEIbY jeTHAKOCT

3aMCHUTHU CKBUBAJICHTHUM CHUCTEMOM JIMHECAPHUX je,[[‘Ha,‘{I/IHa

2A+4D—-1=0

A+2B=0

B+2C+6D =0

C+2D=0.
Pemasamwem oBor cucrema nobujamo A = %, B = —é, C= —% ubD = 11—2 Jakje, Tpaxenu
A3pas je

1 1 1 15, 1 4
=-——-a— o+ —«
a+1l 3 6 6 12

OJ

Bagarak 68. Heka je o = /2 + /5. Jlokazaru na je o anrebapcku esement may Q,
mahu f1, (X), crenen pammpema [Qla] : Q]] u onpenuru jenmy 6a3y 3a Qo] nax Q. arum
U3Pa3UTHU €JIEMEHT ﬁ y nobujenoj 6a3u.

Pemtemme. Canuno Ka0 y TPETXOTHOM 33IATKY, IPBO UMAMO

o =7+ 2V10

o —7=2V10

ot — 14a% + 49 = 40
ot —140® +9=0.

Baksbyuyjemo sia o amysnupa nosmnom f(X) = X* — 14X2% + 9 € Q[X], na je anrebapckn
esqeMeHnT Hax mobeM Q.

Cana nokazyjemo ga je f(X) muaumasnnu nmosmuom 3a « vag Q. Kako je taj nosmuom
MOHUYAH, CBe TITO Tpeba Ja MoKaxkeMo je 1a je Hecroiybue Hat mojbem Q. IIpermocraBumo
cynpoTHo, Heka je f(z) combus Hag Q. Tama mocroje mommuomu g(X) u h(X) ca pamnumo-
HaJHUM KOeDUIHjeHTUMa TAKBU 13 je

npu uemy je 1 < degg,degh < 3. To 3maum ma uMaMo caMo JiBe CYIMITHHCKHU PA3TUIATE
moryhuocTu:
degg=1,degh =3 wmm degg =2,degh = 2.

[Tpsa mMoryhuocT oamax ornaja, jep uMmmmmimpa jga noauaom f(X) uma panuponaside Hyse,
o ruje tagno (myse nommuoma, f(X) cy £(v/2+4/5)). 3aro, ucnmrajmo apyry moryhuocr.
Iomro je mommuom f(X) MOHMYAH, MOXKEMO CMATDATH Jia Cy TakBu u mojuaomu ¢(X) u
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h(X). Kaga zamamenmo ¢(X) = X2 +aX +bu h(X) = X? +cX +d, rne ¢y a,b,c,d € Q
J001jaMo

f(X)=(X?*+aX +b)(X*+cX +d)
X*—UX?+9=X"+(a+)X>+ (b+d+ac)X* + (ad + be) X + bd.

Ilocnemma jennaamna omoryhasa ga koedurmjente a, b, ¢ 1 d ©3pasuMO Kao pelrerha, CHCTe-

Ma,
a+c=0
b+d+ac=—-14
ad+bc=0
bd = 9.
W3 mpBe jemnaumne mMaMo ¢ = —a, OJaKJe 3aMeHOM y Tpehy jemmnaduny mo0mjaMo
a(d —b) =0.

Opnasne mobujamo jBa ciay4daja a = 0 uau b = d.
Axko je a =0, ouyia je u ¢ = 0, a TOYETHH CUCTEM CE CBOJU HA

b+d=-14
bd =9.
MNapaxasamwem d = —14 — b nobujamo kBajpaTHy jeHAUNHY

b(—14 —b) =9 omuocuo b> +14b+ 9 = 0.

OBa jenHavunta HeMa, PAIHOHAJHIX PEIleha, IITO y3 yCIoB 13 je b € (Q maje KOHTpa uKIInjy.
Haxkite, oBaj cayuaj je memoryh.

[IpermocraBumo cana ma je b = d. OHma geTBpTa jeJHAYMHA TOJIA3HOT CHCTEMA Jaje
b2 =9, onakie je b = £3. JIpyra jeapadnna HOJA3HOT CUCTEMA OHJIA IOCTAje

a®>+6=14.

Opnasge je a®> = 20 wmm a®> = 8. Hu jegma on mobujennx moryhnoctn me momymra a € Q,
mro je kourpaaukimja. Ha taj naunn ogbaryjemMo n oBaj ciiy4aj.

Bakspyayjemo ja je nmosmuom f(X) HecsojybuB Hay Q, na je © MUHMMAJIAH MOJUHOM 32
a mag Q. 36or Tora je {1,a,a? a3} jemna 6asa 3a K = Q[a] nan Q, a takohe mobmjamo u
(K : Q] = 4.

OcraJio je jorir jia U3pa3vMo eJIeMeHT ﬁ y nmobujenoj 6asu. Tpeba ma mHahemo parmo-
najiHe 6pojese A, B, C' u D makse ma je

1
a—1

= A+ Ba+ Cao? + Da?.
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Muoxemem mpeTxomme jeqHakocTu ca o — 1 gobujamo

Ala — 1)+ Bafa — 1)+ Ca*(a—1) + Da’*(a— 1) = 1

Ao — A+ Ba? — Ba+Ca® —Ca? + Da* — Da? =1
Ao — A+ Ba? — Ba+ Ca® — Ca? + Da* — Da® — 1 =0. (15)
CamdHO Ka0 y MPEeTXOIHOM 33JaTKy, Bpaliamo ce ma mummmasmn nommaom f(X) = X4 —
14X? + 9 3a o ja pemmmMo HpobieM UHME-eHAIE Ja je jemnakocT (15) pacmmcana y ogHOCY

2 a3, o} koju Huje sumeapno mezasucan . Homrro je f(a) = 0, caeqm xa je
ucnymweno ot — 1402 + 9 = 0, ogakye nobujamo m3pas 3a o,

Ha ckyn {1, a, «

at = 1402 — 9.
Bpahamwewm y jegnaxoct (15) pobujamo

Aa — A+ Ba? — Ba+Ca® — Ca®> + D(140*> = 9) — Da® —1=0
(~A—9D — 1)+ (A—B)a+ (B - C+14D)a? + (C — D)a® = 0.

Momrro ckym {1, a, o, a3} jecte mureapHo He3aBUCAH, MOKEMO TOCIEIY jeTHAKOCT 3aMe-
HUATH €KBUBAJEHTHUM CUCTEMOM JIMHEAPHUX j€THATUHA

—A-9D—-1=0

A-B=0

B-C+14D =0

C—-D=0.
PemasamemM oBoT cucrema qobujamo A = —%, B = —%, C= % ubD = %. axkite, Tpakenn
n3pas je

1 13 13 1, n 1 4
a—1 4 4 4 4

O

Tepheme 6.8 (laycora nema). Heka je f(X) € Z[X]. Taga je f(X) necBombus nan Q ako
7 CaMO aKO je HECBOJJbUB HAJ Z.

Tepheme 6.9 (Ajsenmmrajnos kpurepujym). Heka je f(X) = apn X" + ap 1 XV 4+ -+ +
a1 X + ap € Z[X]. Ako nocroju npoct 6poj p Takas Ja:

e p|ag,al,...,an-1
e ptan
i PQ f ao,
ouza je f(X) necsomspus Han Z (a tume u Hag Q 360r Taycose neme).

IIpumep 6.10. Ilosunom X™ —2 je mecsomypus nan Q 3a cee n € N upema Aj3eHINTajHOBOM
KPUTEPHUjyMy HPUMEHEHOM 34 P = 2.

O
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Bamarak 69. Heka je 6 jenma mymna mommmoma f(X) = X7 4+3X° +18X4 -33X24+6X -3 ¢
Z[X]. Onpenurn crenen pammpena [Q[f] : Q] u nahnu jexny 6azy 3a Q[f] max Q.

Pememe. Ilpumernmvo ga je nomuaom f(X) mecBoggbus mHan Q mpema AjseHmrajHOBOM
Kpurepujymy npumemeHoMm 3a p = 3. Kako je f(X) monmuan u f(6) = 0 3aksmydyjemo

Jia je muHuMasiHu nosmHoM 3a 6 nag Q. 36or rora je [Q[F] : Q] = deg f(X) = 7 u ckynu
{1, 0,0%. .. ,06} npejicraBba jenny 6a3y 3a Q] nan Q.
U

Hedununuja 6.11. Heka je K/F pammupeme nosba un a,b € K anrebapcku ejieMeHTH Hag
F. ledunumemo
Fla,b] = Fla][b] < K.

CnmaHo, 33 CBaKHX N anrebapCKuX JIEMEHATa A1, A2, - . . , Ay, JEQUHUIIEMO WHIYKTUBHO
Flay,as,...,a,] = Flai,a9,...,ap-1][ay].

Tephewme 6.12. Heka je F' < E < K jamal; KOHAYHAX pammupema. 1amga je m panmpemne
K/F KOHAYHO W BaxKu

[K:F]=[K:FE]E:F)|.

Ipermsnnje, ako je {a; | 1 <i < m} 6aza 3a K wag Eu {b; | 1 < j <n} 6a3a3za F max F,
ouga je {a;b;j | 1 <i<m,1<j<n} 6asa3sa K naxg F.

3agarak 70. ITocmarpajmo mome K = Q[v/3,1].
a) Hahu o € C Takso ja je K = Q[a].
6) Onpenuru crenen pammpema [K : Q] u nahu jenny 6azy 3a K uajg Q.

Pememe. a) Oznaunmvo a = /3 + i. Tama je a € K kao 36up asa emementa u3 K, ma
umamo 13 je Q[a] C K. Jlokaxkumo jorn obparHy WHKIy3Hujy. Ilpumerumo npso ma je:

1 1 V3—i 1 .
a:\/g—i—i: 341 :1(\/5_@)6@[04]-

Onpau 4-1(vV3—i) = V3—i € Q[o]. Konauno, onamie u v3 = 5 (V3+i+ 3 —1i) € Qla],
nauwi=+3+i—+3 € Qa]. Harne, V3,i € Q[a], 360r wera je K = Q[v/3,i] C Qlal.
TIpema Tome, mobusm cMo Tparkeny oOpaTHY WHKIIY3Hjy, IITO OMOTYhaBa 71a 3aKJbyITUMO 13,
je K = Qla].

6) 13 umza mehypamupema Q < Q[\/g] < K mmamo j1a je

Crenen pammpema [Q[v/3] : Q] je jemnax cremeny MIHAMATHOT TIOJHHOMA, [ v3.0(X) 3a

V3 man Q. Kako je v/3 Hysa MOHHYHOr mosmHOMa X 2 — 3 € Q[X], HecBOJIBUBOT HA OCHOBY
Aj3enInTajHOBOr KPHTEPHjyMa IPAMEEHOT 32 p = 3, 3aKIbyayjemo 1a je p 3 o(X) = X 2_3.
360t Tora je [Q[vV3] : Q] = 2, a mobujamo ma je m {1,v/3} jemma 6aza za Q[v/3] mam Q.
Cmmano, kako je K = Q[vV3][i], crenen pammpema [K : Q[v/3]] je jemmak crenemy
MUHUMAJIHOT IOJIMHOMA, [1; oy, /3(X) 38 1 HAz Q[v/3]. TIpumeTnmo g i aHYIUPA TIOJHHOM
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X241 € Q[vV3][X]. 360r Tora je deg 11; (/3 (X) € {1,2}. Ako Ou Guno deg p; o, /5(X) = 1,
onyia 6u ceamio xa i € Q[v/3]. Mehyrum, y nomy Q[v/3] ce Hanase camo peansnu 6pojesu, ma
je ro memoryhe. Baxsmyyjemo na je deg i, o /3 (X) = 2 u nperuznwmje p, QW3 (X) = X2+1,
nomTo je mommHoM X 2 + 1 monmgan. 36or Tora je [K : Q[V3]] =2 u {1,i} je jenma 6aza 3a
K wnan Q[V3)].

Konauno, gobujamo ma je [K : Q] = 2-2 = 4, kao u ga je {1,v/3,4,iv/3} jenna 6aza 3a
K nan Q.
O

Kopencko nospe

Heka je F nose u f(X) noswmnom ca koedunpmjentuma y F'. ITpernocrasumo ma f(X) uma
CBE HYJI€C 41,02, . . ., 0y ¥ HEKOM pammpewny K noma F. Kopencko nosme mosmHoMa, f(X) Ham
nosem F je Flay,ag,. .., ap).

IIpumep 6.13. Hyne momuaoma f(X) = X 3‘— 2 € Q[X] mas mosbeM KOMILIEKCHUX OpojeBa
C cy jenmake v/2,ev/2 u e2/2, rye je € = e Baro je kopeHcko nosbe nosmuoMa f (X)) Hagy
Q jemmako Q [V/2,eV/2,£2V/2] = Q[V/2,¢].

O

Bagarak 71. Hahu 6poj o € C rakae ja je xopencko nosbe K mosmuoma f(X) mag Q
jemnako Qo] axko je:

a) f(X)=X*-6X%+4.

6) f(X)=X*+X3 - X2 -2X —2.

Pewmeme. a) Oapeaumo cBa periemha jeTHATHHEe z* — 622 +4 = 0 HaJ HOJBEM KOMILIEKCHUX
6pojesa C. Ypohemenm cmene 12 = ¢ ona ce cBOAM Ha KBaJpaTHy jeanaunny t2 — 6t + 4 = 0.
Ibena pemema cy t1 = 3 4+ /5 1 to = 3 — /5. 3aT0 Cy pelema oIa3He jeHATHHe

xlz\/3+\f5, acng\/SJr\/g, :ng\/?)f\/g, 56‘4:*\/37\/5.

ITpema Tome, Baxu K = Q[x1, x2, x3,24] = Q {\/3 + /5, V3 - \/5} IMpumernmo jorn aa je

¢3+\/5-J3_\/5:m22,

a BaxKu 3—\/5:\/;7.360rTorajeK:Q[ 3+\/5}.

6) OapeaumMo CBa pemema jeHauanHe 2t + 23 — 2% — 22 — 2 = 0 HaJ HOJBEM KOMILJIEKCHHX
6pojeea C. Y Ty cBpXy MMaMO

e @ —-2)—(2° -2 —4=0

(2 = 2)(a® +2) +x(2®> —2)— (22 —2)=0

(22 =2)(@? +24+2—-1)=0

(22 =2)(a* +2x+1)=0, mjea® —2=0 wm 2> +z+1=0.
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Bak/bydyjemMo sa Cy pelrema Halle jegHadmue T = \/2, To = —/2, o3 = —% + z@ u
Ty = —% — i@, npu demy je xzzrg = 1. 360r Tora je
IVE] :
K:Q[$1,x2,$3,x4] :Q [\/57_2_‘_7/2 :Q |:\/§)Z\/§:| .

Osnaummo o = /2 + iv/3. Opmax umamo jga o € K, na saxu Q[a] C K. Ca apyre crpane,

e s (),

Oparze je V2 —iv3 = 2 € Q[a]. Jame onna u
Va= (Vi+ivB+va-iv3) e Qlal,

Kao u .
i3 =5 (V2+iV3 - (V2-iV3)) € Qlal.

Hakre, v2,iv3 € Q[a], ma je K C Q[a]. Bakmyuyjemo ma je K = Qo] 3a a = v/2 + iy/3.

O

7 Ilpumep mmcMeHOT HCINUTA ca peliembuMa

1. a) TTokazaTu na je ca
a- (ur,ug,uz) = (u1,au; + ug, a’uy + 2aus + us), a € Z,(ui,uz,u3) € R3

JedbuHRCAHO jemHo aejcTso rpyne (Z,+) Ha ckym R,
6) Onpenmru opbure 3a (1,0,0) n (0,0,3) npu oBOM AejcTBY.

Pememe. a) 3a mpomssosbue a,b € Z u (ug, uz, u3) € R? mvmamo:

0'(“1)”27“3) = (U1,0'U1+’U,2,02'U1+2'0'U2+U3) = (Ul,UQ,Ug)

a- (b (u1,u2,us)) = a- (uy,buy + usg, b2uy + 2bus + us)

(

(u1, (@ + b)uy + ug, a’uy + 2abuy + 2aus + b>uy + 2bus + us)
= (u1, (a + b)us + ug, (a® 4 2ab + b*)uy + 2(a + b)ug + u3)

(

(

OBuM CMO TIOKA3aJIX Ja - jecTe JejCTBO.
6) Tlo pedvanumjn je
0(1,0,0) = {CL : (17070) ’ ac Z}
={(l,a-1+0,a®-1+2a-0+0) | a€Z}
= {(1,a,0®) |a € Z}.
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CanvHO HAJIA3UMO U 13, je
Ow,0,3 =1a-(0,0,3) |a € Z}

{
{(0,a-0+0,a*> 0+2a-0+3)|acZ}
{(0,0,3) | a € Z},

—

—

OITO 3aBplllaBa 3aJaTaK.

d

2. Heka je G rpyna pema 2552.
a) Jdokazaru na G uma HOpMasHy nmoarpymy pega 11 wim pema 29.
6) Hdokazaru na G uma nogarpyny pega 11 -29. Ha sn ona mopa 6urn nukianana?

Pewmeme. a) U3 Tpelie reopeme CusoBa umamo:

s =1 (mod 11)} e € {1,232)

S11 ‘ 232

s99 =1 (mod 29)}

— € {1,88}.
S99 ‘ 88 529 { }

Hokaxxumo ga Mopa 6utu s11 = 1 mwim Sgg = 1. Y cymporHOM je s117 = 232 m S99 = 88.
Osnaunmo ca H; cse Si; noarpyne n ca K; cse Sag moprpyne ox G. Tana je |H;| = 11 u
|K;| = 29. Vimamo u cirenehie:

e HiNKj=(e)3acseinj
Baxwu na je H; N K; noarpyna ox, H; n K, na na ocroBy Jlarpankese Teopeme cjeu

|H; O K| | | Hil, | K] i [Hi 0 K| [ 11,29,
Kako cy 6pojesu 11 u 29 yzajamuo npocru, creau |H; N Kj| =1 1j. H; N K; = (e).

e HiNH; =K;NK;=(e)3acneiFj
Baxmu na je H;NH; noarpyna u on H; n ox H;. Kako cy H; uw H; obe pena 11, muxose
jesmme moArpye cy TpuBHMjaJHa moArpyna (e) u oune came. Iomro je H; # H;, apyro
je memoryhe, ma crenu H; N Hj = (e). Ilornyno camano pamuvo u 3a K; N K.

Ozmaummo ca S ckyn esemenaTa u3 (G Koju ce HaJiaze y HeKOj of norpyna H; wim K;. Tana
je S C G, naumamo |S| < |G|. Ca npyre crpasne, nomro ce cse noarpyne H; n K; mehyco6Ho
CeKy TPHUBH]jAJIHO, JI00OHjaMO 113, je

|8| = 811(11 — 1) +829(29 - 1) +1
=232-10+88-28 +1
— 4785 > |G.

Hobujena KoHTpaIuKI@ja MOKasyje 1a je s11 = 1 mwim sg9 = 1. To ynpapo 3uaun ga je 6apem
jemna ox S11 mim Sog OATpPYIA jeMHCTBEHA, a TuMe W HOpMasHa y G. Kako cy one pema
11 mm 29, nobujamo TparxkeHo TBpheme.

64



6) Yoummo casa npoussosbHy (hukcupany S noarpyny H u Seg moarpymy K ox G. Tana
je |H| =11 u |K| = 29, a u3 mena a) 3HaMo fa je 6GapeM jeqHa of] BbUX HOpMaJHa y G, Kao
u jaje |[HN K| =1.36or tora je HK < G n

|H||K|  11-29

HK| = =
| | |H N K| 1

=11-29.

Haxne, H K upencrasiba Tpaxkeny noarpyity. Ilomro cy 11 u 29 pasmauuuru npoctu 6pojeBu

raksu Ja 11129 — 1, 3akspyuyjemo ja ona jecre nukinmvna (Ha ocHoBy 3agarka 30).
O

3. ITocmaTpajmo ckyu
a
S = {g € Q| H3/I(a,b) = 1, 5+b}.

a) Jdokazaru fa je S KOMyTATHBHE MIPCTEH Ca jeJMHUIIOM y OJHOCY Ha omeparmje cabupamba
¥ MHOXKEHa PAIMOHAJIHUX OpPOjeBa.
6) UctouraTu ga s je S JOMEH, OJHOCHO MOJBE.

Pememe. a) Younmo npousso/bua apa ejementa 3 u 5 u3 S. Tana snamo ga 51 b, d, xao u

a ¢ ad+be

b d  bd
Bpojunan ad + bec u nmennnan bd nobujenor 36upa ne mopajy buru ysajamuo npoctu. Me-
hyrum, kako 51 b, d, Baxu ja u 5 1 bd, 1rto 3HaYM 1A HA MOCTIe eBeHTya Hor cKpahupBama y
PA3IOMKY % VIMEHHUJIAT, He MoxKe Ouru jiesbus ca 5. Oparie cieqm jqa ¢ + 5 € S, uume
CMO TIOKA3aJIu J1a je cabmparme parmoHaJTHuX OpojeBa KOPEKTHO J1epMHUCAHA, Oepalnja Ha

S.

W3 mornyHo nctux passiora, moIiTo je

MMaMO 13, je ¥ MHOXKeme PAIMOHAJHUX OpojeBa KOPEKTHO JedbuHMCcaHa omepalija Ha, .S.
IlosnaTo HaM je ma cabupame W MHOXKEhe PANUOHAJHHX OpojeBa UHHE jeJaH KOMYTa-
THBHU TIPCTEH Ca, jeUHUIOM Ha CKyTy pamuoHajaux bpojesa Q. Kao mrro cmo Beh Bumen,
Te JIBe ONEpAIje KOPEKTHO Cy JieUHUCAHE HA CKYIYy S, IITO y3 OUYUIJIETHY UUEHEHUILY A
0,1 € S omoryhasa ma 3ak/mbyaumMo 12 je u S KOMYyTATUBHU TIPCTEH €A, jemHUIIOM (y OJHOCY
Ha omepanyje cabuparma U MHOKEHA, PAIMOHAJHAX OpojeBa).
6) Oamax MOXKEMO 3aKk/byIuTH Ja S jecte gomen. Paszjor Tome je mro 6u mocTojame mpaBux
JeIuTeha HyJie ¥y S ofiMax MMILIUITUPAJIO U TIO0CTOjarhe NMpaBux Jejmrespa Hyle y Q, a To
nuje moryhe, jep je Q noswe (y ompocy Ha ouepanuje cabupamba U MHOXKEHA, PAIMOHATHUX
6pojera Koje mocMaTpamo).
Ca jpyre crpane, S HHUje TOJbe, jep y BEMy TOCTOje HEHYJIA €JIEMEHTH KOJU HEMAjy
MYJITUILIAKATUBHA WHBEP3. [Ipumep jeHOr TAKBOT €JIEMEHTA je %, 300T 9UHEHUTIE 1A % ¢ S.

g

4. Oppenurn H3/ (11 — 144,19 + 7i) y upcreny Faycosux nesux Z[i].
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Pememe. 3a moderak mMaMo Jia Cy HOPME TTOCMATPAHUX €JIEMEHATa PEeIOM:

N(11 — 147) = 11% + 142 = 121 4 196 = 317
N(19 + 7i) = 19 + 7% = 361 + 49 = 410.

3akspyayjemo 1a je 19 + 7i Behe nHopme, na hemo ra nogesmtu 6pojem 11 — 147 y C:

1947 _ (19+7)(11+14) _111+343i _ 111 343,
— = = — —1.
11— 14 317 317 317 ' 317

111

Komuunuk y Z[i] he 6uru enement uuju je peannu jeo Hajbmuxu 1eo 6poj 6pojy si7,

MMarnHaApHU J1e0 O6pojy %, mro je 0+ 14 =14. Onga je ocraTak jeHak

a

19+ 7i —i(11 — 14i) = 19+ 7i — 11i — 14 = 5 — 4i.

Kako nucmo j1obumim ocrarak 0, Hutu HOpMeE 1, mocTymak HacTtaB/bamo 3a 11 — 44 u 5 — 4.

Nmamo:
11 — 44 (11 — 44)(5 + 44) T +24 71 24

5_4i 11 a1 ot

Haj6smmxm neo 6poj 6pojy % je 2, a 6pojy % je 1, na je xoswunuk y Z[i] jennak 2 + i.
Ocrarak je oHJia

11— 4i— (5—4i)(2+4) =11 —4i +3i — 14 = —3 —i.

TlonoBo mmemo mobusam ocrarak 0, HuTH HOpMe 1, mMa MOCTYMAK HACTAB/HAMO 33 D — 47 u
—3 — 4. Hobujamo:

5—4i  (5—4i)(=344) —11417 11 17

— = =—— 4 —1i.
-3 —1 10 10 10 + 10
Haj6mmxnm meo 6poj 6pojy —% je —1, a 6pojy % je 2, ma je konmuHuK y Z[i] jennak —1+ 2.
Ocrartax je oHIa

5—4i— (-3 —1i)(-1+2i)=5—4i—5+5i =1.

IIpumerumo ja je cajia HOpMa OCTaTKa jeJIHaKa 1, IITO 3aBPINaBa HAIN TMOCTYHaK, y3 3a-
KJby4aK

HB3JI(11 — 44,19 + 7i) = i.
0

5. Heka je K kopencko mosbe nommaoMa X +2X?2 —15 € Q[X] naz momem Q. Oapeaurn
crenen pammpewa [K : Q], nahu jenny 6asy 3a K nan Q, kao u 6poj o € C rakas na je

K = Q|a].

Pememe. IIpso oxpelyjemo cra pemema jenmauune xt 4 222 — 15 = 0 Ha| nosbem KoM-
mnekcanx 6pojera C. YpobhemeM cMmerme 2 = t OHA Ce CBOJAM HA KBAJPATHY jeJHAYUHY
t2 4+ 2t — 15 = 0, unja cy pemema t; = 3 u ty = —5. 3aT0 Cy pellema IOIA3HE je[HAUNHE

+/3 u +i/5, na mamazumo ga je K = Q[++/3, £iv/5] = Q [\/5, n/ﬂ
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Mocmarpajyhu casa nus mehypammpema Q < Q[v3] < K, nobujamo sa je

Crenen pammupema [Q[v/3] : Q] je jeanak creneny MUHUMAJIHOT MOJHHOMA, [ \/ng(X ) 3a
V3 nan Q. Kako je v/3 nyna monuumor nojunoma X2 — 3 € Q[X], HecBoybuBor Ha 0CHOBY
Aj3eHIITajHOBOT KPUTEPUJYMa MIPUMEHEHOT 33 p = 3, 3aKIBYIYjeMO J1a. je [ \/g,Q(X )= X2-3.
360r Tora je [Q[vV3] : Q] = 2, a yobujamo na je u {1,v/3} jenna 6aza 3a Q[v/3] maz Q.

Cmmano, xako je K = Q[v/3][iv/5], crenen pammpema [K : Q[v/3]] je jemmax crerme-
Hy MUHIMAJIHOL HOJMHOMA [i; /% o /3] (X) 3a iv/5 man Q[v/3]. Mpumerumo sa iv/5 amymnu-
pa mommaom X2 + 5 € Q[v/3][X]. 36or Tora je deg p1; /5 orv3(X) € {1,2}. Ako 6m 6mno
deg 11; /5 o1v3) (X) = 1, onpa 6u caepuno jga iv/5 € Q[v3]. Mebyrum, y nomy Q[v/3] ce na-
naze caMo peasmu 6pojesu, ma je To memoryhe. 3akmydyjemo na je deg p, VE.QV] (X)=2
U Ipelu3Hnje Mi\/g@[\/g}(X) = X? + 5, momro je nosmuoM X2 4 5 Monmuan. 360r Tora je
[K : Q[vV3]] =2 u {1,iv/5} je jenna 6aza 3a K max Q[v/3].

Konauno, nobujamo ma je [K : Q] = 2-2 = 4, kao u ga je {1,v/3,iv/5,i/15} jenna 6aza
3a K nmax Q.

Osnauumo jor o = /3 +iv/5. Taga je a € K xao 36up asa enemenrta u3 K, 1a ©MaMoO
1a je Qla] € K. Jokaxumo jour obparHy nHKJIy3u]y. [Ipumernmo upso ja je:

1 1 V3—ivh 1 ,
o Brivs 345 = §(v3-iV5) € Qla].

Onnau 8%(\/§—i\/5) = v/3—iv/5 € Q[a]. Konauno, onarie n /3 = % (\/3 +ivV5h+3 — Z\/g) €
Q[a], ma m iv/5 = V3 4+ iv5 — V3 € Q. Hakne, v/3,iv/5 € Qla, 36or gera je K =
Q[v3,iv/5] € Qla). TIpema Tome, 06U CMO Tpareny OOPaTHY MHKJIY3Mjy, IMITO OMO-

ryhasa ma 3akspyanmo ma je K = Q[al.
O
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