SAJIAIIA 3A BEXKBAWE U3 /1J 3A P cMEP 2022/2023

acucrent: lyman Ipobmak

(I) Jemuaunue Koje ce AMPEKTHO peIaBajy
J xoja pasdeaja npomennuse u jedrnavune xoje ce ceode na 1wy, auneapra AJ u jednavure xoje ce ceode wa wy, AJ ca momannum
Judepenyujonom u urmMePAYUORY PaxMOp, CMeHe, CKUUUPAIE DEWLEHA, TMOKOSY

1. 3a a > 0 mara je gudepeHujaaHa jeTHAINHA,

zr' 8P4 ax?+1 *)
ViZfa 22+22+1
(a) TpaucdhopmucaTn jearauanny (x) cmeroMm v(t) = \/x(t)? + a.

(6) Permmtu jeqpaunHy (%) 3a jenHo a > 0 1o u360py.

2. Hahu Kommujesa pemema mudepennujanne jeanaunne x”’ + t°x' = t5 (2’ )7 ca yCJIOBHMA
(a) x(2) =3,2'(2) = 1;
(6) z(1) =1, 2'(1) =0.

3. [Ipe moJsbe TOMIIOT Yaja mo3narux nmoverHux remmeparypa 11 (0) = T5(0) = Ty cy ocTaBibeHe 1a ce Xyaje Ha COOHO]
remneparypu Ty, (TakBoj ma Baxu T, < Tp). IIpBa 1mo/ba ce oCTaByu HEAUPHYTA U IPOMEHA HEHE TeMIIEpaType
T, (t) y Bpemeny ce Moxe mMozesnoBaru FbyTHOBUM 3aKOHOM XJjialjerma

ATy (t)
dt

=—a(T1(t) — Two),

rae je a > 0 mata KOHCTaHTa KOja 3aBWCH O CTPYKTYpPE T0J/ha W MEOMETpHje TTOCTaBKe. Y APYTY TM0JbY Ce Of
TpeHyTKa ¢ = 1/a modYHe cumaTH BOJA KOHCTAHTHOM OpP3WHOM KOja je CBe TOMJIMja M TOIUINja (JIMHEApHO ca
BPEMEHOM) U IpOMeHa meHe temneparype Ts(t) y Bpemeny (3a t # 1/a) ce MOXKe MOJIEIOBATH KA

ATy (t)
dt

= —a(Ta(t) — Tw) + tH(t — 1/a),

1, z2>0;

rue je ca H osnavena Xesucajuosa dyukuuja H(z) = {0 0
. x<0.

(a) Hahn remmeparype 4aja y obe mome, T1(t) u Th(t), 3a Bpeme ¢ > 0, mpernocrarbajyhn ga je Temmeparypa
venpekuaHa GyHKINja o7 Bpemena. IlpernocraButu ma cy KoHctante 1y, oo, a IO3HATE.

(6) Omnucaru mra ce memaBa ca OBUM TeMIIEpaTypama [HOCIe J0BOJHHO MHOIO BpeMeHa (Kaua t — 00).
4. Jara je nndepenmmjanna jenpaanna (¢ + 2x)x’ = kx — 2(a™ + tx) — ¢

(a) Hahu jemam map spemocru (k,m) € Z? Tako fa ce cMeHoM y = o™ + tr jeHa4YMHA CBOIH HA JTHHEAPHY
JudepeHIujaany jeIHadYnHy U PEIIUTH j€ Y TOM Caydajy.

(6) Hahwu cpe mapose (k,m) € Z? 3a xoje jeanaunHa MOCTaje jeHavNHa TOTATHOT AudepeHIjana i penmTa je
y THM CJIydajeBUMA.

5. CxummpaTy moJbe TpaBala W WHTerpaane Kpuse audepennmjaane jeqaaanne ' = %, ue permaajyhu je. [TocebHo
u3aBojuTh (O3HAYUTH) Ha CKUIM 10 jeJaH mpuMmep 3a ciaeaeha pererma (y cMuciay peannux QyHKIHja):

(a) Peweme koje je nedunucano 3a csako t € R;

(6) Pememe Koje je meo mpase.
3a koje 3axrese o (a) u (6) HOCTOjU jeIMHCTBEHO DEILEHE, & 33 KOje BUILE HUX?!

6. Pemmun mudepentujanny jeanaunny 32 — e 3 4 (22 + 3tx?)z’ = 0, a saruM Halin MAPTUKYIAPHO pelIere Koje
je TAHTeHTHO Ha mpaBy = 1.

7. Hahwu pememe nqudepenimjaine jennadnne to’ = sin t—2x Koje nposa3u kpo3 tadky (m/2,0). Koju je Mmakcnmaitu
MHTEpPBAJ JePUHUCAHOCTH TOT PEIemha’



8. Pemmru mudepennujanny jennaqaunny (:v tgt + %) dt +ttgtdz = 0.

9. Koju je unrepsan medunucanoctu pemema mudepennujaine jeanaunne 3x’ + t2x — 2 = 2t* 3a koje Baxu
x(1) =3/27

10. Pemnru nudepennyjanny jennauuny tlntx’ tgx + 1 — tcosx = 0.

11. Hahwm omrmrre periembe audepeHnujatte jeHaTnHe

—tx!
2\/xt:$ v

T

na obmsacru {t > 0,7 > 0}. Halin u maprukyiapHo pereme Koje TaHrupa mapaboiy r = t2,

12. Pemuru nudepennujanny jennaquny 2tz — 26303 — 4ta? + 2t + (3t%2% + 4a)2’ = 0.

(II) Teopeme
Huxaposa u Ileanosa meopema, mMokosu
3
. Y1 . .
1. Jdar je nouernn mpobnem z’ = %, x(1) = xo, t € [0,2], rue je x4 KapakTepucTHuHa DYHKIMjA CKyTa
A. IlpoBepuru na jiu cy ucnymenu yciaoBu [IukapoBe Teopeme, ako je:

(a) wo =1,
(6) o = 2,
(B) o = 3

2. Har je Kommjes npobiem ' = x —t+ 1, x(ty) = xo-

(a) dokaszaru ma cy 3a OpOU3BOJHHE tg M Xo 330BOHEHHU yCjIoBU lukapoBe Teopeme.

(6) @opmuparu ureparusuu Hu3 GyHKUMja U3 Jokaza [lukapose reopeMe u Ha Taj HAYUH OAPEJUTH PEILEHE Yy
cayuajy to = 0m g = 1.

3. Heka je P(t) nekoncranrtan nosmnom. Jda mn dynkmmja z(t) = (¢ —1)2P(t) Moxke 6utn pererse audepennmnjanme
jemmaumne x' (t) + a(t)z’(t) + b(t)z(t) = 0 neduHNCaHO HA HEKO] OTBOPEHO] OKOJIMHM Tadke t = 1, ako cy a(t) u
b(t) nenpexunne yuxiuje?

ITomoh: 3awmo oede sasrcu ITuxaposa meopema? ITocmampamu nouemnu npobaem x(1) = x'(1) = 0.

4. Ucnuraru ersucreHuujy u jenuncrsenocT peiiema Kommumjesor npobaema ' = |z|cost, x(0) = 0, ne pemasajyhu
nudepennujaay jeHadInHy.

5. Hahu mapamerap a € R 3a xoju je npeciukapame ¢'(x) = x(e?! + at) jennonapamerapcka dbaMuImja mpecamKa-
rama. Koje je BekTopcko mombe Koje aedurutie ¢! y Tom ciayyajy?

(III) JIuneapue mudepeHnmjaHe jeJHAUNHE
Excnonenm mampuye, auneaphu cucmemu J ca kKoncmanmuum xoepuyujenmuma, auneapre J1J ca Konemanmuum Koehuyu-

JEHMUMGA,
e 0 e
1. Jara je marpuma A= [0 e O
0 0 e

(a) Pemuru cucrem X' = AX.

(6) Hahu 6apem jeany marpuity B Tako jga Baxku eP = A un nokasaru J1a Takpa He TOCTOjH.

2. Hara je qudepenuujanna jennaunna X' = AX, rue je

A= |x -3 *



-5
et_e 5t

(a) Bamenntu « y marpumu A GpojeBEMa Tako Ja jeHo pemreme jenmadnne 6yae X (1) = |el + e~ 5t

et

(6) Hahu ouwre pewemwe nare jequadune (ca marpuuom gobujenom y jesy uoj (a).

(B) Halim cBa pemmema crucrema 3a koja axku X'(0) = 2X(0).

3. Hara je marpuna A = _g g}, rae ¢y a,3 > 0. Pemmtn cucrem X' = AX wm y 3aBUCHOCTH Ol TTOYETHE
speanoctu X (0) = (2o, yo) € R?, nahn . ligrn X(t).
—+00
1 -2 0 1
4. Har je Kommjes mpobnem X'(t) = AX(t) + B(t), X(0) = |2|,tmeje A=| 1 1 0
0 0 0 -2
[0
(a) Pemmuru maru Komujes npobsem axo je B(t) = |0].
0
[ —1
(6) Pewnru naru Kowmujes npobiem ako je B(t) = |1 —t|, 3uajyliu na ce jexno peuiewe cucrema Moxke Hahu
2

y ODJIMKY BEKTOPA YUju Cy €JIeMEHTH TOJUHOMU TIO t.

5. (a) Oapemuru cBa pemena ciaenehnx jeqHadnna y CKyny peajHAX KBAIPaTHUX MaTPUIA:

1 9 1 0 O
(1) A%A:{S 4]; (2) eA=1|1 1 0].
1 1 1
1
(6) Permrrir Kommmjes mpobaem X' = e~ 4 X, X (0) = |1|, tae je maTpuma A jenno of pemema jemnaunme u3
1

zena (2), YKOJIMKO PEIIEhe MOCTOjH.

2 1 a
6. [Hara je marpunia A= |0 a —1|,rmejea € R.
0 1 3

(a) Oxpenuru napamerap a Tako Ja 3a marpuiy A Baxu det ((% (eAz)) |m:2) = 8el2,
(6) 3a marpuny A u3 mena (a), permutu cucreM jeguaunua X' = AX.

7. Haliu omure pewmeme judepenuujanne jennadune (x — 22" — 3x)' = —16e~! + 16te~*. Halin u csa peiema 3a
koja Baxku x(0) = 1 u Koja UMajy XOPU3OHTAJIHY ACUMITOTY KaJ t — +00.

(IV) INapumjanue gudepeHnujatHe jegHaYUHE
Memod xapaxmepucmura, memod NPeUL UHMEPANL

1. Meromom KapakTepucTuka pemuru Kommujes mpobaeM 3a mapiujanny AudepeHIinjansny jeIHAInHy IPBOr peaa:

(z+4y)z, + (—x +5y)z, +2z2 =2, x=2y,z=siny+ %

2. Pemmru napumjamny gudbepennujanty jeaHadauny yu;, — ru, = 0, a TOTOM OJpeJUTH KPUBY KOja je y Mpecexy
rpaduka pemema ynju cy noderuu yciaosu u(0,y) = |y| u u2(0,y) = 14+ /1 — 2.
3. Hahu ommre pememse nmapriujaiane nudepeHnnjaine jeTHadanHe

Ou
5,2(,6
D ey}
+yx®z%(z )82

z% —i—xz%
e dy

4. Hahwu onmrre pemieme napiiujasaae audepeHnnjasiHe je HaanHe:

(@ +y)° +2)z + (2(z +y)* = 2)z, = 2(z +y).



