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Poremecaji kretanja

@ U prethodnom periodu razmatrali smo problem 2-tela i
odredili neke karakteristike takvog kretanja

o lako su mnogi zakljulci iz problema 2-tela od velikog znadaja
za razumevanje stvarnog kretanja, u praksi, skoro po pravilu
imamo vise od dva tela u sistemu

@ Srecna okolnost u Sun&evom sitemu (koja vaZi i u vecini
drugih planetarnih sistema) jeste ta da preko 99% mase
sitema otpada na masu centralnog objekta, tj. zvezde.

@ |z tog razloga, uticaji ostalih tela su zna¢ajno manji, pa se
stvarno kretanje se moZe predstaviti kao problem 2-tela plus
poremecaji kretanja.
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Poremecaji kretanja

@ Uopsteno govoredi, nezavisno od toga $ta izaziva poremecaje
u kretanju nekog tela, teoriji poremeéaja moZemo pristupiti na
dva klasi¢na nacina.

@ Prvi nadin je u vezi sa takozvanim Gausovim jedna&inama i
tipi¢no se koristi u slu¢ajevima kada sila poremecaja nije
konzervativna, ve¢ na primer izaziva impulsivne promene kao
$to je to slu€aj npr. prilikom sudara dva tela.

@ Drugi nadin, koji se zasniva na Lagranzevim jednainama,
primenjuje se kada je sila poremecaja konzervativna, kao
§to je to u opstem sludaju sila gravitacije, pod uslovom da
nema bliskih prilaza izmedju tela u sistemu.
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Gausove jednatine

Opsta forma poremecaja

@ U prisustvu poremecajnih sila, dolazi do varijacije veli¢ina koje
su u problemu 2-tela oCuvane, kao §to su energija E i ugaoni
momenat h.

@ Ovo dovodi do odgovarajucih promena putanjskih elemenata.

@ Da bi dobili izraze za promenu putanjskih elemenata u
vremenu, posmatrajmo poremeéeno Keplerovo kretanje
&r— _GMp | F

o Kako efekat poremecaja u velikoj meri zavisi od njihovog
pravca s jedne strane, i geometrije same putanje sa druge
strane, u praksi je neophodno F ra&laniti na tri medjusobno

normalne komponente
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Gausove jednatine
—

Komponente poremecajne sile F

(0}

Mpasa nyTarea

e
Ockynatopia

X ennca

Tradicionalno te tri komponente su:
e Radijalna komponenta R, u pravcu vektora r = rf;
@ Normalna komponenta W, u pravcu vektora ugaonog
momenta h = h/A1, normalna na ravan kretanja;
@ Transverzalna komponenta T, u ravni kretanja, odredjena
vektorom h x 7
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Gausove jednatine

Gausove jednacine - promena velike poluose putanje

@ Promena energije po jedinici mase £ = —37 = 5 -
odredjena je sa % = F - v, pa zavisi od jacine sile

poremedaja.

@ Na osnovu izraza za radijalnu i transferzalnu komponentu
brzine u polarnim koordinatama, sledi:
9% — Rv, + Tv¢ = [R(esinf) + T(1 + ecos f)] &=

@ Iz gornjeg izraza za promenu velike poluose dobijamo:

2 .
da — 2a dE . *12762 [T 4+ e(T cosf + Rsinf)]

: 2. d 2T
e Kod putanja gde e — 0, bice G2 = =~ + O(e).
@ Ovde primeCujemo da je transverzalna komponenta
poremeéaja T najefikasnija u promeni veliine putanje.
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Gausove jednatine
Promena ugaonog momenta

@ Promena ugaonog momenta uzrokovana je obrtnim
momentom koji deluje na telo.

@ Po definiciji, obrtni moment T je vektorski proizvod |zmedJu
radijalnog vektora r'i sile F koja deluje na telo: 7= rx F

o Kada je sila F izrazena preko radijalne, transverzalne i
normalne komponente, samo transverzalna komponenta T
doprinosi promeni ugaonog momenta.

@ Zato imamo da je G dh = 7 x T(hx ) = rTh, odnosno

dh

% = rT kada se posmatra samo intezitet vektora
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Gausove jednatine

Gausove jednacine - promena ekscentriciteta

Ukupni ugaoni moment h, menja se usled komponente obrtnog
momenta rT kolinearne sa h:

ot —F. (hxf)=rT
Diferenciranjem izraza , dobijamo promenu hu funkciji promena

orbitalnih elemenata: rT = 97 = $7 [(1 — %)% — 2ea%]

Ako znamo da vazi i r = a(l — ecos(u)), gde je u ekscentrit’:na
anomalija i iskoristimo i prethodno dobijeni izraz za E' bice:

0 de— v ¢ [Rsinf 4 T (cos f + cos u)]

PrimeCUJemo da jedino komponente sile poremecaja koje leZe u
ravni kretanja mogu menjati ekscentricitet putanje.
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Gausove jednatine
Uticaj normalne komponente poremeéaja

@ Kada postoji normalna komponenta poremecajne sile W,
javlja se dodatni obrtnl moment koji menja pravac | vektora
ugaonog momenta h. Zbog toga, jedini¢ni vektor h nece

ostati konstantan, ve¢ Ce se rotirati, $to menja orijentaciju
ravni kretanja.

@ Normalna komponenta W moZe izazvati precesiju ili promenu

ravni u kojoj se nalazi ugaoni moment, ali ne poveava niti
smanjuje njegovu vrednost.
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Gausove jednatine

Uticaj normalne komponente poremeéaja

@ Znati, kada je W =£ 0 prostorna orijentacija ravni kretanja,
odredjen vektorom h (odnosno nagibom ravni kretanja i i
longitudom uzlaznog ¢vora 2), moZe se menjati.

@ U tom sluéaju javlja se komponenta obrtnog momenta
. pdh _ i

normalna na h: h%! = W(r x h)

@ Prema tome, jedini¢ni vektor h menja se ugaonom brzinom
w
Tr

@ Ako projektujemo vektor obrtanja na ravan kretanja,
dobi¢emo komponentu rW sin(w + f) duZ linije &vorova i
komponentu rW cos(w + f) koja takodje leZi u ravni kretanja i
normalna je na prvu komponentu.
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Gausove jednatine
Vektori

h/h e,

P

Referentna ravan
Pravac ka perihelu
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Gausove jednatine

Gausove jednaline - promena longitude uzlaznog ¢vora

e Komponenta rW cos(w + f) izaziva precesiju vektora h oko
normale na referentnu ravan, $to menja polozaj uzlaznog

¢vora.
dQ _ rWsin(w+f) w r o
® Gt T T hsini T navi_esini (%) sin(w +f)

@ Ova jednalina opisuje promenu longitude uzlaznog ¢vora Q u
odnosu na vreme pod uticajem komponente poremecajne sile
W koja deluje normalno na ravan orbite.
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Gausove jednatine

Gausove jednaline - promena nagiba putanjske ravni

e Komponenta rW cos(w + f) uti€e na orijentaciju same ravni
orbite u prostoru. Posto deluje normalno na liniju ¢vorova,
njeno dejstvo se manifestuje kao rotacija ravni orbite oko linije
¢vorova, Sto izaziva promenu nagiba ravni kretanja u odnosu
na referentnu ravan.

di w +f %%
0o U =T co’;(w ) — — = (g) cos(w + f)

@ Ova jednatina opisuje promenu nagiba orbite / u odnosu na
vreme, uzrokovanu komponentom poremecajne sile W koja
deluje normalno na ravan orbite.
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Gausove jednatine

Gausove jednaline - promena argumenta perihela

@ Polazna jednadina za promenu argumenta perihela dolazi iz
izraza za promenu vektora ekscentriciteta € u prisustvu
perturbativne sile F
d¢ _ 1 (F p)+PEg

oE_N(Fxh>+ o€

@ Kroz projekciju % na odgovarajue ose u ravni orbite i

upotrebom izraza za promene €2, /, i €, moZe se izvesti izraz
za promenu argumenta perihela.

o 9 — o592 4 VI (_Reosf 4 Tsinf)

nae

@ Kada se u obzir uzmu i sekulani &lanovi, bice:
° %’“; = —cosi% 4 Vi< (—Rcosf++T(sin f — —sind ))

nae 1—e2
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Gausove jednatine

Gausove jednaline - promena longitude perihela

: _ : s dw . dQ dw
e Kako je w = Q +w, pa samim tim i <Z = 75 + T,

jednadinu za promenu longitude perihela dobijamo iz
jedna&ina promene uzlaznog ¢vora i argumenta perihela.

9= — (1 - cosi)9l + Y= ¢ (—Rcosf + Tsinf)

® nae

o Kako jesin(i/2) = /1 COS’ , jednadinu moZemo zapisati i kao:

o——sm(/2) \/,:( Rcosf + Tsinf)

@ Ako uznemo i zanemareni ¢lan koji poti¢e od sekularnih i
oskulatornih efekata bice:

o 9= —sin?(i/2)4L + \/Z ( Rcosf + T(sinf — 51”_‘;2))

Poremecaji kretanja



Gausove jednatine

Gausove jednadine - promene brzih uglova

@ Kada se radi o dobijanju jednadine za promenu srednje
anomalije M ili srednje longitude X, generalno govoredi tu je
situacija sloZenija

@ To je pre svega zato $to ove veli¢ine i u problemu 2-tela, znadi
i bez prisustva poremecaja zavise od vremena.

@ lzvedimo ovde samo aproksimativne izraze pretpostavljajuéi da
se srednja longituda A menja pod uticajem poremecajne sile.

@ Srednju longitudu definisemo kao A = Q + w + M, pa je

c e dh _ dQ | dw | dM
samim tim "7 = 7 + g + &
. 2 dM d
e Kako je M = n(t — to), bice 7= = n+ G (t — to)

p A . . d
e Cemu je jednako &7
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Gausove jednatine
Gausove jednacine

° Imamodajen:\/%

— _3nda
@ lzvod po vremenu blce H= i

@ Zamenom izraza za dobuamo

%:_%E.W(T—ke(TcostrRsmf))

e Daljim sredjivanjem imamo
dn — 7WQ(T+e(Tcosf+Rsmf))
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Gausove jednatine
Vektori

h/h e,

P

Referentna ravan
Pravac ka perihelu
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Gausove jednatine
Pregled Gausovih jednadina

da Tii = \/12_762[T+e(Tcosf+Rsin )]

n

0 de— (cos f + cos u)]

° G = 'WZiZI(f,-”) = Vi ean (3)sin(w+ )

° 4= rWCOi’(erf) = na\/vi‘l/fe2 (£) cos(w + f)

o duw— —cos;‘j};’ + \/; ( Rcosf + +T(sinf — \;‘%))
0 d= — sin2(i/2)‘§t2 + ‘/,z ( Rcosf + T(sinf — %))

° %:%_F%_Fn—7%%(T+e(Tcosf+Rsinf))
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Gausove jednatine

Poremecaji kretanj.



Gausove jednatine

Gausove jednadine: promena ugaonog momenta i obrtni

moment
@ lzraz % = rT smo mogli dobiti i na neSto drugadiji nadin,
polazeéi od toga da se specifi¢ni ugaoni moment moZze izraziti
kao h = rv;
° Diferenciranjem po vremenu dobijamo
R
o Kako medjutim samo transverzalna komponenta poremecajne

sile T moZe izazvati promenu brzine v;, biée ‘jft’ = r‘i!‘;f

@ Po Njutnovom zakonu, transverzalna komponenta sile T

- . - . - . _ dV
izaziva ubrzanje tangencijalne brzine v; prema: T = m<t, pa

deljenjem obe strane sa masom m dobijamo da je ubrzanje d"t

jednako L =

. , . , v dh T _
@ Iz h je veC eliminisana masa, pa Ce vaziti: G =r - =rT
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