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Adune rpaucdopmanuje

Hedunuiuja adpuHOr IpecImKaBama

Hedunummja 1.1

Heka je f:V — V aureapHO IpecIHKaBaIbe BEKTOPCKOT
MPOCTOPA KOJU je TPUAPYKEH MpocTopy Tadaka .

Acduno npecnurasame f:E — E je mpecaukaBame Tadaka Koje
je MHIYKOBAHO MPECINKABAMEM f BEKTOPA y CMHUCIY Ja je:

FOM)=M, f(Ny=N' <« f(MN)=MN".

Anmmanuja: Adune rpamcdopMmaliyje IpocTopa



http://poincare.matf.bg.ac.rs/~tijana/geometrija/slajdovi2016/kocka.avi

Adune rpanchopmanuje Adbdumne Tpanchopmanuje pasun Adune rpanchopmanuje npocropa IIpojexmuje TpojexTu
0000000000000 00000 00000000000

[TacuBHO U aKTUBHO TJICJUIITE

Cauka 1: IMacuBuo rireauinre



Adune rpanchopmanuje Adune rpanchopmanuje pasnu Adune rpancdopmanmje
0000000000000 00000 00000000000

[TacuBHO U aKTUBHO TJICJUIITE

Y A(zo,yo)

Al (g, y0)

Cauka 1: AKTHBHO rjieiuInTe

npocropa Tlpojexmuje

Mpojexu



Adune Tpanchopmanuje pasuu
000000

Adwuna nmpeciukaBama paBHA

Hedununumja 2.1

Adwuno npecinkasambe pasan E2:

HNKa K NHATHOT
ciimke Ha3HUX BEKTOPA CJIMKA KOOP/IMHATHO

II04YEeTKa




Adune Tpanchopmanuje pasuu
000000

Adwuna nmpeciukaBama paBHA

Hedununumja 2.1

Adwuno npecinkasambe pasan E2:

HNKa K NHATHOT
ciimke Ha3HUX BEKTOPA CJIMKA KOOP/IMHATHO

II04YEeTKa

IIpumep 1

Oppenutu dpopmysie apuHOT MpecTvKaBama [ paBHU KOje TAUKe
0(0,0), A(1,0), B(0,1) mpecaukaBa peJioM y TAIKe

O/(Q’ 2)7 A/(47 5)7 B,(37 1)'




Adune Tpanchopmanuje pasuu
0e0000

Ocobune aduHUX PECITTKABAHA

Teopema 2.1

[Tocroju jenmucTBeHO admHO MpeCIMKABAKHE PABHU KOjeE
MPECTUKABA TPU Hekosmmeapre Tauke P, Q), R y Tpu

/ / /
HekosmmHeapHe Tavuke P Q' R pepom.

~

Cauxka 2: Jlokas Teopeme



Adune rpauncdopmanuje Aduue Tpancdhopmanuje pasun Adune rpancdopmanuje npocropa Ilpojexiuje
0000000000000 00000

00000000000
Ocobune aduHUX PECITTKABAHA

TIpojexTn

Teopema 2.2 (Ocobune auHUX TPeCTNKABAA DABHH)
o IIpecaukarajy mpase y mnpase;




Adune Tpanchopmannje Adune rpancopmannje pasuu Adune rpanchopmannje npocropa Ipojexnuje
00@000000O00000000O

00000000000
Ocobune aduHUX PECITTKABAHA

Tpojexrn

Teopema 2.2 (Ocobune auHUX TPeCTNKABAA DABHH)
o IIpecaukarajy mpase y mnpase;

o Yysajy pasmepy KOJIMHEAPHHUX JyKU;




Adune Tpanchopmannje Adune Tpanchopmanuje paruu Adune rpanchopmanuje npocropa ITpojexuuje TpojexTu
00@000000O00000000O 00000000000

Ocobune aduHUX PECITTKABAHA

Teopema 2.2 (Ocobune auHUX TPeCTNKABAA DABHH)
o IIpecaukarajy mpase y mnpase;
o Yysajy pasmepy KOJIMHEAPHHUX JyKU;

o Yysajy napaJiesiHOCT [PaBUX;




Adune Tpanchopmanuje pasuu
00e000

Ocobune aduHUX PECITTKABAHA

Teopema 2.2 (Ocobune auHUX TPeCTNKABAA DABHH)
o IIpecaukarajy mpase y mnpase;
o Yysajy pasmepy KOJIMHEAPHHUX JyKU;
o Yysajy napaJiesiHOCT [PaBUX;
o OaHOC MOBPINWHA CJIUKE W OPUTWHAJA JETHAK je
P(F)

PF) = | det(ai;)|;




Adune Tpanchopmanuje pasuu
00e000

Ocobune aduHUX PECITTKABAHA

Teopema 2.2 (Ocobune auHUX TPeCTNKABAA DABHH)

*]

[Tpecaukasajy mpase y mnpase;
Yygajy pasMepy KOJMHEAPHUX JLyKU;
Yygajy napaJiesjHocT [IPaBHX;

OtHOC TOBPINIUHA CJIWKE ¥ OPUTMHAJIA JeTHAK je
L(}—,) = | det(asj)|;

P(f) - 1] b

I[Ipeciukasamwa 3a Koja je det(a;;) > 0 aysajy
opujenTanmjy, a 3a koja je det(a;;) < 0 Memajy
OPHjEHTAITN]Y PABHH.




Adune Tpanchopmanuje pasuu
000e00

[Tpumepnu

[Ipumep 2

Iare cy tauke A(—1,-1), B(1,-1), C(1,1), D(-1,1); A'(4,5),
B'(8,7), C'(6,9), D'(2,7).

a) OnpenuTy jeqHavnHe a]UHOT MPECTUKABAKHA KOje
npeciukasa kBagpar ABCD y napanemorpam A'B'C'D’.

6) OnpenuTu jeTHAYMHY CJIUKE KPYyra YIHUCAHOT y KBAJIPAT.
Koja je To xpuBa?

B) Kosmka je moBpimmHa ciamke Kpyra?

r) Ja nm npeciaukaBame dyBa opujeHTAnuUjy?




Adune Tpanchopmanuje pasuu
0000e0

[IpencraBbame auHUX IPECIUKABAHA MATPUIIAMA,

A — jHeapHU 10 b — TpaHcIaTOPHU JIE0

H\

~

<

H\

~

—_ <
|




Adune rpauncdopmanuje Aduue Tpancdhopmanuje pasun Adune rpancdopmanuje npocropa Ilpojexiuje
00000800000 0000000

OOOOOOOéOOO o 7 o -
[IpencraBmpame adpuHEX IpECInKaBamba MATPUIIAMA
Teopema 2.3

TIpojexTu
[IpousBom maTpuna Aj 0groBapa KOMIO3UTHjU ApUHUX
IPECTTUKABAIHA.

-iKaﬂHpaer 0Taun_]a

Cnuka 3: Adwna mpecuKaBama He KOMYTHPAjy!

Yy
OTa.I.IH_] a cxannpame
T
Q



Adune Tpanchopmanuje pasuu
00000000000

Tpancaanuja

Tpancnamuja T3 3a BeKTOp 3([)1, by) nata je dbopmysnama;

' =x+ by,

Y =y + b,

WIA y MATPUIHOM OBJIUKY:

(7)-Gn) () ()



Adune Tpanchopmanuje pasuu
00000000000

Tpancaanuja

Tpancnamuja T3 3a BeKTOp 3(()1, b2) mara je dbopmymama:

' =x+ by,
y' =y + by,

WIA y MATPUIHOM OBJIUKY:

(7)-Gn) () ()

o Kako ce mpeacrapiba JuHeaApHH J€0 TPAHCIAIAjE?!



Adune Tpanchopmanuje pasuu
00000000000

Tpancaanuja

Tpancnamuja T3 3a BeKTOp 3(()1, b2) mara je dbopmymama:

/

' =x+ by,

/

Y =y + b,

WIA y MATPUIHOM OBJIUKY:

x (10 T n by
y )\ 01 Yy by |
o Kako ce mpeacrapiba JuHeaApHH J€0 TPAHCIAIAjE?!

o IIlTa je KOMIIO3HIM]a TPAHCIAIN]A?!



Adune Tpanchopmanuje pasuu
00000000000

Tpancaanuja

Tpancnamuja T3 3a BeKTOp 3(()1, b2) mara je dbopmymama:
' =x+ by,

/

Y =y + b,

WIA y MATPUIHOM OBJIUKY:

x (10 T n by
y )\ 01 Yy by |
o Kako ce mpeacrapiba JuHeaApHH J€0 TPAHCIAIAjE?!

o IIlTa je KOMIIO3HIM]a TPAHCIAIN]A?!

o /la yu TpaHcHanuje KOMyTupajy?



Adune Tpanchopmanuje pasuu
0@000000000

[Tpumepnu

P(QZ(), yo)

\Q(ml,yl)

Cimka 4: ,Pan” anarka

[Tpumep 3

[Ipencrasuru Kao adpuny Tpanchopmanujy ,pan”’ aaaTky: Ao
je mummn npurucuyr y P(xg,yo), a oruymren y tauku Q(z1,y1)
canKa ce TpaHcaupa u3 Py Q.



Adune Tpanchopmanuje pasuu
00e00000000

Poramnuja

Poranuja oko kooppuHaTHOr nHoveTka, 3a yrao ¢ € [0, 27):

(2 [ cos¢ —sing T
R¢'<y’>_<sin¢ cosqﬁ)(y)'



Adune Tpanchopmanuje pasuu
00e00000000

Poramnuja
Poranuja oko kooppuHaTHOr nHoveTka, 3a yrao ¢ € [0, 27):
x cos¢ —sing T
Ry : ;| = ) .
Y sing cos¢ Y
Poranuja oko npoussospHe Tauke Q(q1, q2) 3a yrao ¢:

RQs = 7'5@’ oRg o0 755.



Adune Tpanchopmanuje pasuu
00e00000000

Poramnuja

Poranuja oko kooppuHaTHOr nHoveTka, 3a yrao ¢ € [0, 27):

R, '\ [ cos¢p —sing T
2\ y )] "\ sing coso y |’
Poranuja oko npoussospHe Tauke Q(q1, q2) 3a yrao ¢:
RQs = T5@’ oRg o0 7275.
IIpumep 4
Onpenuru 3 X 3 MaTpuily porarmje oko Tauke S(1,—2) 3a yrao
27

oJ, ER Kao u (hOopMyJie TOT IIPECIUKABAIHA.

VY Kojy TauKy ce TIpecanKaBa KOOPAWHATHU MOYETAK IIPU OBO]
poraruju?




Adune rpanchopuanuje Adune TpanchopMamuje pasun Adbune rpanchopvanuje npocropa [Ipojexmnuje

00000000080 0000000 00000000000

Marpuna porammuje

Ry = ( cos¢ —sing

sing cos¢

Teopema 2.4

Ocobune mMaTpuiie poraiuje:
o (Ry) ' =Ry =(Ry)";
o det Ry = 1;
° RyRyg = Ryr9g = RyRy.

> — MaTpPHUIA PoTalnje 3a yrao .

Mpojexu




Adune Tpanchopmanuje pasuu
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Pedsekcuja y ogroCcy HaA mpaBy

Pedriekcuja y ojHocy Ha mpaBy po KpO3 KOOPIUHATHU TIOYETAK,

KOja rpajiu yrao 5 C& Z-0CoM:

S '\ [ cos¢ sing T
Po\ g/ ] 7\ sing —cosd Yy



Adune Tpanchopmanuje pasuu
0000@000000

Pedsekcuja y ogroCcy HaA mpaBy

Pedriekcuja y ojHocy Ha mpaBy po KpO3 KOOPIUHATHU TIOYETAK,

KOja rpajiu yrao 5 C& Z-0CoM:

S '\ [ cos¢ sing T
Po\ g/ ] 7\ sing —cosd Yy
Pedaekcuja y oxHocy Ha npoussosby npasy p || po:

Sp = 72)_Q' 0 Spy 072;)_0“



Adune Tpanchopmanuje pasuu
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Pedsekcuja y ogroCcy HaA mpaBy

Pedriekcuja y ojHocy Ha mpaBy po KpO3 KOOPIUHATHU TIOYETAK,

KOja rpajiu yrao 5 C& Z-0CoM:

S '\ [ cos¢ sing T

Po\ g/ ] 7\ sing —cosd Yy

Pedaekcuja y oxHocy Ha npoussosby npasy p || po:
Sp = Tog © Spe © Too-

[Ipumep 5

Opypesutu opmyse pedekcrje y OJHOCY HA ITPABY:
a) r=—1; 6) y = 3; B) 4o — 3y + 6 = 0.



Adune rpanchopuanuje Adune Tpanchopmamuje pasun Adbune rpanchopvanuje npocropa [Ipojexmuje

00000000000 e000000 00000000000

Marpurna pediekcuje

Sy == ( Zi:z _Slcr;j é ) — MaTpHIa pedekrcuje.

Teopema 2.5
Ocobune matpurle pedJekcuje:
o (85)7h = (8p)";

o 55 =1Id;
o det Sy = —1;
4] S¢Sg = R¢_9.

Mpojexu




Adune Tpanchopmanuje pasuu
000000e0000

Ckasimpame

CkaJsmpare y IpaBIly KOOPJAUHATHHUX OCA, Ca IEHTPOM y
KOOPJIMHATHOM TIOYUETKY ¥ KOeHUIHIjEHTUMA A1, A2 7 O:

' x’ (A0 T
o (5)-(2 1))



Adune Tpanchopmanuje pasuu
000000e0000

Ckasimpame

CkaJsmpare y IpaBIly KOOPJAUHATHHUX OCA, Ca IEHTPOM y
KOOPJIMHATHOM TIOYUETKY ¥ KOeHUIHIjEHTUMA A1, A2 7 O:

/
[ (A0 T
Ckasmpame ca MEHTPOM y MPOU3BOJHFHO] TAUKMN:

Hoxne = Tog © Havn © Too-



Adune Tpanchopmanuje pasuu
00000008000

[Tpumepnu

o 3a Koje BPEJHOCTH A1 B A2 je cKaampame Hy, i,
pedurekcuja y ogaocy Ha x-ocy (y-ocy)?



Adune Tpanchopmanuje pasuu
00000008000

[Tpumepnu

o 3a Koje BPEJHOCTH A1 B A2 je cKaampame Hy, i,
pedurekcuja y ogaocy Ha x-ocy (y-ocy)?

o 3a Koje BPeOHOCTH A1 U A2 je cKampame Ho A, x,
neHTpaJHa pedJekcrja y OIHOCY Ha Taduky Q7



Adune Tpanchopmanuje pasuu
00000008000

[Tpumepnu

o 3a Koje BPEJHOCTH A1 B A2 je cKaampame Hy, i,
pedurekcuja y ogaocy Ha x-ocy (y-ocy)?

o 3a Koje BPeOHOCTH A1 U A2 je cKampame Ho A, x,
neHTpaJHa pedJekcrja y OIHOCY Ha Taduky Q7

o 3a Koje BPeIHOCTH A| W Ao je CKaJIMpathe XOMOTeTHja?!



Adune Tpanchopmanuje pasuu
00000008000

[Tpumepnu

o 3a Koje BPEJHOCTH A1 B A2 je cKaampame Hy, i,
pedurekcuja y ogaocy Ha x-ocy (y-ocy)?

o 3a Koje BPeOHOCTH A1 U A2 je cKampame Ho A, x,
neHTpaJHa pedJekcrja y OIHOCY Ha Taduky Q7

o 3a Koje BPeIHOCTH A| W Ao je CKaJIMpathe XOMOTeTHja?!

o Jla sim ckasmmpame IyBa ,
A xomorernja?



Adune Tpanchopmanuje pasuu
00000000e00

[Tpumepnu
[Tpumep 6
[Ipencrasutu Kao adpune Tpanchopmaruje ciaenehe morahaje:

e ,Zoom in”: Kuukom muma y tauky P(zg,yo), ciauka ce
yBehaBa A myTa, a Tadka P mocTaje meHTap eKpaHa,
pesoayrmmje w X h.

~N
Quw/2n2) "

w

Ciuka 5: ,Zoom in” anarka




Adune Tpanchopmanuje pasuu
00000000e00

[Tpumepnu
[Tpumep 6
[Ipencrasutu Kao adpune Tpanchopmaruje ciaenehe morahaje:

e ,Zoom to window”: Mum je npurucHyr y tauku P(xo,yo),
a oTmyIITeH y Tavuku Q(z1,y1). YsehaTu mposop ca
gujarorasiom P(Q) npeko nesor ekpana. [Ipu Tome BoguTH
padyHa Ja ce yBehaHa CJIMKa yKJIOIHM Y eKpaH WK 110
IMAPUHYA, WIA 110 BUCWHU — y 3aBUCHOCTHU OJI IIPOIIOPIIH]a
npozopa. CMmarparu Jia je eKpaH pe30Jiyluje
1920 : 1080 =16 : 9.

w w
P(zo,y0) P(z0,y0)
Q(z1,22) h Q(z1,72) h

Cimmka 5: ,,Zoom to window” ajaTka




Adune Tpanchopmanuje pasuu
00000000e00

[Tpumepnu
[Tpumep 6
[Ipencrasutu Kao adpune Tpanchopmaruje ciaenehe morahaje:

o IIpecsmkaru npo3op uunje cy aeBo-nome reve A(ai,as) u
ropme-gecao reme C(cy, cy) y npo3op onpehen
JujaronasauM remenuma P(pi,pe) w R(ri,ra).

C(Cl,cz)

E R('I‘l, 7‘2)

A(al, (lz)

P(p1,p2)

Cawka 5: TIposop




Adune Tpanchopmanuje pasuu
00000000e00

[Tpumepnu
[Tpumep 6
[Ipencrasutu Kao adpune Tpanchopmaruje ciaenehe morahaje:

o ,Pinch to zoom”: ¥ moueTHOM TPEHYTKY JOIWD jEITHOT
[PCTa je PErucTpoBaH y Tauku Py a apyror y tauku Qg. Y
ciemehem TpenyTKy mpBuM mpCT ce Hasmal3w y Taduku P, a
Jpyru y Tadku Q1. YBehaTu cIMKy 3a OJHOC JIy2KHUHA,

A= P1Q1 : PyQo, npu uemy ce cpemuinre jyxku PyQo
[IPECJIUKABA y cpeauinTe ayxRu P1Q)1.

LN
yl

Q1

w
Cmuka 5: ,,Pinch to zoom” ajyaTka
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Cyurname

Cwvmutiame ca KoeuImjeHToM A\ y TPaBIy X-0ce:

sos(5)=( 1) (0)
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Cyurname

Cwvmutiame ca KoeuImjeHToM A\ y TPaBIy X-0ce:

sos(5)=( 1) (0)

Cuuname ca KoeUIHjEeHTOM A y MPaBIy Y-0ce:
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Peasmzanuja poramnuje momohy cMurame
cos¢ —sing | 1 Coziz% 1 0 1
sing cos¢ a 0 1 sing 1 0

Y

T

Cauka 6: Peammsanmja potanuje nomoly Tpu cMUIama
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Peanuzanuja poraruje momohy cmutiamme

-1 -1
(m _siw): el ( 1 0) L
0

sing cos¢ 0 1 sing 1 1
Y Yy
CMUIAHE
—
xT T

Cauka 6: Peammsanmja potanuje nomoly Tpu cMUIama



mje Adune Tpancdopmannje pasuu Adun nedopmannj opa ST I

Peanuzanuja poraruje momohy cmutiamme

-1 -1
<COS¢ —sin ¢ ) _ 1 % < 1 O) 1 %
0

sing cos¢ 0 1 sing 1 1
Y Yy
CMUIAHE
—
xT T

y Aame

x
Cauka 6: Peammsanmja potanuje momolly Tpyu cMUIamba



0000000000000 000e0

Jancdopuanuje Aduune Tpanchopmanuje pasun Adune Tpance

00000000000

opManuj

Peanuzanuja poraruje momohy cmutiamme

(

sing cos¢

cos¢ —sing ) _ 1
0

Y

x

CMUIIAHE
—

cosp — 1
sin ¢ (
1

Y

y A&H}E y

—
CMUITAbe

x x
Cauka 6: Peammsanmja potanuje momoly Tpu cMUIAmba



Adune Tpanchopmanuje pasuu
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N3zomerpuje

Hedunuiuja 2.2
[IpecmukaBama Koja 9yBajy AyKHUHY Y €YKJIHICKOM ITpocTopy E
MIPOM3BOJbHE TMMEH3HUje HA3UBAJY CE M30METDI]C.



Adune Tpanchopmanuje pasuu
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N3zomerpuje

Hedunuiuja 2.2

[IpecmukaBama Koja 9yBajy AyKHUHY Y €YKJIHICKOM ITpocTopy E
MIPOM3BOJbHE TMMEH3HUje HA3UBAJY CE M30METDI]C.
N3zomeTpuje Koje UyBajy OpHjeHTAIIA]Y 30BY C& KPeTarha.



Adune Tpanchopmanuje pasuu
[ ]

N3zomerpuje

Hedunuiuja 2.2

[IpecmukaBama Koja 9yBajy AyKHUHY Y €YKJIHICKOM ITpocTopy E
IIPOU3BOJHHE JIMMEH3MjE HAZMBAjY Ce n3oMeTpuje.
N3zomeTpuje Koje UyBajy OpHjeHTAIIA]Y 30BY C& KPeTarha.

Teopema 2.6

Tpancnamuja, poTamnyja 0KO IPOU3BObHE TadKe U pedIeKCHja, y
OJTHOCY HA TIPOW3BOJHHY IMPABY Cy M30METPHj€ PABHU.




Adune Tpanchopmanuje pasuu
[ ]

N3zomerpuje

Hedunuiuja 2.2

[IpecmukaBama Koja 9yBajy AyKHUHY Y €YKJIHICKOM ITpocTopy E
MIPOM3BOJbHE TMMEH3HUje HA3UBAJY CE M30METDI]C.

N3zomeTpuje Koje UyBajy OpHjeHTAIIA]Y 30BY C& KPeTarha.

Teopema 2.6

Tpancnamuja, poTamnyja 0KO IPOU3BObHE TadKe U pedIeKCHja, y
OJTHOCY HA TIPOW3BOJHHY IMPABY Cy M30METPHj€ PABHU.

Koje Tpancdopmanuje papuu cy Kperarmba’




Adune rpancdopmanuje npocTopa
[ ]

Aduna mpecankaBama IpoOCTOPA

Tauka M (x,vy,2) mpocTopa ce npecamkasa y Tadxy M'(z' vy, 2)
10 TPaBUILY:

/

x ail a2 a3 x b1
!

y | =| a1 az a3 y |+ b2 |, det(ay)#O0.
!

z as1 azz as3 z b3



Adune rpancdopmanuje npocTopa
[ ]

Aduna mpecankaBama IpoOCTOPA

Tauka M (x,vy,2) mpocTopa ce npecamkasa y Tadxy M'(z' vy, 2)
[0 TIPABUILY:

/

x ail a2 a3 x b1
!

y | =| a1 az a3 y [+ b2 |, det(ay) #0.
!

z as1 azz as3 z b3

[IpecmukaBame ce mMpesicTaB/ba 4 X 4 MAaTPUITOM:

a1 a2 a3z b

Ay = as1 az2 a3 by
az1 azz asz b3

0 0 0 1



Adune Tpancdopmanuje npocTopa
9000000000

Nzomerpuje mpocropa,

Teopema 3.1

Csaxka uzomerpuja npocropa E" je acduno npecankapame.
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Nzomerpuje mpocropa,

Teopema 3.1

Csaxka uzomerpuja npocropa E" je acduno npecankapame.

Teopema 3.2

Aduno npeciukasame [ je msomerpuja akko AAT = ATA = E.




Adune rpancdopmanuje npocTopa
9000000000

Nzomerpuje mpocropa,

Teopema 3.1

Csaxka uzomerpuja npocropa E" je acduno npecankapame.

Teopema 3.2

Aduno npeciukasame [ je msomerpuja akko AAT = ATA = E.

Teopema 3.3 (Ocobune u3oMeTpHja IPOCTOPA)
Careneha TBphema cy ekBupasenTna 3a f : E* — E™ .
o f je msomerpuja (dyBa JyXKuHE);
o f dyBa cKaJApHU TPOU3IBO/T;

o f mpecaukaBa oproHOPMHUpPaHY 6a3y y OPTOHOPMHUPAHY
6a3zy.




Adune Tpancdopmanuje npocTopa
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Poramuje oko mpase y mpocTopy

p

Cauka 7: Poranumja oko mpase p 3a yrao ¢
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Poramuje oko mpase y mpocTopy

p

Cauka 7: Poranumja oko mpase p 3a yrao ¢



Adune Tpancdopmanuje npocTopa
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Poraruja oko KoopAnHATHUX OCA

1 0 0

[ROz(Qb)]e:Rx(Cb) = 0 COS¢ —sinqS
0 sing cos¢

o

2

Cauxka 8: Poramuja oko x-oce



Adune Tpancdopmanuje npocTopa
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Poraruja oko KoopAnHATHUX OCA

cosf@ 0 sinf
[Roy(0)le = Ry(0) := 0 L0
—sinf 0 cosf

Cauka 8: Poramuja oko y-oce



Adune Tpancdopmanuje npocTopa
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Poraruja oko KoopAnHATHUX OCA

cosy —siny 0

Ro:(¥)]e = R.(¢) := | siny cosyp 0
0 0 1

Cruka 8: Poramnmja oko z-oce



Adune Tpancdopmanuje npocTopa
000e000000

@opmyse poTaluje OKO IIpaBe y IIPOCTOPY

Teopema 3.4 (Popmysa Poapuresa)

Marpura poramuje [Ry(9)],, y crammapanoj 6a3u e, 3a yrao ¢
OKO MpaBe pg Koja CaJIpKU KOOPJAUHATHH MOYETAK je:

[Rpo(0)], = pp" +cos¢(E —pp") +singpy,

TJIe je Px MATPHUIA BEKTOPCKOT MHOXKEa, jeTMHIIHUM
BEKTOPOM P:

0 —p3 p2
Dx = 3 0 —m
—p2 D1 0




Adune Tpancdopmanuje npocTopa
0000e00000

Poranuja oko mponsBoJbHE IIpPaBe

Poranuja oko npoussosbHe npase p || po, P € p:

Rp(¢> = 7-0_15 o Rp, (¢) o PO"



Adune rpancdopmanuje npocTopa
0000e00000

Poranuja oko mponsBoJbHE IIpPaBe

Poranuja oko npoussosbHe npase p || po, P € p:

Rp(¢) = TO_P' o Rp, (¢) o PO"

[Tpumep 7

. 3
Oppenutu dopmysie poraryje 3a yrao ¢ = - OKO TIpaBe p y

npocTopy Koja cagpxku tadky Q(1,0,0) 1 uMa BEKTOp TpaBIa,
7 =(1,2,2).



Adune rpancdopmanuje npocTopa
00000e0000

Pednekcuja y ogaOCy Ha paBaH

Teopema 3.5

Matpuria pediekcuje [Sa],, y cranmapaoj 6asu e, y ogroCy Ha
paBaH « KOja cajip:Ku KoopJuHaTHU moderak O, U duju
jeIMHUYHY HOPMAJIHU BEKTOD MMa KOJIOHY KOODJIWHATA D, je
JIaTa ca:

[Sa], = F — 2ppT.




Adune rpancdopmanuje npocTopa
00000e0000

Pednekcuja y ogaOCy Ha paBaH

Teopema 3.5

Matpuria pediekcuje [Sa],, y cranmapaoj 6asu e, y ogroCy Ha
paBaH « KOja cajip:Ku KoopJuHaTHU moderak O, U duju
jeIMHUYHY HOPMAJIHU BEKTOD MMa KOJIOHY KOODJIWHATA D, je
JIaTa ca:

[Sa], = F — 2ppT.

Ako paBan || o He cajpKu KOODJMHATHK 110YETaK, HErO HEKY
Tadyky B, taga ce pediiekcuja Sg npeacTapba ca:

Sg ="Tag °Sa o Tg-




Adune rpancdopmanuje npocTopa
0000008000

[Tpumepnu

Ciuka 9: Peduekcuja y ognocy Ha pasan kpos O

[Ipumep 8
Onpenuru dpopmysie pedekcrje y OJHOCY HA paBaH
a:2r—y+22z=0.



Adune rpancdopmanuje npocTopa
0000000800

Ojnepose Teopeme

Teopema 3.6 (I Ojaeposa)

Ceako Kpertambe [ mpocropa E? Koje uMa (DUKCHY HEKY Taduky
O’ je poTammja 0OKO Heke opHjeHTHCaHe mpase p Koja caapxu O,
3a yrao ¢ € [0, 2m).



Adune rpancdopmanuje npocTopa
0000000800

Ojnepose Teopeme

Teopema 3.6 (I Ojaeposa)

Ceako Kpertambe [ mpocropa E? Koje uMa (DUKCHY HEKY Taduky
O’ je poTammja 0OKO Heke opHjeHTHCaHe mpase p Koja caapxu O,
3a yrao ¢ € [0, 2m).

Teopema 3.7 (II Ojnepona)

Ceako Kperame [ mpocropa E® Koje qyBa KoopaaHATHNI
mo49eTak MOXKe Ce TIIpeaCTaBUTH Kao KOMHO3I/H.H/Ij3. Tpu COIICTBEHE
pOTaIje OKO KOOPIUHATHUX OCA:

[= Rom (¢) © R0y1 (0) © ROZ’(#’)»

rue cy ¥, ¢ € [0,27),60 € (—g, g), m38. OjsiepoBu mjim

Tejr-Bpajanosu yrioswu.




Adune rpancdopmanuje npocTopa
0000000080

OjepoBu yriaoBu

Y- (enr. yaw)

-—
¥

Cauka 10: Cxperame



Adune rpancdopmanuje npocTopa

OjepoBu yriaoBu
(T (enr. yaw)
0 — (emr. pitch)

Cruka 10: Tlponumame



Adune Tpanchopmannje npocropa
0000000080

OjepoBu yriaoBu

) — (enr. yaw)
0 — (emr. pitch)
- (enr. roll)

¢

Cauka 10: Bamame



Adune rpauncdopmanuje

0000000000000 00000

000000000 0e

Beza comncrBennx m cBeTCKHUX poTallnja

Adune mpanchopvanuje pannu Adune Tpancdopmannje npocropa Ilpojexmuje

Tpojexrn

Annmanmja: OjmepoBu yriaoBu



http://poincare.matf.bg.ac.rs/~tijana/geometrija/slajdovi2015/Avion.avi

vanmj ) VHCC vIguj nuu Adune Tpanchopmanuje npocropa Jjexmu
0000000000 e

Beza comncrBennx m cBeTCKHUX poTallnja

Annmanmja: OjmepoBu yriaoBu

[Masxmalll
Y II OjrnepoBoj Teopemu poTalje ce U3BOJE y COLCTBEHOM
KOOp/MHATHOM cucreny (Be3aHoM 3a ofjekar).


http://poincare.matf.bg.ac.rs/~tijana/geometrija/slajdovi2015/Avion.avi

Adune Tpanchopmannje Adune tpanchopmanuje pasuu Adbune Tpanchopmanuje npocropa ITpojexuuje TpojexTu
0000000000000 00000 0000000000 e

Beza comncrBennx m cBeTCKHUX poTallnja

Annmanmja: OjmepoBu yriaoBu

[Masxmalll
Y II OjrnepoBoj Teopemu poTalje ce U3BOJE y COLCTBEHOM
KOOp/MHATHOM cucreny (Be3aHoM 3a ofjekar).

Teopema 3.8 (Besa cOnCTBeHUX W CBETCKUX POTAIH]A)

[7'\’,0@2 (¢) o Roy, (‘9) 0 ROz(QM]e = [f]e = Rz(w)Ry(e)Rm(¢)-



http://poincare.matf.bg.ac.rs/~tijana/geometrija/slajdovi2015/Avion.avi

Tpojexmnuje

[IpojekToBame
o f: E3 —E?

o TIAPAJIEJTHO MPOjEeKTOBAE (CIEIMjATHO: OPTOTOHATHA
pOjeKInja)

X .
Cruxka 11: TlapanerHo mpojekToBaKbE



Tpojexmnuje

[IpojekToBame

o f: E3 —E?
o TIAPAJIEJTHO MPOjEeKTOBAE (CIEIUjATHO: OPTOTOHATHA
pOjeKInja)
o TIEHTPAJIHO NPOjEKTOBATHE

Cika 11: IlenTpaJjiHO IIPOjeKTOBAME



Tpojexmnuje

[IpojekToBame

o f: E3 —E?
o TapaJIeJIHO MPOjeKTOBAkE (CIEIUjATHO: OPTOrOHATHA
0pojeKImja)
o IEHTPATHO MPOjEKTOBAE



Tpojexmnuje

[IpojekToBame

o f: E3 —E?
o TapaJIeJIHO MPOjeKTOBAkE (CIEIUjATHO: OPTOrOHATHA
0pojeKImja)
o IEHTPATHO MPOjEKTOBAE

o [la sum je f Oujexmmja?



Tpojexmnuje

[IpojekToBame

o f: E3 —E?
o TapaJIeJIHO MPOjeKTOBAkE (CIEIUjATHO: OPTOrOHATHA
0pojeKImja)
o IEHTPATHO MPOjEKTOBAE

o [la sum je f Oujexmmja?

o [la sum je f wzomerpuja?



Adune Tpanchopmaunje Adune Tpanchopmanuje pasuu Adune Tpanchopmauuje npocropa Ipojexunje  ITpojexTu
0000000000000 00000 00000000000

[IpojekToBame

o f: E3 —E?
o TapaJIeJIHO MPOjeKTOBAkE (CIEIUjATHO: OPTOrOHATHA
0pojeKImja)
o IEHTPATHO MPOjEKTOBAE

o [la sum je f Oujexmmja?

o [la sum je f wzomerpuja?

o Jla mu f gyBa KOMUHEADHOCT, TAPATCTHOCT, YIIOBE,
CPEJIUIITE JTy KU?



Tpojexmnuje

OproronajHa npojekinja Ha KOOPAUHATHE PABHU

A" (0, l/() 20)
.4” (l‘o. 0. Zo) //
& _ /
~ = A(z0, Yo, 20)
\
\
\
\
[
\
!

A (7()7 Yo, 0)
Coa 12: OproroHamHa TpojeKImja

[Tpumep 9
OpnpenuTu oproronajHy npojekimjy ksagapara ABC D
A(1,2,-1), B(—1,0,2), D(3,1,1), va zy-paBaH.



Adune Tpanchopmannje Adune tpanchopmanuje pasuu Adune tpanchopmanuje npocropa Ilpojexuuje
0000000000000 00000 00000000000

OproronajHa IpojeKInja Ha IPOU3BOJ/bHY pPaBaH

Cnuka 13: Oproronajina mnpojekimja

X' =(E-pp")X, p=I[P], P~ jesmmmamn



Tpojexmnuje

OproronajHa IpojeKInja Ha IPOU3BOJ/bHY pPaBaH

Cnuka 13: Oproronajina mnpojekimja

X' =(E-pp")X, p=[P), T jemmmnn

[Tpumep 10
OjipeiuTu OPTOTOHAJHY MPOjEKIujy KBaapara u3 llpumepa 9 va
paBan « : 3y — z = 0.



Tpojexmnuje

[Ipojeknnja cdepe HA paBaH

o IITra cBe moxe HGutw oproronasna mpojekimja cepe Ha
paBau?



Tpojexmnuje

[Ipojeknnja cdepe HA paBaH

o IITra cBe moxe HGutw oproronasna mpojekimja cepe Ha
paBau?

o IIlTa cBe Mozxke HuTH 1eHTpasIa MPOjeKImja chepe HA
paBan?



Tpojexmnuje

[Ipojeknnja cdepe HA paBaH

o IITra cBe moxe HGutw oproronasna mpojekimja cepe Ha
paBau?

o IIlTa cBe Mozxke HuTH 1eHTpasIa MPOjeKImja chepe HA
paBan?

o Kaprorpadcke mpojexruje:



Tpojexmnuje

[Ipojeknnja cdepe HA paBaH

o IITra cBe moxe HGutw oproronasna mpojekimja cepe Ha
paBau?

o IIlTa cBe Mozxke HuTH 1eHTpasIa MPOjeKImja chepe HA
paBan?

o Kaprorpadcke mpojexruje:
o koudopmue (dyBajy yriose)
o ekBUBAJIEHTHE (4yBajy OJHOC MOBPIIUHA)
o eKBUAMCTaHTHE (4yBajy pacrojama)



Tpojexmnuje

Koudopwmue npojexiiuje

Cruka: MepkaTopoBa Ipojexnmja

n3Bop ciauka: Wikipedia



vanmj ) VHCC vIguj Buu Adun nebopmanuj opa Tpojexunje 1

Cmuka: Crepeorpadcka mpojeximja

n3Bop ciauka: Wikipedia



Adune rpauncdopmanuje

0000000000000 00000

00000000000

Adune Tpanchopmannje pasnn Adune rpancdopmannje npocropa Ilpojexuuje
Koudopwmue npojexiiuje

Cnuka: JlambeproBa mpojeknunja (KOHyCHA)

n3Bop ciauka: Wikipedia

Tpojexrn



Adune rpauncdopmanuje

0000000000000 00000

00000000000
ExBuBajienTHe mpojekiuje

Adune Tpanchopmanuje pasuu Adune rpanchopmannje npocropa Ipojexnuje

Cuiuka: BoneoBa npojexinuja

n3Bop ciauka: Wikipedia

Tpojexrn



Adune Tpancdopmannje

Adune Tpanchopmanuje pasuu
0000000000000 00000

Adbure Tpancdopmanuje mpocTopa
00000000000
ExBuBajienTHe mpojekiuje

Tpojexmnuje

Tpojexrn

Cauka: Monsenie npojexmumja

n3Bop ciauka: Wikipedia




Adune Tpancdopmannje

Adune Tpanchopmanuje pasuu
0000000000000 00000

Adbure Tpancdopmanuje mpocTopa
00000000000
ExBuBajienTHe mpojekiuje

Ciuxka: JlamGeproBa nipojeknuja (a3uMyTaina)

n3Bop ciauka: Wikipedia

Tpojexmnuje

Tpojexrn



Adune Tpancdopmannje

Adune Tpanchopmanuje pasuu
0000000000000 00000

Adbure Tpancdopmanuje mpocTopa
00000000000
ExBunucranTHe mpojekimuje

Cnuka: Teorpadceka npojeximja (d4yBa pacTojamba Ly MEPUIUjaHa)

n3Bop ciauka: Wikipedia

Tpojexmnuje

Tpojexrn



Adune Tpancdopmannje

Adune Tpanchopmanuje pasuu
0000000000000 00000

Adbure Tpancdopmanuje mpocTopa
00000000000
ExBunucranTHe mpojekimuje

Tpojexmnuje

Tpojexrn

Cnuka: Cunycongaina nmpojekimja (4yBa pacTojama IyK mapaJiesa)

n3Bop ciauka: Wikipedia




Tpojexmnuje

Crepeorpadcka mpojexImja

Cauka 17: Crepeorpadcka mpojeknuja ca ceBEpHOT MoJIA
HAa paBaH 2z = —1



Tpojexmnuje

Ocobune crepeorpadcke IpojeKIje

o IITra je comka xkpyra koju mpumnaga chepu, a CaapxRu
CeBEpHH TI0JI!

o CrenujaJtHo, y IITa Ce CIAUKAjy mapaJsese?

o IIlra je camka mepmamjana?

o Jla mm ce gyBajy yrioBu?

o Jla s ce uyBa OIHOC TOBPITAHAT

o Jla sm ce ayBajy pacrojama jay>k Mepuamjana! A gayx
apaJiesia?



Adune Tpanchopmanuje Adune Tpancdopmanuje pasuu Adbune Tpancdopmanuje mpocropa Ilpojexmuje TIpojexTn
0000000000000 00000 00000000000

XoMoroeHe KOOpJAUHATE PABHU

Hedununuja 5.1

Komorene koopyunare tauke M(x,y) adune pasun R? cy 6mmo
KOja ypehena Tpojkra (1 : x2 : 3) TaKBa Ja BaXKU:
T T2

T=— Yy=— x37é0
z3 z3




TIpojexTn

XoMoroeHe KOOpJAUHATE PABHU

Hedununuja 5.1

Komorene koopyunare tauke M(x,y) adune pasun R? cy 6mmo
KOja ypehena Tpojkra (1 : x2 : 3) TaKBa Ja BaXKU:
T x2

T=— Y= .%'3750
T3 T3

[Tpumep 11

OspeuTu XOMOTEHEe KOOpPAWHATE TauKe unje ¢y adune
koopuaare (1, —2).




TIpojexTn

XoMoroeHe KOOpJAUHATE PABHU

Hedununuja 5.1
Komorene koopyunare tauke M(x,y) adune pasun R? cy 6mmo
KOja ypehena Tpojkra (1 : x2 : 3) TaKBa Ja BaXKU:

I xI9

rT=— Yy=— .%'3#0
T3 3

[Tpumep 11
OspeuTu XOMOTEHEe KOOpPAWHATE TauKe unje ¢y adune
koopuaare (1, —2).

[Tpumep 12

Onpemuru adune koopauraare tadaka A(1:2:2) u B(3:2:0).



Adune Tpanchopmanuje Adune Tpancdopmanuje pasuu Adbune Tpancdopmanuje mpocropa Ilpojexmuje TIpojexTn
0000000000000 00000 00000000000

XoMoroeHe KOOpJAUHATE PABHU

Hedunumnuja 5.2
Xomorene koopuunare rauke M(x,y) adune pasau R? cy Guio
koja ypebena tpojka (z1 : 9 : r3) TaKBa Ja BaXKM:

T T2

T=— Y= — 1'3#0
L3 L3




Adune rpanchopmanuje Adune Tpanchopmanuje pasun Adune rpanchopmanuje npocropa IIpojexmuje TIpojexTn
0000000000000 00000 00000000000

XoMoroeHe KOOpJAUHATE PABHU

Hedunumnuja 5.2
Xomorene koopuunare rauke M(x,y) adune pasau R? cy Guio
koja ypebena tpojka (z1 : 9 : r3) TaKBa Ja BaXKM:

T T2

T=— Y= — 1'3#0
L3 L3

@ GeckoHAMHO Jiasieka Tavka Poo(21 : 29 : 0), 23 + 22 #0



Adune rpaucdopmanuje Adune rpanchopmanuje pasnu Adune rpanchopmanuje npocropa Ipojexnuje  IIpojexTn
0000000000000 00000 00000000000

XoMoroeHe KOOpJAUHATE PABHU

Hedunumnuja 5.2
Xomorene koopyunare tauke M(x,y) adune pasun R? ¢y 6mmo
koja ypebena tpojka (z1 : 9 : r3) TaKBa Ja BaXKM:

T T2

T=— Y= — .%'37’50
L3 L3

@ GeckoHAMHO Jiasieka Tavka Poo(21 : 29 : 0), 23 + 22 #0

@ OCCKOHAYHO JIAJIEKA MPABA Ugo : £3 = 0



Adune rpaucdopmanuje Adune rpanchopmanuje pasnu Adune rpanchopmanuje npocropa Ipojexnuje  IIpojexTn
0000000000000 00000 00000000000

XoMoroeHe KOOpJAUHATE PABHU

Hedunumnuja 5.2
Xomorene koopyunare tauke M(x,y) adune pasun R? ¢y 6mmo
koja ypebena tpojka (z1 : 9 : r3) TaKBa Ja BaXKM:

T T2

T=— Y= — .%'37’50
L3 L3

@ GeckoHAMHO Jiasieka Tavka Poo(21 : 29 : 0), 23 + 22 #0
@ OCCKOHAYHO JIAJIEKA MPABA Ugo : £3 = 0

o jonymena aduHa PaBaH R? = R%2 U uwe



TIpojexTn

[Tpecek npaBux

[Tpumep 13

Oppenutn mpecek IpaBux q : 2x — 5y + 6 = 0,
r:2z—5y+7=0y:

(a) Adwunoj pasHm; (6) Jonymenoj aduHOj paBHU.



TIpojexTn

[Tpecek npaBux

[Tpumep 13

Oppenutn mpecek IpaBux q : 2x — 5y + 6 = 0,
r:2z—5y+7=0y:

(a) Adwunoj pasHm; (6) Jonymenoj aduHOj paBHU.

Teopema 5.1

[Tapasesene nmpaBe nonymene adpuHe PABHU C€ CEKY ¥
OECKOHAYHO JAAJIEKO] TAYIKHU.

Jlakue, cBake JiBe mpaBe y JIONYHEHO] apuHO] paBHE ce CeKy!




TIpojexTn

Peasina npojekTuBHa paBaH

Hedunumuja 5.3

Peasiia mpojeKTuBia, pasal je CKyl XOMOT€HHX KOOPAMHATA:
2. . .
RP* :={(x1 : x2 : x3)| 1, 22, 3 € R},

[IPH YeMy He MOI'Y CBe TPH KOODJIMHATE HCTOBPEMEHO OUTH
je/iHaKke HyJIH.




TIpojexTn

Peasina npojekTuBHa paBaH

Hedunumuja 5.3

Peasiia mpojeKTuBia, pasal je CKyl XOMOT€HHX KOOPAMHATA:
2. . .
RP* :={(x1 : x2 : x3)| 1, 22, 3 € R},

[IPH YeMy He MOI'Y CBe TPH KOODJIMHATE HCTOBPEMEHO OUTH
je/iHaKke HyJIH.

[Ipumep 14

Onpenutn jeqHauuny mpase ¢ Kpo3 tauke A(1:2: 3),
B(—=2:1:0).




[IpojekTuBHA TIpecInKaBamba PaBHI

Hedbunumuja 5.4

[TpojekTUBHO TTpecnKapakhe MPOjeKTUBHE PABHU je
npecaukaBame Koje Tauky M(x1 : x9 : x3) cauka y Tauky
M (2} : b : %), u naro je dopmynama:

Iy P11 P12 D13 T
M ox [ =] pa 2 p2s z2 |, det(pij) #0, A #0,
95% P31 P32 P33 3

wiu kpahe A\’ = Pz, P = (p;j).

TIpojexTn




TIpojexTn

OcobuHe MPOjeKTUBHUX IIPECINKABAHA,

©

Matpurie P u AP mpeacTraB/bajy UCTO IMPECIUKABAILE.

©

Kommozuruju npeciimkapama 0IroBapa MHOXKEIHE MATPHUIIA,
a WHBEP3HOM IIPECIUKABABY OArOBAPa MHBEP3HA MATPHIIA.

(]

[IpojekTuBHO NpeCVKABAbE CIUKA TyBa KOJIMHEAPHOCT
TavaKa, Tj. CJAWKS IIPaBe y Ipase.

o Crenmjanno, 3a

P11 P12 D13
P=1| pa p2 ps3
0 0 1

JobujamMo aduHA IPECTUKABAIHA.



TIpojexTn

OcobuHe MPOjeKTUBHUX IIPECINKABAHA,

Teopema 5.2 ( )
[TocToju jennHCTBEHO MPOjJEKTUBHO TIPECINKABAHE TPOJEKTUBHE

pasmu RP? koje gerupn taure A,B,C,D y omimreM mOI0XKajy
cmuka pejgom y Tauke A', B', C', D', y ommrem nososxkajy.



OcobuHe MPOjeKTUBHUX IIPECINKABAHA,

Teopema 5.2 ( )
[TocToju jennHCTBEHO MPOjJEKTUBHO TIPECINKABAHE TPOJEKTUBHE

pasmu RP? koje gerupn taure A,B,C,D y omimreM mOI0XKajy
cmuka pejgom y Tauke A', B', C', D', y ommrem nososxkajy.

[Tpumep 15

O/ipeiuTH MPOjeKTUBHO TPECTUKABAHE PABHU KOj€ TAUKE
Ap(1:0:0),Bp(0:1:0),Co(0:0:1),Dp(1:1:1) cuka y
A(1:2:3),B(3:2:1),C(0:1:1), D(7:11:10).
[Tpumep 16

OpeuTn MPOJEKTUBHO TIpecanKaBame Koje Tpanes ABCD,
A(-2,0), B(2,0), C(1,2), D(—1,2) upeciukasa y

npasoyraonuk A'B'C'D’; A'(-1,0), B'(1,0), C'(1,1), D'(—1,1).




Adune rpauncdopmanuje

0000000000000 00000

00000000000

[Ipumene pOjeKTUBHUX ITPECTIUKABAIHA

Adune Tpanchopmanuje pasuu Adune rpanchopmannje npocropa Ipojexnuje

TIpojexTn

Ciuka: UcnpaBsbatbe MPOjeKTUBHE JTUCTOP3H]je




TIpojexTn

[Ipumene pOjeKTUBHUX ITPECTIUKABAIHA

Y Yy

Crmka 19: KanoHcka 3ampemMuHa, [orie/a 3a IapaJesHo (JIeBo)
U NEPCIEKTUBHO (JIECHO) MPOjEKTOBAE
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